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はじめに

基本群やホモトピーに関する成書は既に幾つもあるが 500 ページを超える大部のもの

が殆どである．出来るだけ少ないページ数で，初学者が容易に取り付ける基本群やホモト

ピーの解説が欲しいと思ったのが本稿を準備した動機である．

1 準備

1.1 基礎事項

区間 [0, 1] を記号 I で表す．

位相空間 X, Y が同相であるとき X ≃ Y で表す．
X, Y の共通部分がないとして作った和集合を非交和 (disjoint union) といい X ⊔ Y
で表す．

位相空間 X に基点 (base point)と呼ばれる点 x0 を１つ選んで固定する．基点は任意

に選んで良いが，議論している間は固定しておく．基点を表すのに ∗X(または単に ∗)と
いう記号を使うこともある．

定義 1.1. 1. 写像 f : X → Y の像が 1点のとき，即ち f(X) = {y0} となる y0 が存

在するとき，定値写像 (constant map)という．

2. 位相空間 X の恒等写像 X → X, x 7→ x, を 1X で表す．

3. 2つの位相空間 X, Y に対し x0 ∈ X, y0 ∈ Y をとり x0 と y0 を同一視して得ら

れる空間を X と Y の 1点和といい X ∨ Y で表す．

X ∨ Y = X ⊔ Y/x0 ∼ y0

1点和をとるとき X の基点と Y の基点を同一視して，その同一視した点を，1点

和の基点とすると便利なことが多い．特に断らない場合は，同一視した点を 1点和

の基点に取る．

1点和については次が成り立つ．

• X ⊂ X ⊔ Y → X ∨ Y は写像 X → X ∨ Y を定める．
• Y ⊂ X ⊔ Y → X ∨ Y は写像 Y → X ∨ Y を定める．
• 恒等写像 1X : X → X と定値写像 ∗ : Y → {y0} は写像 1X ∨ ∗ : X ∨ Y → X を

定める．

• 定値写像 ∗ : X → {x0} と恒等写像 1Y : Y → Y は写像 ∗ ∨ 1Y : X ∨ Y → Y を
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定める．

例 1.2. Sn = {x = (x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1 | ∥x∥ = 1} を単位球面とする．立体射影

Sn \ (1, 0, . . . , 0)→ Rn, x 7→ 1

1− x0
(x1, . . . , xn)

は，y = (y1, . . . , yn) 7→ 2
∥y∥2+1 (∥y∥

2 − 1, y) が逆写像なので，微分同相である．この微

分同相で Sn \ (1, 0, . . . , 0) と Rn を同一視 Sn を Rn の 1点コンパクト化とみる．付け

加えた点 (1, 0, . . . , 0)を Rn の無限遠点といい ∞ で表す．

連続写像 α : I → X をX のパス（道）(path)，α(0) をパス αの始点，α(1) をパス α

の終点という．α(0) = α(1) となるパスをループ（閉道）(loop)という．

定義 1.3 (コンパクト開位相). 位相空間X から位相空間 Y への連続写像全体を写像空間

といい Map(X,Y ) または Y X で表す．Map(X,Y ) にコンパクト開位相 (compact-open

topology)と呼ばれる位相を入れる．これは X のコンパクト集合 K と Y の開集合 U に

対し，
M(K,U) = {f ∈ Map(X,Y ) | f(K) ⊂ U}

と置き，これらを部分開基底とするMap(X,Y ) の位相である．

定義 1.4. 連続写像 f : X → Y に対し，その写像柱 (mapping cylinder) Mf，写像錐

(mapping cone) 　 Cf を次で定める．

Mf =
(X × I) ⊔ Y
(x, 0) ∼ f(x)

Cf =
CX ⊔ Y

(x, 0) ∼ f(x)
CX =

X × I
X × {1}

例 1.5. S1 ⊂ C とみる．f : S1 → S1, z 7→ z2, の写像錐は実射影平面である．

1.2 ホモトピーの定義

位相空間 X から位相空間 Y への写像のホモトピー (homotopy) とは，連続写像

F : X × I → Y のことである．但し I = [0, 1] である．写像 f0, f1 : X → Y に対し

f0(x) = F (x, 0), f1(x) = F (x, 0) (x ∈ X) となるホモトピー F が存在するとき，f0 と

f1 はホモトピック (homotopic)であるという．

f と g がホモトピックであるという関係は，X から Y へのすべての連続写像全体の同

値関係であり，f ≃ g と書く．その同値類を写像のホモトピー類 (homotopy class)とい

う．写像 f のホモトピー類を [f ] で表す．X から Y への連続写像のホモトピー同値類の

集合を [X,Y ] で表す．
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例 1.6. F : Rn × I → Rn, (x, t) 7→ tx, はユークリッド空間 Rn の恒等写像と定値写像

を結ぶホモトピーである．

定義 1.7 (対のホモトピー). 連続写像 f0, f1 : (X,A) → (Y,B) がホモトピックとは，

F (a, t) ∈ B (a ∈ A) となるホモトピー F が存在するときをいう．A ⊂ X, B ⊂ Y のと

き，連続写像 f : X → Y で f(A) ⊂ B を満たすもののホモトピー類を [(X,A), (Y,B)]

で表す．

A, B が 1 点からなる集合の時，すなわち A = {x0}, B = {y0} のとき
[(X, {x0}), (Y, {y0})] を，基点付きホモトピー類の集合といい [X,Y ]∗ で表す．

命題 1.8. 連続写像 f, g : X → Y , h : X ′ → X, k : Y → Y ′ に対し

f ≃ g ⇒ f ◦h ≃ g ◦h, k ◦f ≃ k ◦g

すなわち次の自然な写像が定まる．

h∗ : [X,Y ]→ [X ′, Y ], k∗ : [X,Y ]→ [X,Y ′]

また h, h′ : X ′ → X がホモトピックならば h∗ = h′∗, k, k′ : Y → Y ′ がホモトピックな

らば k∗∗ = k′∗ である．

証明. F : X × I → Y を f と g をつなぐホモトピーとする．すなわち F (x, 0) = f(x),

F (x, 1) = g(x) とする．

X ′ × I → Y, (x′, t) 7→ F (h(x′), t), X × I → Y ′, (x, y) 7→ k ◦F (x, t)

が望むホモトピーを定める．

H : X ′ × I → X を h と h′ をつなぐホモトピーとすると

X ′ × I → Y, (x′, t) 7→ f(H(x′, t))

は f ◦h と f ◦h′ をつなぐホモトピーであり

h∗([f ]) = [f ◦h] = [f ◦h′] = h′∗([f ]).

K : Y × I → Y ′ を k と k′ をつなぐホモトピーとすると

X × I → Y ′, (x, t) 7→ K(f(x), t)

は k ◦f と k′ ◦f をつなぐホモトピーであり

k∗([f ]) = [k ◦f ] = [k′ ◦f ] = k′∗([f ]).

例 1.9. 1. [X, ∗] は 1点からなる集合である．

2. [∗, X] は X の弧状連結成分の濃度を持つ集合である．
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1.3 ホモトピー同値

定義 1.10 (空間のホモトピー型). 連続写像 f : X1 → X2 がホモトピー同値 (homotopy

equivalence) とは，ある連続写像 g : X2 → X1 が存在して，f ◦g ≃ 1X1
, g ◦f ≃ 1X2

と

なるときをいう．このとき g を f のホモトピー逆写像 (homotopy inverse) という．ま

たこのとき X1 ∼ X2 と書き，X1 と X2 は同じホモトピー型を持つ (same homotopy

type)という．

例 1.11. 自然な埋込 ι : S1 → S1 × I, θ 7→ (θ, 0), と自然な射影 p : S1 × I → S1 を考

える．p ◦ι = 1S1 で

F : (S1 × I)× I → S1 × I, (θ, s, t) 7→ (θ, st)

は ι ◦p と 1S1×I を結ぶホモトピーなので，S1 × I ∼ S1 である．

例 1.12. 自然な埋込 ι : Sn−1 → Rn \ {0} とレトラクション r : Rn \ {0} → Sn−1,

x 7→ x/∥x∥, を考える．r ◦ι = 1Sn−1 で

F : (Rn \ {0})× I → Rn \ {0}, (x, t) 7→ tx− (1− t) x

∥x∥
は，ι ◦r と 1Rn\{0} をつなぐホモトピーである．よって Sn−1 ∼ Rn \ {0}.

命題 1.13. X1 ∼ X2 とする．

• 任意の位相空間 Y に対し [X1, Y ]→ [X2, Y ] は全単射．

• 任意の位相空間 Z に対し [Z,X1]→ [Z,X2] は全単射．

証明. f∗ : [X2, Y ] → [X1, Y ], g∗ : [X2, Y ] → [X1, Y ] で [f ◦g] = [1X1
] かつ [g ◦f ] =

[1X2
] なので

f∗ ◦g∗ = (f ◦g)∗ = (1X1
)∗ = 1[X1,Y ], g∗ ◦f∗ = (g ◦f)∗ = (1X2

)∗ = 1[X2,Y ]

となり，f∗, g∗ はそれぞれ全単射である．2番目の主張も同様に証明できる．

定義 1.14 (写像のホモトピー同値).

2 つの写像 f1 : X1 → Y1 と f2 : X2 → Y2 がホモトピー同

値とはホモトピー同値 φ : X1 → X2 と ϕ : Y1 → Y2 が存在

して ϕ ◦f = g ◦φ となる時を言う．

X1
f //

φ

��

X2

ϕ

��
Y1

g // Y2

例 1.15. Br = {x ∈ Rn | ∥x∥ < r} とおく．

Br → Rn, x 7→ x√
1− ∥x∥2/r2

, Rn → Br, x 7→ x√
1 + ∥x∥2/r2
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は互いに逆写像なので Br と Rn は微分同相であり，同じホモトピー型を持つ．

f : {0} → Br, 0 7→ 0, g : Br → {0}, x 7→ 0

とすると，g ◦f は集合 {0} の恒等写像，f ◦g(x) = 0 なので f ◦g と Br を結ぶホモト

ピーは
F : Br × I → Br, (x, t) 7→ tx

で与えられる．よって，開球 Br と 1点 {0} はホモトピー同値．同様に Rn と 1点 {0}
もホモトピー同値．閉球 Br = {x ∈ Rn | ∥x∥ ≤ r} が 1点 {0} とホモトピー同値である
ことも同様に証明できる．

定義 1.16 (可縮空間). 1点にホモトピー同値な空間を可縮 (contarctible)な空間，又は

その空間は可縮であるという．

命題 1.17. 位相空間 X が可縮であることと，恒等写像 1X : X → X が一点写像

r : X → X, x 7→ ∗, とホモトピー同値である事は同値である．

証明. 演習問題

例 1.18. Sn = Rn ∪ {∞} とする．ホモトピー

F : Sn × [0, 1]→ Sn, F (x, t) =

{
x√

1−∥x∥2t2
∥x∥ < 1/t

∞ ∥x∥ ≥ 1/t

は F (x, 0) = x (Sn の恒等写像) と F (x, 1) (単位開球を Rn に写し，単位開球以外を無

限遠点に写す写像)を結んでいる．

例 1.19. 位相空間 X の錐 (cone) CX = X×I
X×{0} は可縮である．ホモトピー

F : CX × I → CX, [(x, t, s)] 7→ [(x, st)]

は F (x, t, 0) = ∗, F (x, t, 1) = (x, t) なので，CX の恒等写像は定値写像にホモトープと

なるからである．

定義 1.20 (レトラクト). 連続写像 r : X → A がレトラクション (retract, retraction) *1

とは，r ◦ι = 1A となるときをいう．但し ι : A→ X は包含写像．

A ⊂ X が X の変形レトラクト (deformetaion retract) とは，次を満たすホモトピー

F : X × I → X が存在する時を言う．

F (x, 0) = x (x ∈ X), F (x, 1) ∈ A (x ∈ X), F (a, 1) = a (a ∈ A)

*1 縮退と訳しても良い．
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X と Aはホモトピー同値になる．

r(x) = F (x, 1) とおくと，r : X → A はレトラクションなので，変形レトラクトは，レ

トラクション r と恒等写像 1X の間のホモトピーを与える．

A ⊂ X がX の強変形レトラクト (strong deformation retract) とは，次を満たすホモ

トピー F : X × I → X が存在する時を言う．

F (x, 0) = x (x ∈ X), F (x, 1) ∈ A (x ∈ X), F (a, t) = a (a ∈ A, t ∈ I)

例 1.21. 写像 f : X → Y に対し，写像柱 Mf からの自然な写像 r :Mf → Y は強変形

レトラクトである．実際 Mf = (X × I ⊔ Y )/(x, 0) ∼ f(x) なので

F :Mf × I →Mf , (x, s, t) 7→ (x, s(1− t)), (y, t) 7→ y

は，強変形レトラクトを与えるホモトピーになる．

ホモトピー F : X × I → Y が A を法としたホモトピーとは，連続写像 F (a, t) が t に

依存しない時を言う．

2 基本群

2.1 基本群の定義

位相空間 X の基本群は次のように定義される．連続写像 γ : I → X で γ(0) = γ(1) =

∗を満たすもの全体（即ち基点付きループ空間 ΩX）に，ホモトピー

G : I × I → X, G(x, 0) = γ0(x), G(x, 1) = γ1(x)

が存在するとき，γ0 ≃ γ1 と定める．道 γ の同値類を [γ] で表し，この同値類全体の集

合を基本群といい π1(X, ∗) で表す．基本群には次で積が定まる．γ1, γ2 の積 ψ を次で定

める．

ψ(t) =

{
γ1(2t) (0 ≤ t ≤ 1

2 )

γ2(2t− 1) ( 12 ≤ t ≤ 1)

ψ のホモトピー類は γ1, γ2 のホモトピー類のみで定まる．定値写像 t 7→ ∗ はこの積につ
いての単位元を定め，t 7→ γ(t) に対し，t 7→ γ(1− t) は [γ] の逆元を定める．

演習 2.1. この事を証明せよ．

注意 2.2. [γ1], [γ2] に対し，その積を [γ1] · [γ2]と書くか [γ2] · [γ1]と書くかは，流儀に
よって異なる．基本群 π1(X, ∗) の位相空間への作用を考える状況では [γ2] · [γ1] と書く
ほうが都合が良いことが多い．
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基点付き位相空間 X に対しその 1次元ホモトピー群 π1(X, ∗) を X の基本群 (funda-

mental group)という．

定理 2.3. π1(S
1) = Z.

証明. γ̃(0) = 0 なる連続関数 γ̃ : I → R が R → R/Z を経由し
て道 γ : I → S1 を表すとする．γ̃(1) = k とすると，ホモトピー

G : I × I → R, (t, s) 7→ (1− s)γ̃(t) + kst

は γ から k 回転する道へのホモトピーを定める．[γ] → k が求

める同型を定める．

�������������������

�������������������

弧状連結な空間 X が単連結 (simply connected) であるとは π1(X, ∗) が自明な群であ
るときを言う．

定理 2.4. 弧状連結な空間 X の 2 点 ∗0, ∗1 を結ぶ道 α を取る．α は同型 α∗ :

π1(X, ∗1)→ π1(X, ∗2), [γ] 7→ [α ◦γ ◦α−1] を誘導する．

証明. α∗ : π1(X, ∗0)→ π1(X, ∗1) は α−1
∗ : π1(X, ∗2)→ π1(X, ∗1), [γ] 7→ [α−1 ◦γ ◦α] を

逆写像に持つので明らか．

2.2 被覆空間

定義 2.5 (被覆空間). X, X̃ を弧状連結な位相空間とする．X̃ が X の被覆空間 (covering

space) というのは連続写像 p : X̃ → X が存在して 各 x ∈ X に対し x の開近傍 U が

存在し p−1(U) は U と離散集合の直積と同相となる時を言う．p を被覆射影 (covering

projection)又は単に被覆 (covering)と呼ぶ．離散集合が k 個の元からなるとき X̃ は X

の k 重被覆であるという．

例 2.6. 1. f : R→ S1, θ 7→ e2πθ
√
−1, は被覆である．

2. f : S1 → S1, z 7→ zk, は k 対 1の被覆である．ただし k ∈ Z.
3. Sn ⊂ Rn+1 として p : Sn → Pn(R), x 7→ [x], は 2対 1の被覆である．

4. P (z) を複素係数多項式とし写像 P : C → C を考える．これは被覆ではない．P
の臨界値集合を D(P )とするとき，C \ P−1(D(F ))→ C \D(F ) は被覆である．

5. Rn \ {0} → Rn, x 7→ x, は被覆でない．

次の定理はホモトピー持ち上げ性質としてしばしば引用される．

定理 2.7 (被覆ホモトピー定理). 被覆 p : X̃ → X をとる．任意の位相空間 Z と連続写

9



像 f : Z → X̃ に対し，ホモトピー

F : Z × I → X, F (z, 0) = f(z)

があれば，F は X̃ へのホモトピーに持ち上がる．即ち，ホモトピー

F̃ : Z × I → X̃

が存在して F = p ◦F̃ となる．また持ち上げ F̃ は一意である．

Z × {0}
f //

��

X̃

p

��
Z × I F //

F̃

;;x
x

x
x

x
X

証明. z ∈ Z に対し F (z, t) の近傍 U(t)で p−1(U(t)) が U(t) と離散集合の直積になる

ように取る．t 7→ F (z, t) の像はコンパクトなので，有限個の t1, . . . , tm (0 ≤ t1 < · · · <
tm ≤ 1) をとって U(t1) ∪ · · · ∪ U(tm) が t 7→ F (z, t) の像を含むようにできる．各点

x̃ ∈ p−1(F (z, ti)) に対しその近傍で U(ti) と同相なものが存在するので，t 7→ F (z, t) は

F (z, 0) の持ち上げ F̃ (z, 0) ∈ X̃ を決めてやれば，X̃ に持ち上がる．この構成は z の小

さい近傍に拡張できる．z ∈ Z は任意であったから証明が終わる．一意性の主張は被覆が
局所同型であることから従う．

系 2.8. 被覆 p : X̃ → X に対し次の写像は単射である．

p∗ : π1(X̃, ∗̃)→ π1(X, ∗)

p∗ の像は X の ∗を始点と終点にするループでその ∗̃ を始点とするループの持ち上げの
終点が ∗̃ になるものである．

証明. 任意の閉道 γ̃ : S1 → X̃ に対し，γ = p ◦γ̃ が定値写像にホ

モトープであれば γ̃ も定値写像にホモトープであることを示せば

よい．G を γ と定値写像を結ぶホモトピーとすると，その持ち

上げ G̃ が γ̃ と定値写像を結ぶホモトピーである．

S1 × {0}
γ̃ //

��

X̃

p

��
S1 × I G //

G̃

;;w
w

w
w

w
X

補題 2.9. 被覆 p : (X̃, ∗̃) → (X, ∗) と写像 f : (Y, ∗Y ) → (X, ∗) があり，Y は弧状連結
かつ局所弧状連結であるとする．このとき次は同値．

1. f = p ◦f̃ を満たす f̃ : (Y, ∗Y )→ (X̃, ∗̃) が存在する．
2. f∗(π1(Y, ∗Y )) ⊂ p∗(π1(X̃, ∗̃)).

証明. 1 =⇒ 2) f = p ◦f̃ より f∗(π1(Y, ∗Y )) = p∗(f̃)∗(π1(Y, ∗Y )) ⊂ p∗(π1(X̃, ∗̃)).
2 =⇒ 1) y ∈ Y に対し，基点 ∗Y と y を結ぶ道 γ : I → Y をとる．すると道 f ◦γ : I → X

はただ一つの持ち上げ f̃ ◦γ : I → X̃ を持つ．このとき f̃ を次で定める．

f̃ : Y → X̃, y 7→ f̃ ◦γ(1)

これで矛盾なく f̃ が定義されていることを示そう．γ′ を基点 ∗Y と y を結ぶ別の道とす

る．h0 = (f ◦γ′)−1(f ◦γ) は X の閉道で f∗(π1(Y, ∗Y )) の元を表す．h0 のホモトピー類
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は p∗(π1(Y, ∗Y )) の元であり，仮定より，h0 とホモトピックな閉道 h1 は X̃ に持ち上が

る．被覆ホモトピー性質より h0 と h1 を結ぶホモトピー ht も X̃ に持ち上がる．h̃1 は閉

道なので h̃t も閉道であり，̃h0 は閉道である事がわかる．構成から h̃1 は f̃ ◦γ と (f̃ ◦γ′)−1

とのX への持ち上げを繋いだものであり，持ち上げの一意性より，f̃ ◦γ(1) = f̃ ◦γ′(1) が

わかる．

f̃ が連続であることを示そう．U を f(y) の小開近傍とし Ũ をその X̃ の持ち上げと

する．y ∈ Y の弧状連結開近傍 V を f(V ) ⊂ U なるようにとる．y′ ∈ V に対し，∗Y か
ら y を経由して y′ に至る道を考えれば V

f→ U
p−1

−→ Ũ の合成は f̃ であることがわかり，

f̃(V ) ⊂ Ũ がわかる．

補題 2.10. 被覆 p : (X̃, ∗̃) → (X, ∗) と写像 f : (Y, ∗Y ) → (X, ∗) があり，Y は連結で
あるとする．f の 2 つの持ち上げ f̃i : Y → X̃i, i = 1, 2, が Y の 1 点で一致すれば，

f̃1 = f̃2.

証明. y ∈ Y を任意にとり，f(y) の小近傍 U をとる．p−1(U) を U に同型な Uα 達の非

交和とする．f̃i(y) ∈ Ũi, i = 1, 2, とする．y の小近傍 V をうまく取ると f̃i によって Ũi

内の f̃(yi) の小近傍 Vi に写るようにできるので f̃1(y) ̸= f̃2(y) ならば Ũ1 ̸= Ũ2. U は小

近傍なので Ũ1 ∩ Ũ2 = ∅ とできる．よって V 上 f̃1 ̸= f̃2.

f̃1(y) = f̃2(y) ならば Ũ1 = Ũ2. p ◦f̃1 = p ◦f̃2 で p : Ũ1 → U は単射なので f̃1 = f̃2.

つまり {y | f̃1(y) = f̃2(y)} は開かつ閉な集合である．

定義 2.11 (ガロア被覆). p∗(π1(X̃, ∗)) が π1(X, ∗) の正規部分群であるとき p : X̃ → X

はガロア被覆 (Galois covering)(または正規被覆) であるという．

定理 2.12. X が弧状連結かつ局所弧状連結な位相空間とする．π1(X, ∗) の任意の部分群
G に対し G = p∗(π1(X̃, ∗)) となる被覆 p : X̃ → X が存在する．

証明. X の道の空間 Ω = {α : I → X | α(0) = ∗} を考える．

α ∼ α′ ⇐⇒ α(1) = α′(1), α′−1α ∈ G

で同値関係を入れ，X̃ = Ω/ ∼ と置く．写像 p : X̃ → X を [α] 7→ α(1), で定める．p が

連続であるような X̃ の最弱の位相を入れれば，これが求めるものである．

π1(X, ∗)の自明な部分群 {e}に対応する被覆 p : X̃ → X を普遍被覆 (universal cover)

という．上の定理は普遍被覆の存在を保証している．

定理 2.13. X を弧状連結かつ局所弧状連結な位相空間とし，基点 ∗ ∈ X を任意に選ん
で固定する．X の 2つの基点付き被覆 p1 : (X̃1, ∗1) → (X, ∗), p2 : (X̃2, ∗) → (X, ∗) に
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ついて次は同値である．

1. p1 = p2 ◦ϕ を満たす同型 ϕ : (X̃1, ∗1)→ (X̃2, ∗2) が存在する．
2. (p1)∗(π1(X̃1, ∗)) = (p2)∗(π1(X̃2, ∗))

証明. 1=⇒2) 同型 ϕ : (X̃1, ∗1)→ (X̃2, ∗2) が存在すれば，f∗ : π1(X̃1, ∗1)→ π1(X̃2, ∗2)
は同型なので

(p1)∗(π1(X̃1, ∗1)) = (p2 ◦f)∗(π1(X̃1, ∗1)) = (p2)∗(π1(X̃2, ∗2))

2=⇒1) 定理 2.9 より，p2 ◦p̃1 = p1 を満たす p̃1 : X̃1 → X̃2 が存在

する．同様に p1 ◦p̃2 = p2 を満たす p̃1 : X̃1 → X̃2 が存在する．持ち

上げの一意性 (補題 2.10)より，p̃1 ◦p̃2 および p̃2 ◦p̃1 は恒等写像であ

り，定理の証明が終わる．

X̃2

p2

��
X̃1

p1 //

p̃1

>>~
~

~
~

X

被覆 p : X̃ → X に対し F = p−1(∗) と置くとファイブレーションのホモトピー完全系
列 (後述　定理 4.10) より次の完全系列を得る．

→ 0 → πi(X̃) → πi(X)
→ 0 → . . .

→ 0 → π2(X̃) → π2(X)

→ 0 → π1(X̃) → π1(X) → π0(F ) → 0

2.3 ファン=カンペンの定理

群 Gの正規部分群 Aを取る．g ∈ G の G/A への像を [g] で表す．g ∈ G, a ∈ A とす
ると ag = ga′ となる a′ ∈ A が存在するから，次が成り立つ．

[ag] = [ga′] = [g]

より一般に，g1, g2, . . . , gn ∈ G, a0 ∈ A とすると ai−1gi = giai となる ai ∈ A が存在す
るから次が成り立つ．

[a0g1g2 · · · gn] = [g1a1g2 · · · gn] = · · · = [g1g2 · gnan] = [g1g2 · gn]

群 G とその部分集合 H に対し H を含む最小の正規部分群 ⟨H⟩は次で表される．

⟨H⟩ = {(g−1
1 h1g1)(g

−1
2 h2g2) · · · (g−1

s hsgs) : hi ∈ H, gi ∈ G (i = 1, . . . , s)}

群 G1, G2 の自由積とは次で定まる群 G1 ∗G2 の事である．

G1 ∗G2 = {g1 · · · gk : gi ∈ G1または gi ∈ G2}
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　これには自然に群の構造が定義される．

群 G1, G2 の自由積は次の普遍写像性質を満たす群 G として特徴付けられる．

群準同型 αi : Gi → G (i = 1, 2) が存在する群 G で，任意の群準

同型 βi : Gi → H (i = 1, 2) に対し，βi = γ ◦αi, i = 1, 2, を満た

す群準同型 γ : G→ H が唯一つ存在する．

H = G1 β1 = 1, β2 = ∗ とすれば，α1 は単射であることがわか

る．同様に α2 も単射である．

G1

α1

��
β1

��0
00
00
00
00
00
00
0

G2
α2 //

β2

((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
Q G

γ
  
H

群 A, G1, G2 と群準同型 ϕ1 : A→ G1, ϕ2 : A→ G2 があるとき，G1 ∗A G2 を次で定

める．
G = G1 ∗A G2 = (G1 ∗G2)/⟨A⟩.

これにも自然に群の構造が定義される．G1 ∗G2 の元 xの G への像を [x] で表す．明ら

かに [xx′] = [x][x′] である．また a ∈ A のとき [ϕ1(a)] = [ϕ2(a)] なので，少し乱暴だ

がこの元を [a] と略記することもある．x ∈ G1. x
′ ∈ G2 のとき [xϕ1(a)][ϕ2(a)

−1x′] =

[xϕ1(a)ϕ2(a)
−1x′] = [xx′] に注意しておく．

補題 2.14. C = {aλ, bµ} を次を満たすように取る．

• aλ ∈ G1, bµ ∈ G2, aλ ̸= e, bµ ̸= e

• G1 → G1/A の部分集合 {e, aλ} への制限が全単射
• G2 → G2/A の部分集合 {e, bµ} への制限が全単射

G の元 g が

g = [c1c2 · · · cka] = [c′1c
′
2 · · · c′k′a′] ci, c

′
i ∈ C, a, a′ ∈ A

を満たし，引き続くどの ci, ci+1 やどの c′i, c
′
i+1 もある Gj に属すことはないとする．

ϕ1, ϕ2 が単射であれば，

k = k′, ci = c′i (i = 1, . . . , k), a = a′

証明. k′ ≤ k として証明する．まず k = 0 の時を考えよう．a, a′ ∈ A に対し [a] = [a′]

ならば a = a′ を示せばよいが，これは ϕi の単射性より明らか．

次に g ̸∈ A とする．k ≥ k′ ≥ 1 であり，

[g] = [c1c2 · · · cka] = [c′1c
′
2 · · · c′k′a′] ci, c

′
i ∈ C,

で c1, c
′
1 はある Gi に属さなければならない．c1, c′1 ∈ G1 としよう．b, b′ ∈ A に対し，

[c1ϕ1(b)ϕ2(b)
−1c2 · · · cka] = [c′1ϕ1(b

′)ϕ2(b
′)−1c′2 · · · c′k′a′]

なので，c1 ≡ c′1 mod A である．よって c1 = c′1 となり，帰納法で証明が終わる．
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i = 1, 2 として G′
i を Gi の G = G1 ∗A G2 への像，A′ を A の Gへの像とする．す

ると
G = G1 ∗A G2 = G′

1 ∗A′ G′
2

であるから，ϕi : A→ Gi が単射という仮定は必ずしも強いものではない．

定理 2.15 (van Kampen). U , V , U ∩V が空でないX の弧状連結開集合で X = U ∪V
であるとする．基点 ∗ を U ∩ V にとる．

π1(X) = π1(U) ∗π1(U∩V ) π1(V )

証明. U ⊂ X, V ⊂ X が定める写像 π1(U) → π1(X), π1(V ) → π1(X) の像を G1, G2

とし π1(U ∩ V ) の像を A とおく．自然な準同型 θ : G1 ∗A G2 → π1(X) を考える．

θ が全単射であることを示せばよい．

θ の全射性: f : [S1, ∗]→ [X, ∗] に対し f−1(U) の連結成分を Uα, f
−1(V ) の連結成分を

Vβ とすると，

S1 = (
∪
α

Uα) ∪ (
∪
β

Uβ)

で S1 はコンパクトなので，S1 はこれらのうちの有限個で覆えている．よって，分解

S1 = I1 ∪ · · · ∪ Ik, Ii は閉区間，があって f(Ii) ⊂ U または f(Ii) ⊂ V のいずれかが成

立し，Ii の端点の像は U ∩ V の元であるようにできる．このことは，θ が全射であるこ
とを示している．

θ の単射性:　元 w = w1 · · ·wk ∈ G1 ∗A G2 を取り，θ(w) が単位元と仮定する．すると

ホモトピー F : I × I → X で F (0, t) = F (1, t) = ∗, F (s, 1) = ∗, F (s, 0) = wの表す弧，

となるものが存在する． 適当に I × I を小正方形に細分して縦に連なる各小正方形の像
が一斉に U または V に入っていると仮定してよい．
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w1 w2 w3 w4 w5

w
(1)
1 w

(1)
2 w

(1)
3 w

(1)
4 w

(1)
5

w
(2)
1 w

(2)
2 w

(2)
3 w

(2)
4 w

(2)
5

w
(3)
1 w

(3)
2 w

(3)
3 w

(3)
4 w

(3)
5

w
(4)
1 w

(4)
2 w

(4)
3 w

(4)
4 w

(4)
5

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ α
(1)
1 α

(1)
2 α

(1)
3 α

(1)
4 ∗

∗ α
(2)
1 α

(2)
2 α

(2)
3 α

(2)
4 ∗

∗ α
(3)
1 α

(3)
2 α

(3)
3 α

(3)
4 ∗

∗ α
(4)
1 α

(4)
2 α

(4)
3 α

(4)
4 ∗

∗ α
(5)
1 α

(5)
2 α

(5)
3 α

(5)
4 ∗

wi = w
(0)
i , α

(i)
0 = α(i)

n = w
(n)
j = ∗

と置いて，α(i)
j で縦の小区間の表す U または V の道を表すと，U または V の基本群の

元として次の関係式が成りたつ．

w
(j−1)
i = (α

(j)
i−1)

−1w
(j)
i α

(j)
i

αi = α
(k)
i · · ·α

(2)
i α

(1)
i と置くと，U または V の基本群の元として

wi = (αi−1)
−1αi

となる．α0 = ∗, αn = ∗ より α1 = w1, α2 = w2w1, . . . , ∗ = wn · · ·w1 がわかる．よっ

て前補題より証明が終わる．

例 2.16. X と Y の一点和 X ∨ Y を考える．∗ の開近傍 N に対し U = X ∪ N ,

V = Y ∪N とおいて，van Kampen の定理を適用して次を得る．

π1(X ∨ Y, ∗) = π1(X, ∗) ∗ π1(Y, ∗)

特に g 個の S1 の 1点和
∨g

S1 の基本群は g 個の元が生成する自由群 Fg である．

例 2.17. 弧状連結な位相空間 X1, X2 に対し，次は同型である．

π1(X1)× π1(X2)→ π1(X1 ×X2), [γ1]× [γ2] 7→ [(γ1, γ2)]

15



例 2.18. トーラスの基本群は Z2 である．トーラス T を正方形の各辺を図に従って同一

視したものと見る．正方形の境界の開近傍を U とすると これは S1 ∨ S1 とホモトピー同

値．正方形の内点を V とすると V は可縮．U ∪ V は S1 とホモトピー同値でその基本

群は αβα−1β−1 (を少し縮めたもの)で生成されるので

π1(T ) = {α1, β1 : α1β1α
−1
1 β−1

1 = e} = Z2

α1

α1

β1 β1

α1

β1

α1

β1

α2

β2

α2

β2

例 2.19. g 個穴の開いたトーラス Sg の基本群も同様に計算できる．図に g = 2 の場合

を示す．

π1(Sg) = {α1, . . . , αg, β1, . . . , βg : α1β1α
−1
1 β−1

1 α2β2α
−1
2 β−1

2 · · ·αgβgα
−1
g β−1

g = e}

例 2.20. 実射影空間 P 2(R) の基本群は次で与えられる．

π1(P
2(R)) = Z/2Z

例 2.21. 実射影空間 P 2(R) の g 個の連結和 Ng の基本群は次で与えられる．

π1(Ng) = ⟨a1, . . . , ag | a21 · · · a2g = e⟩

例 2.22 (トーラス結び目). トーラスの標準的埋込 S1 × S1 ⊂ R3 を考える．S3 を R3

の 1点コンパクト化とすると，S3 \S1×S1 は 2つの互いに素な中身の詰まったトーラス

B2×S1, S×B2 の和集合である．p, q を互いに素な自然数とし，写像 f : S1 → S1×S1,

z 7→ (zp, zq), の R3 への像を Kp,q とする．van Kampen の定理より，次は同型である

ことがわかる．
π1(R3 \Kp,q)→ π1(S

3 \Kp,q)

まず次に注意する．

Kp,q ∩ (B2 × {θ2}) ={(e(p/q)(θ2+2kπ)
√
−1, eθ2

√
−1) : k = 0, 1, . . . , q − 1}

Kp,q ∩ ({θ1} ×B2) ={(eθ1
√
−1, e(q/p)(θ1+2kπ)

√
−1) : k = 0, 1, . . . , p− 1}
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ここで

Xp ={(eθ1
√
−1, re(q/p)(θ1+(2k+1)π)

√
−1) : k = 0, 1, . . . , p− 1, 0 ≤ r ≤ 1}

Xq ={(re(p/q)(θ1+(2k+1)π)
√
−1, eθ1

√
−1) : k = 0, 1, . . . , q − 1, 0 ≤ r ≤ 1}

とおくと，Xp は (B2 × S1) \Kp,q の変形レトラクトであり，

Xq は (S1 ×B2) \Kp,q の変形レトラクトである．

位相的には

•K

•K

•
K
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11
11 oo
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wwooo
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22
2 ''OO
O

77ooo

FF����

��
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Xp ≃
S1 × [0, 1/2]

(z, 0) ∼ (e2π
√
−1/pz, 0)

, Xq ≃
S1 × [1/2, 1]

(z, 1) ∼ (e2π
√
−1/qz, 1)

であり，π1(Xp) = Z = ⟨a⟩, π1(Xq) = Z = ⟨b⟩ と書ける．

Xp,q =
S1 × I

(z, 0) ∼ (e2π
√
−1/pz, 0), (z, 1) ∼ (e2π

√
−1/qz, 1)

と置くと，Xp,q = Xp ∪S1×{1/2} Xq であり π1(S
1 × {1/2}) = Z の生成元は ap = bq で

ある．よって van Kampen の定理より

π1(R3 \K) = π1(S
3 \Kp,q) = ⟨a, b | ap = bq = e⟩ = Zp ∗ Zq

例 2.23 (ハワイの耳飾り).

X =
∞∪

n=1

Cn Cn = {(x, y) ∈ R3 | (x− 1
n )

2 + y2 = 1
n2 }

Cn 以外の円を一点に潰す写像 rn : X → Cn を考える．原点を基点として基本群の間の

写像
(rn)∗ : π1(X, ∗)→ π1(Cn, ∗) = Z

を考える．これは明らかに全射である．区間 [1− 1
n , 1−

1
n+1 ]で Cn を kn 周まわるパス

を考えれば ∏
(rn)∗ : π1(X, ∗)→

∞∏
n=1

π1(Cn, ∗) =
∞∏

n=1

Z

も全射である．よって π1(X)は非可算個の元を含む．また X → C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cn は

π1(X, ∗) から n個の元の生成する自由群への全射を定める．
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U , V , U ∩ V が X の開集合でないときは van Kampen の定理は成り立たない．

例 2.24. X を次で定める．

X =
∞∪

n=1

Cn Cn = {(x, y, 0) ∈ R3 | (x− 1
n )

2 + y2 = 1
n2 }

(1, 0, 1) を頂点とする X の錐 CX は局所単連結でないが単連結である．U = CX,

V = −CX として，Z = U ∪ V の基本群を van Kampen の定理を使って計算すること

はできない．U, V は単連結なので π1(U,O), π1(V,O) は自明な群であるが π1(U ∪ V,O)

は非加算無限個の元を持つ．

G を生成元と関係式で与えられた群とする．G の元を生成元の積（語と呼ぶ）で表した

とき，異なる語でも同じ元を表す事はもちろんある．2つの語が与えられたときそれらが

同じ元を表すかどうか判定するアルゴリズムが存在するかどうかを問う問題を語の問題と

いう．語の問題は 1911年にM.Dehnによって述べられたが，1955年に Novikovは，有

限生成群で語の問題が肯定的に解けない例が存在することを示した．

例 2.25 (組紐群). n 本の組紐の作る群を組紐群といい，次のような表示を持つ．

Bn = ⟨σ1, . . . , σn−1 | σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, σiσj = σjσi (|i− j| ≥ 2)⟩

σi=

1 2

. . .

ii− 1

. . .

n

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1

組紐群では語の問題は肯定的に解ける事が知られている．

例 2.26 (Collins & Zieschang (1990)). 正の整数の部分集合 Aで，与えられた数が Aに

属するかどうか判定するアルゴリズムがないものを取る．そのようなものがあることは知
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られている．すると次の群での語の問題は肯定的に解けない．

⟨a, b, c, d | anban = cndcn n ∈ A⟩

3 基点付きホモトピー

本節では基点付きホモトピー集合の群構造について論じる．まず基点付きホモトピーの

定義を述べよう．

定義 3.1 (基点付きホモトピー). 各位相空間 X, Y に基点と呼ばれる点 ∗X , ∗Y を決め
ておく．f(∗X) = ∗Y を満たす写像を，基点を保つ写像とよび，基点を保つ写像のホモト
ピー類を [X,Y ]∗ で表す．基点 ∗X はしばしば X を明示しないで，単に ∗と書く．

3.1 Y について自然な [X,Y ]∗ の群構造

[X,Y ]∗ の演算が Y に関し自然であるとは，任意の h : Y → Y ′ に対し，次を満たす時

を言う．
h∗([f ] · [g]) = [h ◦f ] · [h ◦g], f, g : X → Y

定理 3.2 ([X,Y ]∗ の Y について自然な群構造). 任意の Y に対し [X,Y ]∗ に自然な群構

造が定まる事は，X に対し次の条件を満たす µ : X → X ∨X, ν : X → X が定まる事と

同値である．

(i) X
µ−→ X ∨X πi−→ X (i = 1, 2) は恒等写像 1X にホモトープ．

(ii) X
µ−→ X ∨X 1X∨µ−→ X ∨X ∨X とX

µ−→ X ∨X µ∨1X−→ X ∨X ∨X はホモトープ．
(iii) X

µ−→ X ∨X 1X∨ν−→ X は定値写像にホモトープ．

以下，この定理の証明を行う．

■単位元 定値写像 ∗ : X → ∗ を取る．写像 g : ∗ → Y が誘導する [X, ∗]∗ → [X,Y ]∗

により，[X, ∗]∗ の唯一の元は [X, ∗]∗ の単位元であり，その像は [X,Y ]∗ の冪等元である．

もし [X,Y ]∗ が群ならば，定値写像は [X,Y ]∗ の単位元を表す．

■演算 自然な写像 αi : X → X ∨X (i = 1, 2) のホモトピー類の積 [α1] · [α2] が，写像

µ : X → X ∨X のホモトピー類であるとする．すなわち，次を満たす µ : X → X ∨X
をとる．

[α1] · [α2] = [µ]
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自然な写像 πi : X ∨X → X (i = 1, 2) に対し，πi ◦αi = 1X , i ̸= j のとき πi ◦αj = ∗(定
値写像)なので，(πi)

∗ : [X,X ∨X]→ [X,X] による µ の像は次のように計算される．

(π1)
∗([µ]) = (π1)

∗([α1] · [α2]) = (π1)
∗([α1]) · (π1)∗([α2]) = [1X ] · [∗] = [1X ]

すなわち π1 ◦µ は 1X にホモトープである．同様に π2 ◦µ も 1X にホモトープである．

[X,Y ]∗ の積は次の写像の像として表される．

[X,Y ]∗ × [X,Y ]∗
(π1,π2)

∗

−→ [X ∨X,Y ]∗
µ∗

−→ [X,Y ]∗,

([f ], [g]) 7→ [f ∨ g] 7→ [(f ∨ g) ◦µ]

なぜなら (π1, π2)∗ は同型であり，[X,Y ]∗ × [X,Y ]∗ には積空間の演算構造が入っている

ので，次の式が成り立つからである．

µ∗ ◦(π1, π2)
∗([f ], [g]) =µ∗ ◦(π1, π2)

∗(([f ], [∗]) · ([∗], [g]))
=[(µ ◦π1)

∗(f)] · [(µ ◦π2)
∗(g)] = [f ] · [g]

■結合法則 [X,Y ]∗ が結合法則を満たす，即ち ([f ] · [g]) · [h] = [f ] ·([g] · [h]) を仮定する．
i番目の成分への埋込み X → X⊔X⊔X (i = 1, 2, 3)の定める写像 αi : X → X∨X∨X
を考える．

[(µ∨1X) ◦µ] = [µ] · [α3] = ([α1] · [α2]) · [α3] = [α1] ·([α2] · [α3]) = [α1] · [µ] = [(1X ∨µ) ◦µ]

となり X
µ−→ X ∨X 1X∨µ−→ X ∨X ∨X と X

µ−→ X ∨X µ∨1X−→ X ∨X ∨X はホモトー
プである事がわかる．．逆に (1X ∨ µ) ◦µ と (µ ∨ 1X) ◦µ がホモトープだとすると，誘導

する写像

[X,Y ]∗ × [X,Y ]∗ × [X,Y ]∗ = [X ∨X ∨X,Y ]∗
µ∗∨(1X)∗−→ [X ∨X,Y ]∗

µ∗

−→ [X,Y ]∗

[X,Y ]∗ × [X,Y ]∗ × [X,Y ]∗ = [X ∨X ∨X,Y ]∗
(1X)∗∨µ∗

−→ [X ∨X,Y ]
µ∗

−→ [X,Y ]∗

もホモトープであり，

([f ] · [g]) · [h] = ((µ∨ 1X) ◦µ)∗([f ], [g], [h]) = ((1X ∨µ) ◦µ)∗([f ], [g], [h]) = [f ] · ([g] · [h])

なので，結合法則が成り立つ事がわかる．

■逆元 [X,X]∗ の元 [1X ] の逆元 [ν] を表す写像 ν : X → X を取る．すると [1X ] · [ν] =
[∗] なので (1X ∨ ν) ◦µ は定値写像にホモトープ．逆に (1X ∨ ν) ◦µ が定値写像にホモトー
プであるような ν : X → X が存在すると，ν∗ : [X,Y ]∗ → [X,Y ]∗, ν∗([f ]) = [f ◦ν], が

定まる．
[f ] · [f ◦ν] = [(f ∨ (f ◦ν)) ◦µ] = [f ◦(1X ∨ ν) ◦µ] = [f ◦∗] = [∗]

なので，[f ◦ν] は [f ]の逆元となる．
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3.2 懸垂

基点付き位相空間 (X, ∗) に対し，その懸垂 (suspension) SX を次で定義する．

SX = X × I/(∗ × I ∪X × ∂I)

例 3.3. SSn−1 ≃ Sn. 実際，SSn−1 \{∗} ≃ (Sn−1 \{∗})×(0, 1) ≃ Rn−1×(0, 1) ≃ Rn.

SSn−1 はコンパクトハウスドルフ空間なので，Rn の 1点コンパクト化であり，Sn に同

相である．

SX ∨ SX = X × I/(∗ × I ∪X × {0, 1/2, 1}) とみる．すると，写像

µ : SX → SX∨SX, (x, t) mod (∗×I∪X×∂I) 7→ (x, t) mod (∗×I∪X×{0, 1/2, 1})

ν : SX → SX, (x, t) mod (∗ × I ∪X × ∂I) 7→ (x, 1− t) mod (∗ × I ∪X × ∂I)

は，定理 3.2の条件を満たす．実際，

πi ◦µ((x, t) mod (∗ × I ∪X × {0, 1}))
=πi((x, t) mod (∗ × I ∪X × {0, 1/2, 1}))

=

{
(x, t) mod (∗ × I ∪X × {0, 1} ∪X × [1/2, 1]) i = 1

(x, t) mod (∗ × I ∪X × {0, 1} ∪X × [0, 1/2]) i = 2

なので (i)は明らか．(ii) は f, g : SX → SX に対し f ∨ g の定義

(f ∨ g)(x, t) =

{
(f(x), 2t) (0 ≤ t ≤ 1/2)

(g(x), 2t− 1) (1/2 ≤ t ≤ 1)

を使えばわかる．(iii) は

(1 ∨ ν) ◦µ((x, t) mod (∗ × I ∪X × ∂I))
=(1 ∨ ν)((x, t) mod (∗ × I ∪X × {0, 1/2, 1}))

=

{
(x, 2t) mod (∗ × I ∪X × ∂I)) 0 ≤ t ≤ 1/2

(x, 2(1− t)) mod (∗ × I ∪X × ∂I)) 1/2 ≤ t ≤ 1

なので，定値写像と (1 ∨ ν) ◦µ をつなぐホモトピー F : SX × I → Y は例えば次のよう

に定義すればよい．

F ((x, t) mod (∗×I∪X×∂I), s) =

{
(x, 2st) mod (∗ × I ∪X × ∂I) 0 ≤ t ≤ 1/2

(x, 2s(1− t)) mod (∗ × I ∪X × ∂I) 1/2 ≤ t ≤ 1

定理 3.4. [SX, Y ]∗ は群になる．
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3.3 X について自然な [X,Y ]∗ の群構造

[X,Y ]∗ の演算が X に関し自然であるとは，任意の h : X ′ → X に対し，次を満たす

時を言う．
h∗([f ] · [g]) = [f ◦h] · [g ◦h], f, g : X → Y

定理 3.5 ([X,Y ]∗ のX について自然な群構造). 任意の X に対し [X,Y ]∗ に自然な群構

造が定まるのは，Y に対し次の条件を満たす µ : Y × Y → Y , ν : Y → Y が定まること

と同値である．

(i) Y
ji−→ Y × Y µ−→ Y (i = 1, 2) は恒等写像 1X にホモトープ．

(ii) Y × Y × Y µ×1Y−→ Y × Y µ−→ Y と Y × Y × Y 1Y ×µ−→ Y × Y µ−→ Y はホモトープ．

(iii) Y
1Y ×ν−→ Y ∨ Y µ−→ Y は定値写像にホモトープ．

以下，この定理の証明を行う．

■単位元 定値写像 ∗ : X → ∗ を取る．写像 g : ∗ → Y が誘導する [X, ∗]∗ → [X,Y ]∗

により，[X, ∗]∗ の唯一の元は [X, ∗]∗ の単位元であり，その像は [X,Y ]∗ の冪等元である．

もし [X,Y ]∗ が群ならば，定値写像は [X,Y ]∗ の単位元を表す．

■演算 自然な射影 πi : X × Y → Y (i = 1, 2) のホモトピー類の積 [π1] · [π2] が，写像
µ : Y × Y → Y のホモトピー類であるとする．すなわち，次を満たす µ : Y × Y → Y を

とる．
[π1] · [π2] = [µ]

自然な写像 jk : Y × Y → Y (k = 1, 2) に対し，πk ◦jk = 1Y , i ̸= k のとき πi ◦jk = ∗(定
値写像)なので，(ji)

∗ : [Y × Y, Y ]→ [Y, Y ] による µ の像は次のように計算される．

(j1)∗([µ]) = (j1)∗([π1]·[π2]) = (j1)∗([π1])·(j1)∗([π2]) = ([π1 ◦j1])·([π2 ◦j1]) = [1Y ]·[∗] = [1Y ]

すなわち µ ◦j1 は 1Y にホモトープである．同様に µ ◦j2 も 1Y にホモトープである．

[X,Y ]∗ の積は次の写像の像として表される．

[X,Y ]∗ × [X,Y ]∗
(j1,j2)∗−→ [X,Y × Y ]∗

µ∗−→ [X,Y ]∗,

([f ], [g]) 7→ [f × g] 7→ [µ ◦(f × g)]

なぜなら (j1, j2)∗ は同型であり，[X,Y ]∗ × [X,Y ]∗ には積空間の演算構造が入っている

ので，次の式が成り立つからである．

µ∗ ◦(j1, j2)∗([f ], [g]) =µ∗ ◦(j1, j2)∗(([f ], [∗]) · ([∗], [g]))
=[(µ ◦j1)∗(f)] · [(µ ◦j2)∗(g)] = [f ] · [g]
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■結合法則 [X,Y ]∗ が結合法則を満たすとする．すなわち ([f ] · [g]) · [h] = [f ] · ([g] · [h])
とする．i 番目の射影 Y × Y × Y → Y (i = 1, 2, 3) を考える．

[µ ◦(µ× 1Y )] = ([π1] · [π2]) · [π3] = [π1] · ([π2] · [π3]) = [µ ◦(1Y × µ)]

となり Y × Y × Y µ×1Y−→ Y × Y µ−→ Y と X ×X ×X 1Y ×µ−→ Y × Y µ−→ Y はホモトー

プ．逆に µ ◦(1Y × µ) と µ ◦(µ× 1Y ) がホモトープだとすると，誘導する写像

[X,Y ]∗ × [X,Y ]∗ × [X,Y ]∗ = [X,Y × Y × Y ]∗
µ∗∨(1Y )∗−→ [X,Y × Y ]∗

µ∗−→ [X,X]∗

と

[X,Y ]∗ × [X,Y ]∗ × [X,Y ]∗ = [X ∨X ∨X,Y ]∗
(1Y )∗∨µ∗−→ [X ∨X,Y ]∗

µ∗−→ [X,Y ]∗

もホモトープであり，

([f ] · [g]) · [h] = (µ ◦(µ∨ 1Y ))∗([f ], [g], [h]) = (µ ◦(1Y ∨ µ))∗([f ], [g], [h]) = [f ] · ([g] · [h])

なので，結合法則が成り立つ事がわかる．

■逆元 [Y, Y ]∗ の元 [1Y ]の逆元 [ν]を表す写像 ν : Y → Y を取る．すると [1Y ]·[ν] = [∗]
なので µ ◦(1Y × ν) は定値写像にホモトープ．逆に µ ◦(1Y × ν) が定値写像にホモトープ
であるような ν : X → X が存在すると，ν∗ : [X,Y ]∗ → [X,Y ]∗, ν∗([f ]) = [ν ◦f ], が定

まる．
[f ] · [ν ◦f ] = [µ ◦(f × (ν ◦f))] = [µ ◦(1Y × ν) ◦f ] = [∗ ◦f ] = [∗]

なので，[ν ◦f ] は [f ]の逆元となる．

3.4 ループ空間

基点付き位相空間 (Y, ∗) に対し，そのループ空間 (loop space) ΩY を次で定める．

ΩY = {f : I → Y | f(0) = f(1) = ∗}

すると自然な写像

µ : ΩY × ΩY → ΩY, µ(f, g) =

{
f(2t) 0 ≤ t ≤ 1/2

g(2t− 1) 1/2 ≤ t ≤ 1

および
ν : ΩY → ΩY, ν(f)(t) = f(1− t)
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は定理 3.5の仮定を満たす．最後の条件だけ見る．

(µ ◦(1× ν))(f)(t) =

{
f(2t) 0 ≤ t ≤ 1/2

f(2(1− t)) 1/2 ≤ t ≤ 1

するとこの写像と定値写像を結ぶホモトピーは例えば次がそうである．

F (t, s) =

{
f(2st) 0 ≤ t ≤ 1/2

f(2s(1− t)) 1/2 ≤ t ≤ 1

定理 3.6. [X,ΩY ]∗ は群構造を持つ．

3.5 [SX, Y ]∗ = [X,ΩY ]∗ からの帰結

基点付きホモトピー

F : X × I → Y F (∗, t) = ∗, F (x, 0) = ∗, F (x, 1) = ∗

に対し，Fx : I → Y , t 7→ Fx(t) = F (x, t) は Y のループ（閉道）である．よって F に

対し x 7→ Fx を対応させる写像で次の同型が定まる．

[SX, Y ]∗ ≃ [X,ΩY ]∗

両辺それぞれに群演算が定まっているが定値写像が単位元を表すので，単位元は一致す

る．実は両辺の演算も一致する．なぜなら F,G : SX → Y に対し，

(F ∨G) ◦µ(x, t) =

{
F (x, 2t) 0 ≤ t ≤ 1/2

G(x, 2t− 1) 1/2 ≤ t ≤ 1

µ ◦(F ×G)(x, t) =

{
F (x, 2t) 0 ≤ t ≤ 1/2

G(x, 2t− 1) 1/2 ≤ t ≤ 1

となるからである．

定理 3.7. [SSX, Y ]∗ = [SX,ΩY ]∗ = [X,ΩΩY ]∗ は可換群である．

証明. f, g : SX → ΩY に対し，次のように置く．

[f ] ∗ [g] = [µ ◦(f × g)], [f ] • [g] = [(f ∨ g) ◦µ]
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定値写像のホモトピー類が，演算 •, ∗ の単位元であることに注意しておく．

([f1] • [g1]) ∗ ([f2] • [g2]) =([(f1 ∨ g1) ◦µ]) ∗ ([(f2 ∨ g2) ◦µ])
=[µ ◦((f1 ∨ g1) ◦µ× (f2 ∨ g2) ◦µ)]
=[µ ◦((f1 ∨ g1)× (f2 ∨ g2)) ◦µ]
=[µ ◦(f1 × f2) ∨ (g1 × g2) ◦µ]
=[µ ◦(f1 × f2)] • [µ ◦(g1 ∨ g2)]
=([f1] ∗ [f2]) • ([g1] ∗ [g2])

なので，[f2], [g2] が単位元の場合を考えれば

[f ] • [g] = ([f ] ∗ 1) • (1 ∗ [g]) = ([f ] • 1) ∗ (1 • [g]) = [f ] ∗ [g]

となり，• と ∗ は同じ演算であることがわかる．[f1], [g2] を単位元に取れば，

[g] • [f ] = [g] ∗ [f ] = (1 • [g]) ∗ ([f ] • 1) = (1 ∗ [f ]) • ([g] ∗ 1) = [f ] • [g]

なので，可換であることがわかる．

自明な事であるが，次の同型に注意しておこう．

[SnX,Y ]∗ = [Sn−1X,ΩY ]∗ = [Sn−2X,Ω2Y ]∗ = · · · = [X,ΩnY ]∗

定義 3.8 (ホモトピー群). 基点 ∗ 付きの位相空間 X に対し，i次ホモトピー群 πi(X, ∗)
を次で定義する．

πi(X, ∗) = [Si, X]∗ = [SSi−1, X]∗ = [Si−1,ΩX]∗ = πi−1(ΩX, ∗) = · · · = π0(Ω
iX.∗)

i ≥ 2 のときは πi(X, ∗) は可換群である．基点 ∗を省略して πi(X, ∗) をしばしば πi(X)

と略記する．

π0(X, ∗) は X の弧状連結成分の個数の元からなる集合である．

3.6 相対ホモトピー群

基点付きの相対ホモトピー

F : (X,A)× I → (Y,B), F (∗, t) = ∗, F (x, 0) = ∗, F (x, 1) = ∗, F (a, t) ∈ B (a ∈ A)

に対し t 7→ F (x, t) を対応させる写像で次の同型が定まる．

[(SX, SA), (Y,B)]∗ ≃ [(X,A), (ΩY,ΩB)]∗

Ii の部分空間 Ii−1 × {0} を Ii−1 と書き ∂Ii \ Ii−1 の閉包を J i−1 と書く．
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定義 3.9 (ホモトピー群). 連続写像 f : (Ii, ∂Ii) → (X, ∗) を球写像という．球写像のホ
モトピー類の集合をホモトピー群という．２つの球写像 f, g : (Ii, ∂Ii)→ (X, ∗) の和は

h(s1.s2, . . . , si) =

{
f(2s1, s2, . . . , si) 0 ≤ s1 ≤ 1

2

g(2s1 − 1, s2, . . . , si)
1
2 ≤ s1 ≤ 1

で定義される．i ≥ 1 のとき πi(X, ∗) にこれで群構造が定まる．
I0 = {0} ∂I0 = ∅ なので π0(X, ∗) は X の弧状連結成分全体であり，π0(X, ∗) には群構
造は定まらない．

このホモトピー群の定義は前に述べたもの形は違うが実質は同じである．

定義 3.10 (相対ホモトピー群). 基点 ∗ 付きの位相空間対 (X,A) に対し，i次相対ホモ

トピー群 πi(X,A, ∗)を次で定義する．
連続写像 f : (Ii, ∂Ii, J i−1) → (X,A, ∗) を相対球写像という．相対球写像のホモト
ピー類の集合を相対ホモトピー群という．

πi(X,A, ∗) = [(Ii, ∂Ii, J i−1), (X,A, ∗)]∗

２つの相対球写像 f, g : (Ii, ∂Ii, J i−1)→ (X,A, ∗) の和は

h(s1.s2, . . . , si) =

{
f(2s1, s2, . . . , si) 0 ≤ s1 ≤ 1

2

g(2s1 − 1, s2, . . . , si)
1
2 ≤ s1 ≤ 1

f

g

で定義される．i ≥ 2 のとき πi(X,A, ∗) にこれで群構造が定まる．
I1 = [0, 1], I0 = {0}, J0 = {1} なので

π1(X,A, ∗) = {γ : I → X | γ(0) ∈ A, γ(1) = ∗}

となり，π1(X,A, ∗) には群構造は定まらない．また π0(X,A, ∗) は定義されない．
（π0(X, ∗) を π0(A, ∗) の像で割って得られる集合として定義することもある．）i ≥ 3

のときは πi(X,A, ∗) は可換群である．証明は前の議論と同様である．基点 ∗を省略して
πi(X,A, ∗) をしばしば πi(X,A) と略記する．

定理 3.11 (ホモトピー完全列). 位相空間X とその部分空間 A に対し，次は完全である．

∂→ πn(A, ∗)
i∗→ πn(X, ∗)

j∗→ πn(X,A, ∗)
∂→ πn−1(A, ∗)

i∗→ · · ·
∂→ π2(A, ∗)

i∗→ π2(X, ∗)
j∗→ π2(X,A, ∗)

∂→ π1(A, ∗)
i∗→ π1(X, ∗)

j∗→ π1(X,A, ∗)
∂→ π0(A, ∗)

i∗→ π0(X, ∗)

但し [f ] ∈ πi(X,A.∗) に対し ∂[f ] = [f |Ii−1 ]
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証明. Im i∗ = Ker j∗: ⊂ は自明．⊃ を示す．f : (Ii, ∂Ii) → (X, ∗) に対し，j∗[f ] が定
値写像にホモトピックであるとする．するとホモトピー

F : (Ii, ∂Ii, J i−1)× I → (X,A, ∗)

が存在して，F (s1, . . . , si, 0) = f(s1, . . . , si), F (s1, . . . , si, 1) = ∗ となる．写像 G :

(Ii, ∂Ii)× I → (X, ∗) を

G(s1, . . . , si, t) =

{
F (s1, . . . , si−1, 0, 2si) 0 ≤ si ≤ t

2

F (s1, . . . , si−1,
2si−t
2−t , t)

t
2 ≤ si ≤ 1

とすると G(s1, . . . , si, 0) = f(s1, . . . , si) なので g(s1, . . . , si) = G(s1, . . . , si, 1) と置け

ば，i∗[g] = [f ].

Im j∗ = Ker ∂: 球写像 f : (Ii, ∂Ii) → (X, ∗) に対し f |Ii−1 = ∗ なので ⊂ は明らか．⊃
を示す．相対球写像 f : (Ii, ∂Ii, J i)→ (X,A, ∗) に対し f |Ii−1 が零ホモトープであると

すると，ホモトピー
F : (Ii−1, ∂Ii−1)× I → (A, ∗)

が存在して，F (s1, . . . , si−1, 0) = f(s1, . . . , si−1, 0), F (s1, . . . , si−1, 1) = ∗ を満たす．

G : (Ii, ∂Ii, J i−1)× I → (X,A, ∗)

を G(s1, . . . , si, 0) = f(s1, . . . , si), G(s1, . . . , si−1, 0, t) = F (s1, . . . , si−1, t) を満たすよ

うにとる．
g : (Ii, ∂Ii)→ (X, ∗), g(s1, . . . , si) = G(s1, . . . , si, 1)

と置くと，j∗[g] = [f ] を満たす．

Im ∂ = Ker i∗: ⊂ の証明: f : (Ii, ∂Ii, J i−1) → (X,A, ∗) に対し g(s1, . . . , si−1) =

f(s1, . . . , si−1, 0) は f(s1, . . . , si−1, 1) = ∗ より，零ホモトープである．⊃ を示す．
f : (Ii−1, ∂Ii−1)→ (A, ∗) が X 内で零ホモトープであるとすると，ホモトピー

F : (Ii−1, ∂Ii−1)× I → (X, ∗)

が存在して，F (s1, . . . , si−1, 0) = f(s1, . . . , si−1), F (s1, . . . , si−1, 1) = ∗を満たす．さて

G : (Ii, ∂Ii, J i−1)× I → (X,A, ∗), G(s1, . . . , si−1, si) = F (s1, . . . , si−1, si)

とおくと，∂[G] = [f ] である．

定理 3.12. n ≥ 2のとき次が成り立つ

1. πn(X × Y ) ≃ πn(X)× πn(Y ).
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2. πn(X ∨ Y ) ≃ πn(X)× πn(Y )× πn+1(X × Y,X ∨ Y ).

証明. 最初の主張は例 2.17 と同様に証明できる．2 番目の主張は次の完全列を見ればわ

かる．

· · · → πn+1(X × Y ) → πn+1(X × Y,X ∨ Y )
→ πn(X ∨ Y ) → πn(X × Y ) → πn(X × Y,X ∨ Y )
→ πn−1(X ∨ Y ) → · · ·
→ π2(X ∨ Y ) → π2(X × Y ) → π2n(X × Y,X ∨ Y )
→ π1(X ∨ Y ) → π1(X × Y ) → π1(X × Y,X ∨ Y )
→ π0(X ∨ Y ) → π0(X × Y )

n ≥ 2 として πn(X ∨ Y )→ πn(X × Y ) が全射である事を示す．πn(X × Y ) = πn(X)×
πn(Y ) の任意の元に対しそれを表す写像 (γ1, γ2) : (I

n, ∂In)→ X × Y をとり

γ(s1, . . . , sn) =

{
γ1(s1, . . . , sn−1, 2sn) 0 ≤ sn ≤ 1

2

γ2(s1, . . . , sn−1, 2sn − 1) 1
2 ≤ sn ≤ 1

とおくと [γ] の πn(X ∨ Y )→ πn(X × Y ) による像は [(γ1, γ2)] である．

4 ファイバー空間

4.1 ホモトピー持ち上げ性質

定義 4.1 (局所自明なファイバー空間).

p : E → B が局所自明なファイバー空間であるとは B の点 ∗
に対し F = p−1(∗) とおき，任意の b ∈ B に対し，次を満た
す近傍 U が存在する時を言う．p = p1 ◦φ を満たす位相同型

φ : p−1(U) → U × F が存在する．ただし p1 : U × F → U

は自然な射影．

p−1(U)
φ //

p

��

U × F

p1

yyttt
ttt

ttt
tt

U

局所自明なファイバー空間の定義で，ファイバー F を離散位相空間とすれば被覆空間

になる．従って局所自明なファイバー空間の概念は被覆空間の概念を一般化したものと言

える．

例 4.2 (Hopf ファイバー空間). • 写像 p : C2 \ {0} → P 1(C), (z, w) 7→ [z : w] を

S3 ⊂ C2 に制限すると，局所自明ファイバー空間 p : S3 → P 1(C) = S2 を得る．

ファイバーは S1 である．

• H をハミルトンの 4元数体とする．写像 p : H2 \ {0} → P 1(H), (z, w) 7→ [z : w]

を S7 ⊂ H2 に制限すると，局所自明ファイバー空間 p : S7 → P 1(H) = S4 を得

る．ファイバーは S3 である．
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• C をケーリーの 8元数体とする．写像 p : C2 \ {0} → P 1(C), (z, w) 7→ [z : w] を

S15 ⊂ C2 に制限すると，局所自明ファイバー空間 p : S15 → P 1(C) = S8 を得る．

ファイバーは S7 である．

局所自明なファイバー空間の重要な性質として，次に説明するホモトピー持ち上げ性質

がある．局所自明なファイバー空間がホモトピー持ち上げ性質を持つことは，この後の定

理 4.7から直ちに従う．

定義 4.3.
p : E → B がホモトピー持ち上げ性質 (homotopy lifting prop-

erty)を持つとは，任意の位相空間X と任意の写像 f : X×{0} →
E とホモトピー F : X × I → B が p ◦f(x) = F (x, 0) を満たせ

ば，次の可換図式を満たす F̃ : X × I → E が存在するときを

いう．ホモトピー持ち上げ性質を持つ写像をファイブレーション

(fibration)という．

X × {0}
f //

��

E

p

��
X × I F //

F̃

;;w
w

w
w

w
B

双対的概念であるホモトピー拡張性質も定義しておこう．

i : A → X がホモトピー拡張性質 (homotopy extension prop-

erty) を持つとは，任意の位相空間 Y と写像 f : X → Y ,

F : A → Map(I, Y ) が存在して F (a)(0) = f(a) (a ∈ A) を

満たすとき，F̃ : X → Map(I, Y ) が存在して F̃ (a)(0) = f(a),

F̃ ◦i = F と出来る時を言う．ホモトピー拡張性質を持つ写像を

コファイブレーション (cofibration)という．

Y X
foo

F̃

zzu
u
u
u
u

Map(I, Y )

p0

OOOO

A

i

OO

Foo

G(a, t) = F (a)(t), G̃(x, t) = F̃ (x)(t) と置くと次の等式より，ホモトピー拡張性質は

下の図式で説明することもできる．

G̃(x, 0) = f(x) (x ∈ X), G̃(a, t) = G(a, t) (a ∈ A, t ∈ I).

X × {0} ∪A× I
f //

��

Y

X × I

G̃

88qqqqqq

A× {0}
i×1

//

��

X × {0}
f

{{ww
ww
ww
ww
w

��

Y

A× I �
� i×1 //

G

;;vvvvvvvvv
X × I

G̃

ddH
H
H
H
H

定理 4.4. 次は同値である．

• (X,A) はホモトピー拡張性質をもつ．

• (X × {0}) ∪ (A× I) は X × I のレトラクトである．
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証明. (X,A) がホモトピー拡張性質をもてば，(X × {0}) ∪ (A × I) の恒等写像は

X × I → (X × {0}) ∪ (A× I) に拡張する．
A が閉集合として，逆を証明する．任意の (X × {0}) ∪ (A× I)→ Y に対し，レトラ

クション X × (X × {0}) ∪ (A× I) を合成すれば拡張 X × I → Y を得る．

例 4.5. 次の写像は局所自明でないがホモトピー持ち上げ性質を持つ．

CX =
X × I
X × {0}

→ I, (x, t)→ t

例 4.6 (ホモトピー拡張性質を持たない例).
X = I, A = {1/n : n = 1, 2, . . . } とおくと，(X,A) はホモ

トピー拡張性質を持たない．つまり (I × {0}) ∪ (A× I) の連
続関数で I × I の連続関数に拡張しないものが存在する．

定理 4.7. 写像 p : E → B について，次は同値である．

1. p : E → B はファイブレーション．

2. 任意の b ∈ B に対し，b の近傍 U が存在し p : p−1(U) → U はファイブレー

ション．

証明. 1=⇒2 は自明であるから，2=⇒1 を示せばよい．三角形分割して j 骨格K(j) を考

え，j に関する帰納法で示せばよい．

結局，閉球体 Dn に対し，F (Dn) が U に入るとして，

次の可換図式を満たす F̃ を構成する問題に帰着され

る．この事実は，局所的にファイブレーションである

ことから従う．正確には CW複体であることを仮定す

る必要があるが詳細は略す．

Dn × {0} ∪ Sn−1 × I
f //

��

E

p

��
Dn × I F //

F̃

77ooooooo
B

4.2 ホモトピーファイバー空間

任意の写像はファイブレーションにホモトピー同値であることを示すのが目的である．

任意の写像 f : Y → B に対し，ホモトピーファイバー空間 Ef を次で定める．

Ef = {(y, γ) ∈ Y ×Map(I,B) : f(y) = γ(0)}

Ef は Y とホモトピー同値である．実際

α : Y → Ef , y 7→ (y, s 7→ f(y)), β : Ef → Y, (y, γ) 7→ y

30



とおくと β ◦α = 1Y , α ◦β(y, γ) = (y, s 7→ f(y)) であり

F : Ef × I → Ef , (y, s 7→ γ(s), t) 7→ (y, s 7→ γ(st))

が α ◦β と 1Ef
を結ぶホモトピーである．

Y
α

//

f

��

Ef

p

��
B

1 // B

定理 4.8. Ef → B, (y, γ) 7→ γ(1), はファイブレーションである．

証明. 任意の位相空間 X に対し，写像

g : X → Ef , x 7→ (y(x), γx), G : X × I → B

が存在したら G̃(x, t) = (y(x), s 7→ γx(st)) と定めればよい．

X × {0}
g //

��

Ef

p

��
X × I G //

G̃

::v
v

v
v

v
B

ホモトピーファイバー Ff を次で定める．

Ff = {(y, γ) ∈ Y ×Map(I,B) : f(y) = ∗}

4.3 ファイバー空間

p : E → B が F をファイバーとするファイバー空間であるとき F = p−1(∗) として，
(E,F ) のホモトピー完全列を考える．

→ πn(F, ∗) → πn(E, ∗) → πn(E,F, ∗)
→ πn−1(F, ∗) → · · ·
→ π2(F, ∗) → π2(E, ∗) → π2(E,F.∗)
→ π1(F, ∗) → π1(E, ∗) → π1(E,F, ∗)
→ π0(F, ∗) → π0(E, ∗)

写像 p : (E,F )→ (B, ∗) はホモトピーの間の写像

p∗ : πn(E,F, ∗) = [(In, ∂In, Jn−1), (E,F, ∗)]→ [(In, ∂In), (B, ∗)] = πn(B, ∗)

を定める．

定理 4.9. p∗ : πn(E,F, ∗)→ πn(B, ∗) は同型．

証明. p∗ の単射性

写像 f : (In, ∂In, Jn−1) → (E,F, ∗) に対し次
の可換図式を考える．p ◦f を 1点に縮めるホモ

トピー F があれば，ホモトピー持ち上げ性質よ

り F は F̃ に持ち上がり，ホモトピー F̃ が f を

(In, ∂In, Jn−1)
f //

��

(E,F, ∗)

p

��
(In, ∂In, Jn−1)× I F //

F̃

66mmmmmm
(B, ∗)

E の部分集合 F への写像に縮めるホモトピーを表す．
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p∗ の全射性

πn(B, ∗) の元を表す写像 f : (In, ∂In) →
(B, ∗) をとる．f |Jn−1 = ∗ なので，f |Jn−1 は定

値写像として E に持ち上がる．(In, Jn−1) ≃
In−1 × (I, {0}) なのでホモトピー持ち上げ
性質より f は g : In → E に持ち上がる．

p∗[g] = [f ] である．

(Jn−1, Jn−1, Jn−1)
∗ //

��

(E,F, ∗)

p

��
(In, ∂In, Jn−1)

f //

g
66nnnnnn
(B, ∗, ∗)

定理 4.10. p : E → B が F をファイバーとするファイバー空間であるとき F = p−1(∗)
として，次のホモトピー完全列が存在する．

→ πn(F, ∗) → πn(E, ∗) → πn(B, ∗)
→ πn−1(F, ∗) → · · ·
→ π2(F, ∗) → π2(E, ∗) → π2(B.∗)
→ π1(F, ∗) → π1(E, ∗) → π1(B, ∗)
→ π0(F, ∗) → π0(E, ∗)

もし，B が弧状連結ならば，最後の矢印は全射である．

証明. 最後の主張のみ示す．任意の点 x ∈ E を取る．B は弧状連結なので p(x)から基点

へのパスがある．これを x を起点とする E のパスに持ち上げると x から F の点へのパ

スとなる．このパスの終点を x′ とすると x′ の現す π0(F, ∗) のホモトピー類は xの表す

ホモトピー類 π0(E, ∗) に写る．

例 4.11. 弧状連結位相空間 X の被覆 p : X̃ → X に対し F = p−1(∗) は離散集合なの
で，次の完全列がある．

. . . → 0 → π3(X̃) → π3(X)

→ 0 → π2(X̃) → π2(X)

→ 0 → π1(X̃) → π1(X)
→ π0(F ) → 0 → 0

従って次の同型と完全列を帰結する．

πi(X̃) = πi(X) (i ̸= 1), 0→ π1(X̃)→ π1(X)→ π0(F )→ 0

X は弧状連結なので π0(X) はただ一つの元からなる (π0(X) = 0) に注意しておこう．

例 4.12. 被覆 R→ S1 に対し前の例を適用すれば πi(S
1) = πi(R) = 0 (i ≥ 2) を得る．
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例 4.13. Hopf ファイブレーション S3 → S2 に対し次の完全系列がある．

→ π3(S
1) → π3(S

3) → π3(S
2)

→ π2(S
1) → π2(S

3) → π2(S
2)

→ π1(S
1) → π1(S

3) → π1(S
2)

→ π0(S
1) → π0(S

3)

自明な群を 0と書けば，次を得る．

→ 0 → π3(S
3) → π3(S

2)
→ 0 → 0 → π2(S

2)
→ π1(S

1) → 0 → 0
→ 0 → 0

ここで πi(S
3) = 0 (i ≤ 2) であることを使っている．これは後で示す．(例 5.11) これよ

り π2(S
2) = π1(S

1) = Z, πi(S3) = πi(S
2) (i ≥ 3) がわかる．Hopf ファイブレション

S3 → S2 は π3(S
2) の元を定めるが，実は π3(S

2) は Hopfファイブレーションで生成さ

れる階数 1の自由アーベル群である．実際 π3(S
3) = Z の生成元は恒等写像 1S3 である

がその π2(S
3) への像は合成 S3 1→ S3 p→ S2 であり，これは Hopf ファイブレーション

である．

例 4.14. Hopf ファイブレーション S7 → S4 に対し次の完全系列がある．

→ π8(S
3) → π8(S

7) → π8(S
4)

→ π7(S
3) → π7(S

7) → π7(S
4)

→ π6(S
3) → π6(S

7) → π6(S
4)

→ π5(S
3) → π5(S

7) → π5(S
4)

→ π4(S
3) → π4(S

7) → π4(S
4)

→ π3(S
3) → π3(S

7) → π3(S
4)

→ π2(S
3) → π2(S

7) → π2(S
4)

→ π1(S
3) → π1(S

7) → π1(S
4)

→ π0(S
3) → π0(S

7)

自明な群を 0と書けば，次を得る．

→ π8(S
3) → π8(S

7) → π8(S
4)

→ π7(S
3) → π7(S

7) → π7(S
4)

→ π6(S
3) → 0 → π6(S

4)
→ π5(S

3) → 0 → π5(S
4)

→ π4(S
3) → 0 → π4(S

4)
→ π3(S

3) → 0 → 0
→ 0 → 0 → 0
→ 0 → 0 → 0
→ 0 → 0

これより π3(S
3) = π4(S

4) = Z, π4(S3) = π5(S
4), π5(S

3) = π6(S
4) がわかる．

演習 4.15. Hopf ファイブレーション S15 → S8 に対し同様の計算をせよ．
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5 CW複体

5.1 CW複体

定義 5.1. K が複体 (complex) であるとは q 次元球体 Dq からの連続写像の族 fqi :

Dq → K (i ∈ Iq) で次の条件を満たすもの．

• fqi の IntDq への制限は，同相写像でその像を胞体とよび eqi と書く．

• K =
∪

q

∪
i∈Iq

eqi .

• fqi (∂Dq) ⊂
∪

p<q e
p
i .

複体 K が CW複体 (CW complex)であるとは次の 2条件をみたす時を言う．

(C) 各胞体の閉包は有限個の胞体とのみ交わる．

(W) F ⊂ K が閉集合 ⇐⇒ 各 q ≥ 0 と各 i ∈ Iq について (fqi )
−1(F ) が Dq の閉集合．

CW複体が有限であるとは，胞体の数が有限個の時をいう．

CW複体が局所有限であるとは，各点が有限個の胞体の和集合に属する近傍を持つ時を言

う．

胞体 X に対し，その k 次元以下の胞体の和集合を k骨格 (k-skelton)といい Xk で表す．

例 5.2 (胞体分割の例). • n次元球面 Sn から 1点を除いたものは Rn なので，Sn

は n次元胞体と 0次元胞体の非交和である．つまり，Sn = en ∪ e0

• 実射影空間 Pn(R) は Rn と Pn−1(R) の非交和である．従って Pn(R) = en ∪
en−1 ∪ · · · ∪ e1 ∪ e0.
• 複素射影空間 Pn(C) は Cn と Pn−1(C) の非交和である．従って Pn(C) =

e2n ∪ e2n−2 ∪ · · · ∪ e2 ∪ e0.

例 5.3. 有限項を除いて 0であり，その 2乗和が 1であるような数列 (xi) 全体を S∞ と

書く．

eq+ ={(xi) | xi = 0 (i > q), xq > 0}
eq− ={(xi) | xi = 0 (i > q), xq < 0}

とおけば S∞ の胞体分割 S∞ =
∪

q(e
q
+ ∪ e

q
−) を得る．これは条件 (C)を満たすが (W)

は満たさない．

例 5.4. X = {re2πθ
√
−1 | 0 ≤ r ≤ 1, θ ∈ Q} は CW複体を実現する胞体分割はないが，

可縮なので CW複体のホモトピー型を持つ．
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ハワイの耳飾り (例 2.23)は CW複体のホモトピー型を持たない位相空間の例である．

定理 5.5. CW複体の対 (X,A) に対し (X × {0}) ∪ (A × I) は X × I の変形レトラク
トである．特に，CW複体の対 (X,A) はホモトピー拡張性質を持つ．

証明. (0, 2) ∈ Dn × R からの射影

r : Dn × I → (Dn × {0}) ∪ (∂Dn × I)

はレトラクションになる．rs = sr + (1 − s)1 は Dn × I から (Dn × {0}) ∪ (∂Dn × I)
の上への変形レトラクトである．

Xn × I は (Xn × {0}) ∪ ((Xn−1 ∪ An)× I) に Dn × I を (Dn × {0}) ∪ (∂Dn × I)
に沿って貼りつけて得られるので，Xn × I から (Xn × {0}) ∪ ((Xn−1 ∪An)× I) の上
への変形レトラクトが構成できた．区間 [1/2n+1, 1/2n] でこの変形をすれば，無限個の

このホモトピーのつなぎ合わせにより，(X ×{0})∪ (A× I) は X × I の変形レトラクト
である事がわかる．

時間 [0, 1/2n+1] では Xn 上変えないので，ホモトピーの Xn × I での連続性は明らか
で，条件 (W) より，写像の連続性は，各骨格に制限した写像の連続性と同値であるので

証明を終わる．

5.2 胞体近似

(X,A) が n連結 (n-connected)であるとは，任意の i ≤ n について次の同値な条件を

みたす時を言う．

1. 任意の a ∈ A に対し πi(X,A, a) = 0

2. 任意の写像 f : (Di, ∂Di)→ (X,A) は写像 (Di, ∂Di)→ Aにホモトピック

3. 任意の写像 f : (Di, ∂Di) → (X,A) はある定値写像 (Di, ∂Di) → A にホモト

ピック

4. 任意の写像 f : (Di, ∂Di) → (X,A) は写像 (Di, ∂Di) → Aに ∂Di を法としてホ

モトピック

補題 5.6. Z を W に胞体 ek を貼りつけて得られる空間とする．任意の写像 f : Ii → Z

に対して，多面体 K と，f−1(W ) を法としたホモトピー ft : I
i → Z が存在して次を満

たす．

• f1(K) ⊂ ek で適当な ek と Rk との同一視の下，f |K は PL写像．

• ek の空でない開集合 U が存在して f−1(U) ⊂ K.
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証明. ek を Rk と同一視し D1, D2 を，それぞれ原点中心の半径 1, 2 の閉球ととする．

コンパクト性を使った議論より次を満たす ε > 0 が存在する．

∀x, y ∈ f−1(D2) |x− y| < ε =⇒ |f(x)− f(y)| < 1

2
(5.1)

I を分割して，誘導された In の分割が直径 ε 未満になるようにできる．f−1(D1) に交

わる立方体すべての和集合を K1, K1 に交わる立方体すべての和集合を K2 とする．

ε > 0 を 2つのコンパクト集合 f−1(D1)と In \ f−1(IntD2) の距離の半分より小さく

選んでおく．すると K2 ⊂ f−1(D2)

g : K2 → ek を （適当に単体分割した後）各頂点では f と同じ値を持ち，各単体では

線形な写像とする．φ : K2 → [0, 1] を K1 の頂点では 1，他の頂点では 0と定めて，各単

体上には線形に拡張したものとする．φ|K1
= 1, φ|∂K2

= 0 である．すると

ft = (1− tφ)f + tφg : K2 → ek

は f0 = f であり f1|K1
= g|K1

, ft|∂K2
は t に依存しない．よって ft を In に（In \K2

上定ホモトピーとして）拡張できる．In \K1 の閉包の f1 による像 C はコンパクトであ

り原点のある開集合 U とは交わらない．

f1|K1 = g は区分的に線形．

f1|In\K2
= f |In\K2

, f(In \K1) ∩D1 = ∅

K2 に入るが K1 に入らない単体 σ の f による像は (5.1) よりある開球 Bσ に入るが，

開球の凸性より g(σ) ⊂ Bσ であり ft(σ) ⊂ Bσ もわかる．σ ̸⊂ K1 より σ ̸⊂ f−1(B1)

であり Bσ ̸⊂ B1 がわかる．Bσ の半径は B1 の半径の半分なので，0 ̸∈ Bσ であり

0 ̸∈ f(σ).

f : (X,A) → (Y,B) が胞体写像 (cellular map)とは，各 nに対し f(Xn) ⊂ Y n を満

たす写像を言う．

定理 5.7. CW複体間の任意の写像 f : X → Y は胞体写像にホモトープである．

証明. n− 1骨格Xn−1 上では胞体写像であるとして，n次元胞体 en 上胞体近似する．en

の閉包はコンパクトなので，en の閉包の f による像もコンパクト．CW複体のコンパク

ト集合は有限個の胞体とのみ交わるので f(en) も有限個の胞体と交わる．ek を Y の胞体

で最高次元のものとする．f が胞体写像でないとすると k > n. f |Xn−1∪en を Xn−1 上

変えずに，ek のある点 p が f の像にならないよう変形する．

写像 f : Xn−1 ∪ en → Y k を念頭に，Z = Y k, W = Y k \ ek として en の特性写像

In → X に補題 5.6を適用すると，得られるホモトピーは ∂Ii を固定する．n < k なら
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全射線形写像 Rn → Rk は存在しないので f−1
1 (∆k) は空集合であり，p を ∆k の任意の

点とすればよい．

Y \ {p} から Y \ ek への変形レトラクトを合成して f は，Y \ ek への写像にホモトー
プである．このプロセスを有限回繰り返して f(en) は n 以上の次元の胞体と交わらない

ようにできる．

系 5.8. CW複体間の任意の写像 f : (X,A)→ (Y,B)は胞体写像にホモトープである．

証明. まず写像 f : A → B を胞体写像で近似する．次にこれを X 上の f のホモトピー

に拡張する．更にこのホモトピーを A上では変えないようにして胞体写像で近似すれば

よい．

定理 5.9. X \A が n次元以下の胞体を含まないなら，CW複体 (X,A)は n連結

証明. i ≤ n とし f : (Di, ∂D) → (X,A) を胞体近似して得られる写像を f1 とすると

f1(D
i) ⊂ Xi なので，f は Aへの写像にホモトピックである．

系 5.10. 特に (X,Xn) は n連結であり，

πi(X
n)→ πi(X) は i = nのとき全射，0 < i < n のとき同型．

証明. 次の完全列より明らか．

→ πn(X
n) → πn(X) → πn(X,X

n) = 0
→ πn−1(X

n) → πn−1(X) → πn−1(X,X
n) = 0

→ · · ·
→ π1(X

n) → π1(X) → π1(X,X
n) = 0

→ π0(X
n) → π0(X)

例 5.11. X = Sn の胞体分割 X = en∪e0 を取る．Xi = e0 (i < n). よって πi(S
n) = 0

(i < n) である．

定理 5.12 (Whiteheadの定理). CW複体の写像 f : X → Y が，ホモトピー群の同型を

誘導するならば，f はホモトピー同値である．

証明. f の写像柱 Cf = CA ⊔X/(a, 0) ∼ f(a)を考える．f : X → Y と Y ⊂ Cf はホモ

トピー群の同型を誘導するので，対 (Cf , Y ) の完全列を考えれば，すべての i に対して

πi(Cf , Y ) = 0. よって Cf と Y はホモトピー同値．
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5.3 懸垂準同型

補題 5.13. Rn における複体 K1, K2 に対し

• dimK1+dimK2 < n ならば K1, K2 を微小に動かして交わらないように出来る．

• dimK1 + dimK2 < n− 1 ならば K1, K2 はまつわらない．すなわち Rn のイソ

トピー（同型から成るホモトピー）で動かせば，ある (n− 1)次元超平面で分離さ

れる．

証明. 最後の主張のみ示す．K1 が一方の側にある超平面を取り，反対側に点 x をとる．

xを頂点とする K2 の錐を L とすると，dimK1 + dimL = dimK1 + dimK2 + 1 < n

なので，微小に動かして L は K1 と交わらないようにできる．そこでK2 を L に沿って

xの近傍まで引っ張ればよい．L の小近傍の外側ではイソトピーは定常的であるとしてよ

い．

f : X → Y , f(∗) = ∗, に対し

f × 1 : X × I → Y × I

が定める写像 Sf : SX → SY を考える．これは懸垂準同型と呼ばれる．f × 1 が写像を

定めることは次を眺めればわかる．

SX =
X × I

(X × ∂I) ∪ (∗ × I)
→ SY =

Y × I
(Y × ∂I) ∪ (∗ × I)

定理 5.14 (Freudenthal の懸垂定理 (球面版)). 懸垂準同型 πi(S
n) → πi+1(S

n+1) は

i < 2n− 1 のとき同型，i = 2n− 1 のとき全射．

例 5.15. Freudenthal の懸垂定理からわかる事を調べてみよう．

Z ≃ π1(S1) ↠ π2(S
2) ≃ π3(S3) ≃ π4(S4) ≃ · · · ≃ πn(Sn) ≃ · · ·

例 4.13より π2(S
2) ≃ π1(S1) = Z である．

0 = π2(S
1)→ π3(S

2) ↠ π4(S
3) ≃ π5(S4) ≃ · · · ≃ πn+1(S

n) ≃ · · ·

例 4.13より π3(S
2) = π3(S

3) = Z である．例 4.13より π4(S
3) ≃ π4(S2) であるが，実

はこの群は Z/2Z と同型である事が知られている．

0 = π3(S
1)→ π4(S

2)→ π5(S
3) ↠ π6(S

4) ≃ · · · ≃ πn+2(S
n) ≃ · · ·

実は π4(S
2) = Z/2Z であり，上の写像は π4(S

2)以降同型である．

0 = π4(S
1)→ π5(S

2)→ π6(S
3)→ π7(S

4) ↠ π8(S
5) ≃ · · · ≃ πn+3(S

n) ≃ · · ·
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実は π5(S
2) = Z/2Z, π6(S3) = Z/12Z, π7(S4) = Z⊕Z/12Z, π8(S5) = Z/24Z である．

参考までに球面のホモトピー群 πn+k(S
n)の表を以下に示す．

k 0 1 2 3 4 5 6 7

S1 Z 0 0 0 0 0 0 0

S2 Z Z Z2 Z2 Z12 Z2 Z2 Z3

S3 Z Z2 Z2 Z12 Z2 Z2 Z3 Z15

S4 Z Z2 Z2 Z⊕ Z12 Z2 ⊕ Z2 Z2 ⊕ Z2 Z24 ⊕ Z3 Z15

S5 Z Z2 Z2 Z24 Z2 Z2 Z2 Z30

S6 Z Z2 Z2 Z24 0 Z Z2 Z60

S7 Z Z2 Z2 Z24 0 0 Z2 Z120

S8 Z Z2 Z2 Z24 0 0 Z2 Z⊕ Z120

S9 Z Z2 Z2 Z24 0 0 Z2 Z240

懸垂準同型の作る列

πk(S
0)→ πk+1(S

1)→ · · · → π2k+1(S
k+1) ↠ π2k+2(S

k+2) ≃ π2k+3(S
k+3) ≃ · · ·

は，定理 5.14 より十分先の方で同型となる．つまり n ≥ k + 1 のとき πn+k(S
n) →

πn+k+1(S
n+1) は同型．これを球面の安定ホモトピー群といい πS

k (S
0) で表す．定理 5.14

は次の定理の特別の場合である．

定理 5.16 (Freudenthal の懸垂定理). CW複体 X が，n− 1 連結であるとする．すなわ

ち πi(X) = 0 (i ≤ n− 1) とする．すると懸垂準同型 πi(X)→ πi+1(SX) は i < 2n− 1

のとき同型で，i = 2n− 1 のとき全射である．

注意 5.17. Freudenthal の懸垂定理は更に次のように一般化される事が知られている．

n ≥ 2 とする．Aを有限次元 CW複体とし，X を n− 1連結な位相空間とする．

S : [A,X]→ [SA, SX]

は dimA ≤ 2n− 2 のとき全単射，dimA ≤ 2n− 1 のとき全射．

定理 5.16の証明. C− = X × [0, 1/2]/X × {0}, C+ = X × [1/2, 1]/X × {1} として
X = X×{1/2} と見る．C±X は可縮なのでホモトピー群は自明である．よって，完全列

→ πi(X) → πi(C+X) → πi(C+X,X)
→ πi−1(X) → πi−1(C+X) → πi−1(C+X,X)
→ . . .
→ π1(X) → π1(C+X) → π1(C+X,X)
→ π0(X) → π0(C+X)
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より，πi(C+X,X) ≃ πi−1(X) であり，特にX が n− 1連結なので，(C+X,X) は n 連

結である．また，完全列

→ πi(C−X) → πi(SX) → πi(SX,C−X)
→ πi−1(C−X) → πi−1(SX) → πi−1(SX,C−X)
→ . . .
→ π1(C−X) → π1(SX) → π1(SX,C−X)
→ π0(C−X) → π0(SX)

より，πi(SX) ≃ πi(SX,C−X). SX = C+X ∪X C−X なので

πi(X) ≃ πi+1(C+X,X)→ πi+1(SX,C−X) ≃ πi+1(SX)

の中央の写像は，次の定理より i+ 1 < 2n のとき同型で i+ 1 = 2n のとき全射．

定理 5.18. CW複体 X が部分複体 A, B の和集合で，共通部分 C = A ∩B は空でない
連結集合とする．(A,C) がm連結，(B,C)が n連結なら

πi(A,C)→ πi(X,B)

は i < m+ n のとき同型，i = m+ n のとき全射．

補題 5.19. CW複体 X の中に (m+ 1)次元単体 ∆m+1 と (n+ 1)次元単体∆n+1 をと

る．i ≤ m+ n として写像 f : (Ii, ∂Ii, J i−1)→ X があり，

• f−1(∆m+1), f−1(∆n+1) が Ii の凸多面体の有限和であり，

• 各凸多面体への f の制限が全射線形写像である

とする． このとき，次を満たす pα ∈ ∆m+1
α , q ∈ ∆n+1, φ : Ii−1 → [0, 1) が存在する．

• f(s1, . . . , si) = pα =⇒ φ(i1, . . . , ii−1) < si

• f(s1, . . . , si) = q =⇒ φ(i1, . . . , ii−1) > si

• ∂Ii−1 上 φ = 0.

証明. q ∈ ∆n+1 に対し f−1(q) は次元 i − n − 1 以下の凸多面体の有限個の和集合．

pα ∈ ∆m+1
α を次を満たすように取る．

• 射影 π : Ii → Ii−1 に対し π(f−1(pα)) ∩ π(f−1(q)) = ∅

T = π−1(π(f(q))) は線分 {x} × I で f−1(q) に交わるもの全体なので T は次元 i− n以
下の凸多面体の有限個の和集合である．よって f(T ) ∩∆m+1

α も次元 i− n以下の凸多面
体の有限個の和集合である．m+ 1 > i− n なので ∆m+1

α \ f(T ) は空でなくこの集合の
点 pα を取ることができる．f−1(pα)∩ T = ∅. π(f−1(q)) の Ii−1 のおける近傍ですべて
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の π(f−1(pα)) と交わらないものを取る．φ を選ぶには U に台を持つ関数 φ で f−1(q)

がグラフの下側に来るようなものを取ればよい．

定理 5.18の証明. A は C に m+1 次元胞体 em+1
α を貼りつけて得られ B は C に n+1

次元胞体 en+1 を貼りつけて得られる場合

X = C ∪
∪
α

em+1
α ∪ en+1, A = C ∪

∪
α

em+1
α , B = C ∪ en+1

全射性の証明：πi(X,B)の元を表す写像 f : (Ii, ∂Ii, J i−1)→ (X,B, ∗)を考える．この
像はコンパクトであり，有限個の胞体とのみ交わる．単体 ∆m+1

α ⊂ em+1
α , ∆n+1 ⊂ en+1

で f による逆像が凸多面体の有限和であるようなものを取る．f は Ri の各凸多面体へ

の制限が線形写像の制限であるとしてよい．∆m+1
α , ∆n+1 を全射でない線形写像の像の

補集合から選ぶことにより，f は Ri の各凸多面体への制限が全射線形写像の制限である

としてよい．

このとき，前補題の条件を満たす q, pα, φ をとり，次のホモトピーを考える．

ft(s1, . . . , si) = f(s1 . . . , si−1, si + (1− si)tφ(s1, . . . , si−1)), 0 ≤ t ≤ 1

Q = {q}, P = {pα} とおくと f1(I
i) ∩Q = ∅, ft(Ii−1) ∩ P = ∅ が成り立つ．

f1(I
i) ∩Q = ∅ の証明：f1(s1, . . . , si) = q ならば

f(s1 . . . , si−1, si + (1− si)φ(s1, . . . , si−1)) = q であり，

φ(s1, . . . , si−1) > si + (1− si)φ(s1, . . . , si−1)) となり

0 > si(1− φ(s1, . . . , si−1)) ≥ 0 で矛盾．

ft(I
i−1) ∩ P = ∅の証明：ft(s1, . . . , si) = pα ならば

f(s1 . . . , si−1, si + (1− si)tφ(s1, . . . , si−1)) = pα であり，

φ(s1, . . . , si−1) < si + (1− si)tφ(s1, . . . , si−1)) を得る．ここで si = 0 とすると

φ(s1, . . . , si−1) < tφ(s1, . . . , si−1)) なので 1 < t となり矛盾．

(A,C) ∼(X \Q,X \ (P ∪Q)),

(X,B) ∼(X,X \ P )

より右図の可換図式が存在する．

πi(A,C) //

≃
��

πi(X,B)

≃
��

πi(X \Q,X \ (P ∪Q)) // πi(X,X \ P )

[f ] = [f0] を右辺の元とすると，[f1] は左辺の元である．よって全射がわかった．

単射性の証明：πi(A,C) の元を表す写像 f0, f1 : (Ii, ∂Ii, J i−1) → (A,C, x0) を考え

る．πi(X,B) への像が同じ元を表すとすれば f0 と f1 を結ぶホモトピー

F : (Ii, ∂Ii, J i−1)× I → (X,B, ∗)

が存在する．これは Ii+1 の写像なのでこのホモトピーを (i + 1 を前補題中の iとして)
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前補題の条件をみたすように近似しておき F−1(q) と F−1(pα) を分離するように φ を構

成すれば，F は (A,C) へのホモトピーに変形することができる．

A は C に m+ 1 次元胞体を幾つか貼りつけて得られ B は C に n+ 1 以上の次元の

胞体を幾つか貼りつけて得られる場合

πi(A,C) → πi(X,B) の全射性を示すには，πi(X,B) の任意の元を表す写像 f :

(Ii, ∂Ii, J i−1) をとる．その像はコンパクトなので前の議論の繰り返しで証明できる．単

射性も同様．

A は C に m+ 1 以上の次元の胞体を幾つか貼りつけて得られ B は C に n+ 1 以上

の次元の胞体を幾つか貼りつけて得られる場合

胞体近似定理より，n + m + 1 以上の次元の胞体は πi (i ≤ m + n) に影響しない．

Ak = Ak ∪ C, Xk = Ak ∪B とおいて次の図式を考える．
πi+1(Ak, Ak−1) //

��

πi(Ak−1, C) //

��

πi(Ak, C) //

��

πi(Ak, Ak−1) //

��

πi−1(Ak−1, C)

��
πi+1(Xk, Xk−1) // πi(Xk−1, B) // πi(Xk, B) // πi(Xk, Xk−1) // πi−1(Xk−1, B)

例 5.20. n ≥ 2 のとき πn(S
1 ∨ Sn) = Z[t, t−1] である．なぜなら，π1(S1 ∨ Sn) = Z で

あり，S1 ∨ Sn の普遍被覆 X を取ると，X は可算無限個の Sn の 1点和にホモトピー同

値であるので，次を得る．

πn(S
1 ∨ Sn) = πn(X) = πn(∨ZSn) = ⊕ZZ = Z[t, t−1]

Sn Sn Sn Sn Sn Sn Sn Sn Sn Sn

X

6 コホモトピー集合 [M,Sp]∗

位相空間 X に対し，ホモトピー集合 [X,Sp]∗ をX のコホモトピー集合といい πp(X)

で表す．π1(X) には可換群の構造が入り πp(SX) には群構造が入る．また πp(S
q) =

[Sp, Sq]∗ = πq(Sp) である．この節では，M を多様体とするときコホモトピー集合

[M,Sp]∗ の計算をしよう．

6.1 dimM < p のとき

m = dimM < p のとき [M,Sp]∗ = ∗ である．以下それを示そう．

定理 6.1. 滑らかな m次元多様体M から，球面 Sp への写像は m < p ならば定値写像
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にホモトピックである．

証明. 滑らかな m 次元多様体M から，球面 Sp への連続写像をそれにホモトピックな

なめらかな写像で近似する．サードの定理より，その像に入らない点 q ∈ Sp がある．

Sp \ {q} = Rp は可縮なので [M,Sp] = [M, ∗] = ∗ となり，定理の主張が従う．

系 6.2. m < p ならば πm(Sp) = 0

6.2 dimM ≥ p のとき (トム=ポントリャーギン構成)

M を境界のない m + p 次元多様体 N , N ′ をその境界のない n 次元部分多様体とす

る．N と N ′ が M の中でコボルダント (cobordant)とはN × [0, ε)∪N ′× (1− ε, 1) が
M × I の中で境界付き多様体 X に拡張し

∂X = N × {0} ∪N ′ × {1} = X ∩ (M × ∂I)

となる時を言う．X をコボルディズムという．

埋込 N ⊂M の枠とは，T⊥N の基底

v(x) = (v1(x), . . . , vp(x))

のことを言う．多様体 M への枠付きの埋込 (N, v), (N ′, v′) が枠付きコボルダント

(framed cobordant)とはN と N ′ の間のコボルディズム X と X ⊂M × I の枠 V (x, t)

((x, t) ∈ X) が存在して，

v(x) = V (x, t) ((x, t) ∈ N × [0, ε)), v′(x) = V (x, t) ((x, t) ∈ N ′ × (1− ε, 1])

となる時を言う．

なめらかな写像 f : M → Sp で，y ∈ Sp を正則値に持つものを考える．TpSp の向き

付けられた基底 v = (v1, . . . , vp) を取る．x ∈ f−1(y) に対し dfx : Txf
−1(y)→ TyS

p は

同型 T⊥
x f

−1(y) → TyS
p を定めるので v の f による引き戻し f∗v で T⊥N の枠を定め

ることができる．

定理 6.3. コンパクト多様体 M 内の任意の余次元 p の枠付き部分多様体 (N, v) (v は

T⊥N の枠) は上の構成で得られる．

証明. 境界のないコンパクト多様体M の境界のない枠付き部分多様体 (N, v) をとると，

N の開近傍 V への微分同相写像

g : N × Rp → V ⊂M
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が定義される．π : V → Rp を π(g(x, y)) = y で定めると 0 は正則値で π−1(0) = N . 写

像 φ : Rp → Sp を，原点中心の単位開球外の点を基点 ∗に写し，開単位球を基点以外に
微分同相で写すとする．

f :M → Sp, x 7→

{
φ(π(x)) x ∈ V
∗ x ̸∈ V

とおくと，f は滑らかで，φ(0)は f の正則値で，N = f−1(φ(0)) = π−1(0) の枠をも Sp

の φ(0) の法ベクトルから誘導される．

定理 6.4. コンパクト多様体 M 上のなめらかな写像 f : M → Sp をとり，y, y′ ∈ Sp

を f の正則値とする．v, v′ を向き付けられた TyS
p の基底とすると，(f−1(y), f∗v) と

(f−1(y′), f∗v′) は枠付きコボルダント．

証明. 次の 2補題を用いれば良い．

補題 6.5. コンパクト多様体M 上のなめらかな写像 f : M → Sp をとり，y ∈ Sp を f

の正則値とする．

1. v, v′ を向き付けられた TyS
p の基底とすると，(f−1(y), f∗v) と (f−1(y), f∗v′) は

枠付きコボルダント．

2. z を y の近くの正則値とすると (f−1(y), f∗v) と (f−1(z), f∗v) は枠付きコボルダ

ント．

証明. 1. 行列式が正の行列の空間 Map+(p,R) は連結なのでこれは可能．
2. f の臨界値集合はコンパクトなので，y 中心の ε開球で f の正則値のみを含むものを

とれる．
R : Sp × I → Sp

• R(x, t) = x (t ∈ [0, ε′])

• R(x, t) = r1(x) (t ∈ [1− ε′, 1]), r1(y) = z

• R(y, t) は y と z を結ぶ大円弧上にある．（特に f の正則値）

ホモトピー
F :M × I → Sp, (x, t) 7→ R(f(x), t)

は z を正則値として持つ．よって V = F−1(z) が求める枠付きコボルディズムを与え

る．

補題 6.6. f, g :M → Sp がホモトピックで y を f , g の正則値とする．(f−1(y), f∗v) と

(g−1(y), g∗v) は枠付きコボルダント．
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証明. ホモトピー F :M × I → Sp を，次を満たすように取る．

F (x, t) = f(x) (t ∈ [0, ε)) F (x, t) = g(x) (t ∈ (1− ε, 1])

F の正則値 z を y の近くに取る．V = F−1(z) が f−1(z) と g−1z の間の枠付きコボル

ディズムを与えるので，前補題より証明が終わる．

補題 6.7. コンパクト多様体 M の余次元 p の枠付き部分多様体 (N, v) をとる．すると

N の近傍で N × Rp と微分同相なものが存在する．

証明. まず M = Rm+p として証明する．

g : N × Rp, (x, t1, . . . , tp) 7→ x+ t1v1(x) + · · ·+ tpvp(x)

は N ×{0} 上埋込であるので，コンパクト性よりある開円板 D が存在して，g の N ×D
への制限は埋込写像．D は Rn と同一視できるので定理の主張が従う．

一般のM については，直線の代わりに測地線を用いて定まる

exp : N × Rn = T⊥N →M

を用いて計算すればよい．

定理 6.8. f, f ′ :M → Sp がホモトピックであることと (f−1(y), f∗v)と (f ′
−1

(y′), f∗v′)

は枠付きコボルダントである事は同値である．但し y, y′ はそれぞれ f , f ′ の正則値．

まとめるとコンパクト多様体 M について次の対応を得た．

[Mn+p, Sp]
1−1←→

M の余次元 pの枠付きのコンパクト部分

多様体の枠付きコボルディズム類の集合

M = Sn+p とすると，Sn+p を Rn+p の一点コンパクト化とみて，無限遠点を基点と考

えれば次を得る．

πn+p(S
p)

1−1←→
Rn+p の余次元 p の枠付きのコンパクト部分多

様体の枠付きコボルディズム類の集合

6.3 dimM = p のとき (Hopf の定理)

dimM = p のとき，向き付けられたコンパクト連結多様体 M の余次元 p の枠付きコ

ンパクト部分多様体とは，各点に基底を定めた有限個の集合に他ならない．M の向きと

両立するか否かでその点 xでの符号数 sgn(x) を+1 又は −1 と定めると，写像 M → Sn

の正則値 y に対し
∑

f(x)=y sgn(x) は，写像 M → Sn の写像度に等しい．

0次元多様体の枠付きコボルディズム類は
∑

sgn(x)で定まる事を示すのは難しくない．
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定理 6.9. dimM = p のとき向きづけられた M から Sp への写像のホモトピー類はその

写像度で定まる．特に

[M,Sp]∗ = Z, M = Sp として πp(S
p) = Z.

定理 6.10. dimM = p のとき向きづけ不可能な M から Sp への写像のホモトピー類は

その法 2写像度で定まる．特に

[M,Sp]∗ = Z/2Z
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