
可換環論と代数幾何学の入門
Jean-Stefan Koskivirta

1 可換環とイデアル
1.1 可換環
定義 1. 集合 R上に２つの演算 + と ×が定義されており，次の条件を満たすとき，Rは
可換環であるという. 積 a× bは通号 abまたは a · bと書くことが多い.

(a) Rは +に関してアーベル群をなす. その単位元を 0で表し, 0を零元とよぶ.

(b) 積 ×は結合法則を満たす. つまり, Rの任意の元 a, b, cに対し, a(bc) = (ab)c が成り
立つ.

(c) 積 ×に対して,単位元 1が存在する. つまり, Rの元 1が存在し, Rの任意の元 aに
対して, a1 = 1a = a が成り立つ.

(d) 積 ×は交換法則を満たす. つまり, Rの任意の元 a, bに対し, ab = ba が成り立つ.

(e) 積は和に対し分配的である. つまり, Rの任意の元 a, b, cに対して, a(b+ c) = ab+ac

が成り立つ.

複数の可換環が出てくる場合, 混同を避けるために, 可換環 R の 0と 1をそれぞれ 0R

と 1R とも書く.

注意 2. 「1 6= 0」という条件を課さない. 1 = 0 であれば, 任意の元 a に対して
a = a1 = a0 = 0 となり, R = {0}が成り立つ. このとき, Rを零環とよぶ.

定義 3. 可換環 Rが次の条件を満たすとき, Rが可換体であるという.

(a) 1 6= 0である.

(b) 0でない任意の a ∈ Rが積に関する逆元を持つ. つまり, ab = 1となる b ∈ Rが存在
する.

可換環において, 積に関する逆元を持つ元は可逆元あるいは単数と呼ばれる. 可逆元全
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体のなす集合を R× で表す. 集合 R× は積について閉じていて, R の単数群と呼ばれる
アーベル群をなす. 例えば, Zの単数群は Z× = {1,−1}である.

1.2 イデアル
定義 4. Rを可換環とし, I ⊂ Rを和に関する Rの部分群とする. I が

a ∈ R, x ∈ I =⇒ ax ∈ I

を満たすとき, I は Rのイデアルであるという.

例 5. I = {0}と I = Rはともに Rのイデアルであり, それらを Rの自明なイデアルと
よぶ. {0}を零イデアルとよび, 単に 0とも書く.

定義 6. 可換環 Rから可換環 R′ への写像 f : R → R′ は次の条件を満たすとき, 準同型
写像 (または準同型)とよぶ.

(a) f(a+ b) = f(a) + f(b)

(b) f(ab) = f(a)f(b)

(c) f(1R) = 1R′ .

f : R→ R′ を準同型とする. このとき,

Ker(f) = {a ∈ R | f(a) = 0}
Im(f) = {f(a) | a ∈ R}

と定義する. Ker(f), Im(f)はそれぞれ f の核, f の像とよぶ. 準同型 f が全単射である
とき, f は同型写像であるという. そのとき, 逆写像 f−1 : R′ → Rも同型写像である. 同
型写像が存在すれば, R ' R′ と書く. そのとき, R′ と R は全く同じ性質を持つので, R′

は Rと可換環として同一視できる.

問 7. Ker(f)は Rのイデアルであることを示せ.

解答. 定義 4(a)より f が和に関する群準同型なので, Ker(f)は R の加法部分群である.

また, 任意の a ∈ R, b ∈ Ker(f) に対し, f(ab) = f(a)f(b) = f(a)0 = 0 であり, ゆえ
ab ∈ Ker(f)となる. したがって, Ker(f)は Rのイデアルである.

注意 8. f の像は Rの加法部分群であるが, 一般にイデアルでないことに注意する. 実は,

f が全射でなければ, Im(f)はイデアルでない. このことは, 次のように分かる. もし, イ
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デアル I ⊂ Rが単数 a ∈ R× を含めば, 各 b ∈ Rに対し, b = (ba−1)aと書けるので, イ
デアルの定義から b ∈ I となる. よって, I = Rが成り立つ. 準同型 f が f(1) = 1を満足
するので, 1 ∈ Im(f)となる. よって, Im(f)がイデアルであることは, f が全射であるこ
とに限る.

補題 9. Rを可換環とし, I, J を Rのイデアルとする. 次の集合はそれぞれ Rのイデアル
である.

(1) I + J = {a+ b | a ∈ I, b ∈ J},
(2) IJ = {

∑n
i=1 aibi | n ≥ 1, ai ∈ I, bi ∈ J},

(3) I ∩ J
このイデアルは, それぞれ I と J の和, I と J の積, I と J の交わりとよぶ.

a ∈ Rのとき, Ra = {xa | x ∈ R}は Rのイデアルである. このイデアルは, aで生成
される単項イデアルでとよび, (a)と書くことも多い.

例 10. R = Zとする. 整数 n ∈ Z に対し, (n) = nZは nの倍数全体の集合となる. 正整
数 n, mとし,

n =
∏
p 素数

pvp(n), m =
∏
p 素数

pvp(m)

を n,mそれぞれの素因数分解とおく (vp(n)は負でない整数であり, 有限個の pを除いて,

vp(n) = 0となる). このとき,

(n) + (m) = (gcd(n,m)), gcd(n,m) =
∏
p 素数

pmin{vp(m),vp(n)}

(n)(m) = (nm), nm =
∏
p 素数

pvp(m)+vp(n)

(n) ∩ (m) = (lcm(n,m)), lcm(n,m) =
∏
p 素数

pmax{vp(m),vp(n)}

が成り立つ. gcd(n,m) (greatest common divisor) を整数 n,m の最大公約数とよび,

lcm(n,m) (least common mutiple)を最小公倍数とよぶ.

補題 11. f : R → R′ を準同型とし, J を R′ のイデアルとする. このとき, f−1(J)は R

のイデアルである.

証明. f−1(J)は Rの加法部分群であることは知られている. a ∈ R, x ∈ f−1(J)に対し
て, f(ax) = f(a)f(x)であり, f(ax) ∈ J となる. よって, ax ∈ f−1(J)である.
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部分集合 S ⊂ Rで生成されるイデアルは (S)と書き, 以下のように定義される.

(S) =
⋂
S⊂I

I.

つまり, S を含むイデアル I 全体の共通部分として定める. Rが S を含むイデアルである
ので, 条件 S ⊂ I を満たすイデアル I 全体の族は空でないことに注意する. 一般に, イデ
アルの族の共通部分がイデアルであることは直ちに分かる. よって, (S)がイデアルであ
る. また, S を含むイデアル全体のうち最小のイデアルである. 言い換えれば, もしイデア
ル I が S ⊂ I を満たせば, (S) ⊂ I となる.

補題 12.

(S) =

{
n∑
i=1

xisi

∣∣∣∣n ≥ 1, xi ∈ R, si ∈ S

}
.

証明. 「⊂」を示す. 右辺がイデアルであることを簡単に確認できる. よって, 定義から
「⊂」となる. 他方, (S)はイデアルなので,

∑n
i=1 xisi (n ≥ 1, xi ∈ R, si ∈ S) と表され

る元が (S)に属する. よって, 「⊃」も成り立つ.

定義 13. イデアル I に対して, I = (S)となる有限集合 S ⊂ I が存在すれば, I は有限生
成イデアルであるという.

イデアルによる剰余環の定義を思い出そう. Rを可換環とし, I をイデアルとする. I に
よる剰余環 R/I は次のように定義される. まず, a ∈ Rのとき,

a+ I = {a+ x | x ∈ I}

とおく. これは I に関する剰余類と呼ぶ. a ∼ b⇐⇒ a− b ∈ I で定める二項関係は, R上
の同値関係であることが分かる. また, 集合 a+ I は元 aの同値類である.

定義 14. R/I = {a+ I | a ∈ R}と定義する. 各 a, b ∈ Rに対し,

(a+ I) + (b+ I) = a+ b+ I

(a+ I)× (b+ I) = ab+ I

と定めると, 矛盾なく R/I 上の演算 +と ×を定義できる. これより, (R/I,+,×)は可換
環をなし, これは I による剰余環とよぶ.

R/I の零元は 0+I = I であり, 積に関する単位元は 1+I である. f(a) = a+I(a ∈ R)

で定まる写像 f : R→ R/I は準同型であることを簡単に確認できる. これは自然な準同型
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(あるいは自然な射影)とよぶ. 剰余環という概念の重要な応用を説明しよう. f : R → R′

を可換環の準同型とする. 剰余環を使うことで, f を標準的に分解できる. まず, 部分環の
定義を思い出そう.

定義 15. Rを可換環とし, S を Rの部分集合とする. S は次の条件を満たすとき, Rの部
分環とよぶ.

(a) 1 ∈ S

(b) 任意の S の元 a, bに対し, a− b ∈ S が成り立つ.

(c) 任意の S の元 a, bに対し, ab ∈ S が成り立つ.

例 16. 有理整数環 Zは有理数体 Qの部分環である.

準同型 f : R→ R′ に対し, Im(f)は R′ の部分感である.

定理 17. f : R → R′ を準同型とする. π : R → R/Ker(f) を自然な射影とおき,

ι : Im(f) → R′ を包含写像とおく.

(1) f(a+Ker(f)) = f(a)と定めると, 同型写像 f : R/Ker(f) → Im(f)が得られる.

(2) f = ι ◦ f ◦ π と分解することができる. つまり, 以下の図式は可換図式である.

R
f

//

π

� �

R′

R/Ker(f)
f

// Im(f)

ι

OO

証明. まず, f が矛盾なく定義されたことを確かめる. a + Ker(f) = b + Ker(f) となる
a, b ∈ Rとする. よって, a − b ∈ Ker(f)であり, f(a − b) = 0が成り立つ. したがって,

f(a) = f(b)であり, ゆえ 矛盾なく写像 f : R/Ker(f) → R′ が得られる. この写像は全
射であることは明らか. また, a + Ker(f) ∈ Ker(f) ならば, f(a + Ker(f)) = f(a) = 0

であり, a ∈ Ker(f)となる. 以上, f が同型写像であることを示せた. (2)は f の定義の言
い換えに過ぎない.

1.3 素イデアル, 極大イデアル
定義 18. Rを可換環とし, pを Rのイデアルとする. pは
(a) p 6= R,

(b) Rの任意の元 x, y に対し, xy ∈ pならば x ∈ pまたは y ∈ p
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を満たすとき, 素イデアルであるという.

例 19. 有理整数環 Zの場合は, 次の２つの種類の素イデアルが存在する.

(1) 零イデアル 0,

(2) 任意の素数 pに生成される単項イデアル pZ.

定義 20. Rを可換環とする. Rは次の条件を満たすとき,整域とよぶ.

(a) Rは零環でない.

(b) Rの任意の元 x, y に対し, xy = 0ならば x = 0または y = 0.

つまり, R が整域であることは, 零イデアル 0 が R の素イデアルであることと同値で
ある.

問 21. 次が成り立つことを示せ.

Rが整域である⇐⇒可換体K が存在し, RがK の部分環である

解答. 「⇐=」： まず, 可換体が整域であることを説明する. K を可換体とし, 0でないK

の元 a, b とする. このとき, K の元 a′, b′ が存在し, aa′ = bb′ = 1 が成り立つ. よって,

(ab)(a′b′) = 1なので, abは零元でない. したがって, K は整域である. そして, Rが整域
であることは, 整域の部分環は整域であることから分かる.

「=⇒」： Rを整域とし, Rの分数体 Frac(R)を考える. Frac(R)の定義を思い出そう.

集合 R×R \ {0}上に, 次の二項関係を考える:

(a, b) ∼ (a′, b′) ⇐⇒ ab′ = ba′.

∼ が反射的かつ対称的であることは簡単に確認できる. 推移律を証明するには,「R は整
域である」という仮定を使う必要である. もし, (a, b) ∼ (a′, b′) かつ (a′, b′) ∼ (a′′, b′′)

ならば, ab′ = ba′ かつ a′b′′ = b′a′′ となる. よって, ab′′b′ = b′′ba′ = a′′b′b であり,

b′(ab′′ − ba′′) = 0となる. b′ 6= 0より, Rが整域なので, ab′′ = ba′′ が成り立つ. したがっ
て, ∼は同値関係である. 同値類全体のなす集合を Frac(R)とおき,元 (a, b) ∈ R×R\{0}
の同値類をしばしば a

b と記す. Frac(R)上の和と積は次のように定める.

a

b
+
a′

b′
=
ab′ + a′b

bb′

a

b
× a′

b′
=
aa′

bb′
.

(Frac(R),+,×)が可換環であることは簡単に確認できるので, 詳細は読者の練習問題とす
る. Frac(R)の零元は 0

1 であり, 積に関する単位元は 1
1 である. a ∈ Rのとき, a

1 を単に
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aとも書く. a
b ∈ Frac(R)を 0でない元とする. 特に, a ∈ R \ {0}なので, b

a を考えるこ
とができる. a

b ×
b
a = ab

ab = 1
1 より, a

b は Frac(R)の可逆元である. したがって, Frac(R)

は可換体になる. ι(a) = a
1 で定まる写像 ι : R → Frac(R)は準同型であり, さらに ιは単

射である (ι は単準同型であるという). R を ι(R) と同一視することにより, R は可換体
Frac(R)の部分環とみなすことができる.

補題 22. イデアル I とする.

I が素イデアルである⇐⇒ R/I が整域である.

証明. 「=⇒」：I 6= Rより, R/I は零環でない. a+ I, b+ I (a, b ∈ R) を 0でない R/I

の元とする. よって, a /∈ I かつ b /∈ I である. I が素イデアルなので, ab /∈ I が成り立つ.

したがって, (a+ I)(b+ I) = ab+ I は 0でない. 「⇐=」：R/I は零環でないので, I 6= R

となる. ab ∈ I となる Rの元 a, bとする. よって, 整域 R/I において, (a+ I)(b+ I) = 0

が成り立ち, ゆえ a+ I = 0または b+ I = 0となる.　言い換えれば, a ∈ I または b ∈ I

である. したがって, I は素イデアルである.

定義 23. Rを可換環とし, mを Rのイデアルとする. 剰余環 R/mが可換体であるとき,

mは極大イデアルであるという.

系 24. Rが可換環において, 極大イデアルは素イデアルである.

証明. 主張は「可換体が整域であること」から直ちに導くことができる.

例 25. 有理整数 Zの場合,素数 pが生成する単項イデアル pZは極大イデアルである. そ
れは Z/pZが可換体であることから分かる. 零イデアル 0は素イデアルであるが, 極大イ
デアルでない.

補題 26. Rを可換環とする. 次の条件は互いに同値である.

(i) Rが可換体である.

(ii) R 6= 0であり, さらに Rのイデアル全体は自明イデアル 0, Rに限る. 言い換えれば,

Rにおいて, ちょうど２つのイデアルしか存在しない.

証明. (i)⇒(ii)：I を Rのイデアルとする. もし, I 6= 0ならば, 0でない元 a ∈ I が存在
する. R は可換体なので, a ∈ R× であり, よって (a) = R である. 特に, I = R となる.

(ii)⇒(i)：他方, (ii)が成り立つとし, 0でない a ∈ Rとする. 単項イデアル (a)が 0でな
いので, (a) = Rとなり, ゆえ ab = 1となる元 b ∈ Rが存在する. よって, Rは可換体に
なる.
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「極大イデアル」という用語が使われる理由は, 定義 23からよく分からないかもしれな
い. しかし, その理由は次の補題から分かる.

補題 27. R を可換環とし, I を R のイデアルとする. 次の条件は互いに同値であ
る.

(i) I が極大イデアルである.

(ii) I 6= R であり, さらに任意の R のイデアル J に対し, I ⊂ J ならば J = I または
J = Rである.

証明. 可換環 R/I のイデアル全体と I を含む Rのイデアル全体は 1対 1に対応する（こ
の対応は J 7→ J/I で定まる). よって, (ii)の条件は, R/I がちょうど２つのイデアル（す
なわち 0と R/I）しか持たないことと同値である. この条件は, 補題 26より, R/I が可換
体であることと同値である.

一般に, 0でない可換環において, 極大イデアルが存在することを説明しよう. 自明イデ
アル Rは, の極大イデアルでないことに注意する. しかし, 自明イデアル 0が極大イデア
ルである場合がある (Rが可換体であるとき).

命題 28. Rを可換環とし, I 6= Rをイデアルとする. Rにおいて, I ⊂ mとなる極大イデ
アル mが存在する.

証明. ツォルンの補題を使う必要である. I を含むイデアル J 6= R 全体のなす集合を X

とおこう. 明らかに I ∈ X ので, X は空でない. X を包含関係に関する半順序集合とし
て見なす. 全順序部分集合 Y ⊂ X とする. このとき, J0 := ∪J∈Y J とおくと, J0 はま
たイデアルであることを示す. a, a′ を J0 の元とし, a ∈ J かつ a′ ∈ J ′ となるイデアル
J, J ′ ∈ Y を選ぶ. Y は全順序集合であるので, J ⊂ J ′ または J ′ ⊂ J が成り立つ. 前者
が成り立つと仮定してよい. このとき, a, a′ ∈ J ′ であり, ゆえ a + a′ ∈ J ′ である. J0 が
和について閉じていることを示せた. 同様に, a ∈ J0, r ∈ Rに対し, ra ∈ J0 であること
を確認できる. よって, J0 は Rのイデアルである. また, J0 ∈ X と示す. もし J0 = Rな
らば, 特に 1 ∈ J0 である. よって, i ∈ J となる J ∈ Y が存在するが, それは J 6= Rに矛
盾する. よって, J0 6= Rである. また, 明らかに I ⊂ J0 が成り立つので, J0 ∈ X である
ことを証明した. また, J0 が Y の上界であるのは, 直ちに J0 の定義から分かる. よって,

ツォルン補題を使うことができ, ゆえ X は極大元を持つ. 補題 27より, X の極大元は極
大イデアルである.
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1.4 素元, 既約元, UFD

定義 29. Rを整域とし, x 6= 0とする.

(a) 単項イデアル (x)は素イデアルであるとき, xを素元とよぶ.

(b) x は 「x = ab ならば a ∈ R× または b ∈ R×」を満たすとき, 既約元であるという.

問 30.

(1) 整域において, 素元は既約元であることを示せ.

(2) 素元でない既約元の例をあげよ.

解答.

(1) x を素元とする. x = ab ならば, 特に ab ∈ (x) が成り立つので, a ∈ (x) または
b ∈ (x)である. a ∈ (x) と仮定してよい. このとき, a = xy となる y ∈ R が存在す
る. したがって, x = ab = xybである. Rが整域なので, x 6= 0より, 1 = ybとなる.

つまり, bは単数である.

(2) R = Z[
√
−5]とする. これは, a+ b

√
−5 (a, b ∈ Z)全体のなす Cの部分集合である.

z = a+ b
√
−5, z′ = a′ + b′

√
−5を Z[√−5]の元とすると,

z − z′ = (a− a′) + (b− b′)
√
−5

zz′ = (aa′ − 5bb′) + (ab′ + a′b)
√
−5

より, z − z′, zz′ が Z[√−5]に属する. したがって, Z[
√
−5]は Cの部分環である.

x = 3 は素元でない既約元であること示す. 単数でない z, z′ ∈ Z[
√
−5] が存在し,

3 = zz′ であると仮定する. まず, 任意の z ∈ Z[
√
−5] に対し, zz は自然数である.

よって, zzz′z′ = 9が成り立つなので, zz ∈ {1, 3, 9}となる. もし zz = 1ならば, z

は単数であり, 矛盾する. 同様に, zz = 9ならば, z′z′ = 1となり, また矛盾する. し
たがって, zz = 3が成り立つ. z = a+ b

√
−5と書くと, a2 + 5b2 = 3である. この方

程式は解を持たないことを容易に確かめることができる. これより, 3は Z[√−5]の
既約であることを結論できる.

また, 3は素元でないことを示す. 以下の恒等式を考える.

6 = 2× 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5).

これより, (1 +
√
−5)(1−

√
−5) ∈ (3)である. もし 3が素元ならば, 1 +

√
−5 ∈ (3)

または 1−
√
−5 ∈ (3)が成り立つ. しかし, (3)の任意の元は 3a+ 3b

√
−5 (a, b ∈ Z)
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と書けるので, 明らかに 1 +
√
−5と 1−

√
−5は (3)に属しない.

定義 31. Rを整域とする. Rは次の条件を満たすとき, 一意分解環 (あるいは UFD)であ
るという.

(a) 0でも単数でもない a ∈ Rに対し, 既約元 x1, . . . , xn ∈ Rが存在し, a = x1 . . . xn.

(b) x1 . . . xn = y1 . . . ym を満たす既約元 x1, . . . , xn, y1, . . . ym とする. このとき, n = m

であり, さらに番号をつけ直すことにより, 単数 u1, . . . , un が存在し, x1 = u1y1, . . . ,

xn = unyn である.

以下の R上の二項関係を考える:

「単数 u ∈ Rが存在し, x = uy である」.

このとき, xと y は同伴であるという. これは R上の同値関係を与えることを容易に証明
できる. 一意分解環 Rにおいて, 既約元の集合の完全代表系 P を固定する. つまり, 次の
２つの条件を満たす集合 P を固定する.

(1) P は既約元からなる.

(2) 任意の既約元 y に対し, P の元がただ１つ存在し, xは y と同伴である.

このような集合 P を固定されており, 任意の x ∈ R \ {0} を以下のように表すことがで
きる:

x = u
∏
p∈P

pvp(x), u ∈ R×,　 vp(n) ∈ Z≥0, 有限個の pを除いて, vp(n) = 0

さらにこの表示は一意的に定まる.

例 32. R = Zとする. 整数 n, mが同伴であることは, n = ±mと意味する. この場合,

P を素数全体の集合とすることができる.

例 33. Rを UFDとし, K = Frac(R)を Rの分数体とおく. 群 (K×,×)を考える. 上の
ような集合 P を固定することで, K× を求めることができる. 上記の通り, 各 x ∈ R \ {0}
を x = u

∏
p∈P p

vp(x) (u ∈ R×, vp(x) ∈ Z≥0) で一意的に表すことができる. よっ
て, 0 でない x ∈ K \ {0} は、x = a

b（a, b ∈ R \ {0}）を書くことにより, 同じよう
な積で表すことができるが, この場合は冪指数 vp(x) が Z の整数である. また, 写像
f : R× × Z(P) −→ K× を, f : (u, (kp)p∈P) 7→ u

∏
p∈P p

kp で定める (ここで, Z(P) とい
う記号は, 自由群⊕

p∈P Zを意味する). 族 (kp)p∈P は, 有限個の pを除いて, kp = 0 を
満たすので,

∏
p∈P p

kp を考えることができる. 写像 f は, 群準同型であることを簡単に
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確かめることができる. f は全単射であるので, 群同型となる. つまり, K× の同型類は,

Rの単数群 R× と P の濃度により一意的に定められる. 例えば, UFD Zの場合を考える.

Z× = {±1}であり, P = {素数 }とする. よって,

Q× ' Z/2Z× Z(N)

である (P は N と同じ濃度を持つ). なお, 有限体 F3 = {0, 1,−1} 上の多項式環 R =

F3[X]を考える. R の単数群は, R× = F×3 = {−1, 1}である. 可換環 R は UFDである
ことが知られている. 既約元の完全代表系 P を明示的に求めるのは難しいが, Rが可算集
合なので, P も可算集合である. よって, Zの例と同様に, F3(X)× は Z/2Z×Z(N) と同型
である. 特に, F3(X)× と Q× は群として同型である. しかし, 具体的な同型写像を書くの
は非常に難しい.

補題 34. UFDにおいて, 素元と既約元は一致する.

証明. 既約元が素元であることを証明すればよい. 既約元の集合の完全代表系 P を固定
する. x を既約元とし, ab ∈ (x) (a, b ∈ R) とする. 上記のように a = u

∏
p∈P p

vp(a),

b = u′
∏
p∈P p

vp(b) と書く. ab ∈ (x) なので, vx(a) + vx(b) ≥ 1 となる. したがって,

vx(a) ≥ 1または vx(b) ≥ 1である. つまり, a ∈ (x)または b ∈ (x). よって, xは素元で
ある.

例 35.

(a) Zは UFDである.

(b) 問 30により, Z[
√
−5]において, 素元でない既約元が存在する. したがって, Z[

√
−5]

は UFDでない.

命題 36. Rを整域とする. 次の３つの条件はどれも互いに同値である.

(i) Rは UFDである.

(ii) 0でも単数でもない xに対し, 素元 x1, . . . , xn が存在し, x = x1 . . . xn である.

(iii) (a) 0でも単数でもない xに対し, 既約元 x1, . . . , xn が存在し, x = x1 . . . xn であり,

かつ (b) 素元と既約元が一致する.

証明. 「(iii)⇒(ii)」は明らか. 他方, (ii)が成り立つと仮定し, (iii)を示す. (iii)(a)は明ら
かなので, (iii)(b)だけ示してよい. aをRの既約元とする. (ii)より, 素元 x1, . . . , xnが存
在し, a = x1 . . . xnである. aは既約元なので, n = 1となり, aは素元である.「(i)⇒(ii)」
は補題 34 から直ちに分かる. 他方, (iii) を仮定し, (i) を示す. 定義 31(b) だけ証明し
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てよい. それは, 帰納法によって証明する. x1, . . . , xn また y1, . . . , ym を既約元とし,

x1 . . . xn = y1 . . . ym とする. 特に,積 y1 . . . ym が単行イデアル (x1)に属する. (iii)(b)の
仮定より, (x1)は素イデアルである. よって, ある 1 ≤ j ≤ mが存在し, yj ∈ (x1)である.

番号をつけ直すことにより, j = 1であると仮定してよい. よって, ある z ∈ Rが存在し,

y1 = x1z である. また, 同じ理由で (y1)は素イデアルであり, x1 ∈ (y1)または z ∈ (y1)

が成り立つ. 後者の場合は, z = y1w（w ∈ R）と書くことができ, y1 = x1z = x1y1w. R

は整域なので, 1 = x1wとなる. それは x1 が素元であることに矛盾する（素元は単数でな
いので）. したがって, x1 ∈ (y1)となり, x1 = y1r（r ∈ R）と書くことができる. よって,

y1 = x1z = zy1r であり, 1 = zr となる. つまり, z, r ∈ R× である. つまり, x1 と yj は
同伴である. さらに等式 x1 . . . xn = y1 . . . ym から rx2 . . . xn = y2 . . . ym となる. r は単
数なので, rx2 はまた素元である. この等式に帰納法の仮定を適用すると, n− 1 = m− 1

となる. さらに 2 ≤ i ≤ nに対し, xi と yi は同伴である. これより Rは UFDである.

1.5 ネーター環
定義 37. 可換環 Rは以下の条件を満たすとき, ネーター環であるという.

I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ In ⊂ . . .

を Rのイデアルの任意の無限増加列とすると, ある N ∈ Nより, IN = IN+1 = . . . が成
り立つ.

定理 38. 以下３つの条件はどれも互いに同値である.

(i) Rはネーター環である.

(ii) 任意の Rのイデアル I に対し, a1, . . . , an ∈ I が存在し, I = Ra1 + . . . Ran.

(iii) X 6= ∅が Rの任意のイデアルの集合ならば, 包含関係に関する極大元 I ∈ X が存在
する.

条件 (iii)を具体的に論理記号で書くと, 「ある I ∈ X が存在し, 任意の J ∈ X に対し,

もし I ⊂ J ならば, I = J である」という条件である. 例えば、R = Zとし, 次の集合 X

を考える:
X = {4Z, 5Z, 8Z, 12Z}.

(包含関係に関する)X の極大元全体のなす集合は, {4Z, 5Z}である. 8Z ⊂ 4Z, 12Z ⊂ 4Z
より, 8Zと 12Zは極大元でない. この例では, X が有限集合なので, X が極大元を含むこ
とは明らか (一般に, 半順序集合 X が無限であれば, もちろん X には極大元が存在する).
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しかし, 半順序集合 X が無限集合であるときに, 必ずしも極大元が存在しないので, 定理
38(iii)は新しい情報を与える.

注意 39. 「X の極大元」と「極大イデアル」を混同しないように注意. 上の例では, 4Z
は X = {4Z, 5Z, 8Z, 12Z}の極大元であるが, Zの極大イデアルでない (4は素数でない
ので). 実は,「極大イデアル」というのは, X = {I イデアル | I 6= R}の極大元に他なら
ない.

定理 38の証明:

(iii) ⇒ (i)：I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ In ⊂ . . . を Rのイデアルの増加列とする. X = {In | n ≥
1}とおく. Rはネーター環なので, X は極大元 IN を持つ. したがって, IN = IN+1 = . . .

である.

(i) ⇒ (iii)：R をネーター環とし, 空でない X を R のイデアルの集合とする. そこで,

X が極大元を持たないと仮定して, 矛盾を導く. まず, I1 ∈ X を選ぶ. I1 極大元でないの
で, 別のイデアル I2 ∈ X が存在し, I1  I2 である (真部分集合であることを「 」とい
う記号で表す). 同様に, I2 が X の極大元でないので, I3 ∈ X が存在し, I2  I3 である.

この通りに続いて, 増加列
I1  I2  · · ·  In  . . .

を作ることができる. よって, Rはネーター環であるので, 矛盾する.

(ii) ⇒ (i)：I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ In ⊂ . . . を R のイデアルの増加列とする. I =
⋃
n≥0 In

とおく. 一般に, イデアルの族 (Ij)j∈J の和集合
⋃
j∈J Ij 必ずしもたイデアルでないこと

に注意する. しかし, 増加列の場合は, I =
⋃
n≥0 In またイデアルであることを次のうよ

うに確認できる. x, y ∈ I とし, x+ y を考える. ある n,m ≥ 0が存在し, x ∈ In, y ∈ Im

である. よって, N ≥ maxn,mならば, x, y ∈ IN により, x+ y ∈ IN ⊂ I となる. また,

a ∈ R, x ∈ I ならば, ax ∈ I であるので, I は R のイデアルである. (ii)より, I は有限
生成イデアルである. そのため, x1, . . . , xn ∈ I が存在し, I = (x1, . . . , xn) が成り立つ.

元 x1, . . . , xn に対し, ある番号 m ≥ 0 が存在し, x1, . . . , xm ∈ Im である. したがって,

I = Im であり, さらに Im = Im+1 = Im+2 = . . . となる. Rがネーター環であることを
証明した.

(i) ⇒ (ii)：他方, Rがネーター環であると仮定する. I を Rのイデアルとする. I が有
限生成イデアルであることを示す. 「(i)⇔(iii)」をすでに証明したので, (iii)を使うことが
できる. 次の Rのイデアルの集合 X を考える. J ⊂ I を満たす有限生成イデアル J 全体
のなす集合を考え, この集合を X とおく. 例えば, ゼロイデアル 0が X の元であるので,
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X は空集合でない. (iii)を使うことにより, X の極大元 J ∈ X が存在する. J = I であ
ることを主張する. そうでなければ, x ∈ I が存在し, x /∈ J である. 和イデアル (x) + J

を考える. x /∈ J より, J  J + (x)である. それに, J + (x)は有限生成イデアルである
(J が元 y1, . . . , yr ∈ J で生成されると, J + (x) は元 y1, . . . , yr, x で生成される). よっ
て, イデアル J + (x)はX の元であり, J がX の極大元であることを矛盾する. したがっ
て, I = J であり, I は有限生成イデアルとなる.

命題 40. Rを整域とし, Rがネーター環であるとする. このとき, 0でも単数でもない任
意の Rの元 xを Rの既約元の積として表すことができる. つまり, 既約元 p1, . . . , pn が
存在し, x = p1 . . . pn である.

証明. 次の Rのイデアルの集合を考える.

X := {(x) | x が既約元の積でない }

つまり,「既約元の積として表すことができる」という条件を満たさない元 xに対して, そ
の元の生成する単項イデアル (x)を考える. そして, そういう単項イデアル (x)全体のな
す集合を X とおく. X が空集合であることを示してよい. X が空集合でないと仮定する.

そのとき, Rがネーター環なので, X は極大元を含む. (y) ∈ X をこういう極大元とする.

1.6 単行イデアル整域
単項イデアル整域は, ネーター環の重要な例である.

定義 41. 整域 Rとする. 任意のイデアルが単項イデアルであるとき, Rは単項イデアル
整域あるいは PIDとよぶ.

定理 42. PIDは UFDである.

証明. PIDR とする. PIDはネーター環であるので, 命題 40により定義 31(1)が成り立
つ. 命題 36により, 素元と既約元が一致することを示してよい. 一般に素元は既約元であ
る. 他方, xを既約元とし, xが素元であることを示す. (x)は極大イデアルであることを
証明する. イデアル I ⊂ Rとし, (x) ⊂ I とする. a ∈ Rが存在し, I = (a)である. よっ
て, x = ab（b ∈ R)である. xは既約元なので, a ∈ R× または b ∈ R× である. 前者の場
合は, I = Rであり, 後者の場合は, I = (x)となる. したがって, (x)は極大イデアルであ
り, xは素元である.
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例 43. (a) Zは PIDである.

(b) K を可換体とする. このとき, 多項式環K[X]は PIDである.

問 44. Z[i] = {a+ bi | a, b ∈ Z}とする.

(i) Z[i]は Cの部分環であることを示せ.

(ii) Z[i]は PIDであることを示せ.

解答. 1つ目の主張は, 問 30と同様に確認できる. (ii)を証明するには, Z[i]はユークリッ
ド環であること示す. その定義を思い出そう. 整域 R はユークリッド環であるというの
は, 写像 f : R \ {0} → Z≥0 が存在し, 次の条件を満たすことである.

任意の a ∈ R, b ∈ R \ {0}に対し, a = bq + r を満たす Rの元 q, r が存在する. さらに,

r 6= 0ならば, f(r) < f(b)である.

例えば, Zにおいて, 絶対値関数 Z \ {0} → Z≥0 は上記の条件を満たす. また, K は可
換体とし, 可換環 K[X]において次数関数 K[X] \ {0} → Z≥0 もそのような写像である.

Z[i]の場合は, z 7→ |z|2 = zz で定まる関数 Z[i] \ {0} → Z≥0 を考える. まず, z = a+ ib

（a, b ∈ Z)ならば, z = a− ibはまた Z[i]の元であり, zz = a2 + b2 は整数である. Z[i]の
元 z1 = a1 + ib1, z2 = a1 + ib2 とし, z2 6= 0とする. 分数 z1

z2
は, Z[i]の分数体の元であ

る. その分数体は Q(i) = {a+ ib | a, b ∈ Q}であることを簡単に確認できる. よって, 有
理数 x, yが存在し, z1z2 = x+ iyである. 整数で有理数を近似することにより, 整数 u, vが
存在し, |x− u| ≤ 1

2 かつ |y− v| ≤ 1
2 である. q = u+ iv とおき, r = z1 − qz2 とおく. 明

らかに z1 = qz2 + r が成り立つ. また,

| r
z2

|2 = |(x− u) + i(y − v)|2 = (x− u)2 + (y − v)2 ≤ (
1

2
)2 + (

1

2
)2 =

1

2
.

よって, |r|2 ≤ |z2|2 であり, 関数 ||2 はユークリッド環の定義の条件を満たす. したがっ
て, Z[i]は PIDである.

命題 45. PID Rにおいて, 0でない素イデアルは極大イデアルである.

証明. 0でない素イデアル I とする. 素元 pが存在し, I = (p)である. もし, Rのイデア
ル J が I ⊂ J を満たせば, J が pの約元で生成される. よって, J = (p)または J = Rと
なる. これより結論を得る.
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1.7 多項式環
1.7.1 R整域 ⇒ R[X]整域
Rを可換環とし, X を文字とする (X は不定元あるいは変数と呼ばれる). X に関するR

上の多項式全体を R[X]と書く. 演算 +と ×は R[X]上に定義されており, (R[X],+,×)

はまた可換環である. R はある性質を持つときに, R[X] も同じ性質を持つかどうだを調
べる. 例えば, R は整域であると, R[X]も整域である. これを示すために, 多項式の次数
を考える. 多項式 f 6= 0を f =

∑n
i=0 aiX

i（an 6= 0）という形に表すときに, nを f の次
数と呼ぶ. 0の次数は −∞と定義される.

補題 46. R を整域とする. このとき, 任意の f, g ∈ R[X] に対し, deg(fg) = deg(f) +

deg(g)が成り立つ.

証明. f と g の最高次の項をそれぞれ anX
n と bmX

m とおく. 明らかに, i > n +mな
らば, fg の i次の項は 0である. また, n+m次の項は anbmX

n+m である. Rが整域な
ので, anbm 6= 0となり, fg の次数は n+mになる.

しかし, R は整域でない場合は, 積の次数の公式は一般には成り立たないことに注意す
る. 例えば, R = Z/4Zのとき, f = 2X+1の次数は 1であるが, f2 = 4X2+4X+1 = 1

の次数は 0である. 補題 46の系として, 上記の主張を示す:

系 47. Rは整域ならば, R[X]は整域である.

証明. 積の次数の公式からすぐわかる.

なお, Rを可換環とし, R[X]の単数を考える. Rが整域である場合は, R[X]× を簡単に
求めることができる. もし, 多項式 f, g が fg = 1を満たせば, 次数を考えることにより,

0 = deg(fg) = deg(f) + deg(g)となる. よって, deg(f) = deg(g) = 0であり, f, g は実
際に R× の元である. したがって, R[X] = R×. Rは一般の可換環である場合, 次の命題
が成り立つ.

命題 48. R を可換環とし, 多項式 f =
∑n
i=0 aiX

i とする. 次の条件は互いに同値で
ある.

(i) f は R[X]の単数である.

(ii) a0 ∈ R× であり, さらに a1, . . . ,an は冪零元である.
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R はある性質を持つとき, R[X] はその性質を R から継承することがある. ただし, R

の全ての性質がこのように R[X] に持ち越されるわけでないことに注意する. 例えば, R

は PIDならば, R[X]は一般に PIDであるとは限らない. 実は, いつ R[X]は PIDである
かは次の命題からわかる.

命題 49. 可換環 Rに対し, 次が成り立つ.

R[X]が PID ⇐⇒ Rが可換体.

証明. 「⇐=」は知られている. 他方, R[X]は PIDであるとする. 特に, R[X]は整域であ
るので, その部分環 R も整域になる. 単項イデアル (X)を考える. 剰余環 R[X]/(X)は
Rと同型であるので, (x)は素イデアルである. 一般に, 命題 45より, PIDにおいて 0で
ない素イデアルは極大イデアルである. よって, (X)は極大イデアルである, R は可換体
になる.

1.7.2 R UFD ⇒ R[X] UFD

定理 50. Rは UFDならば, R[X]は UFDである.

まず, UFDは定義から整域であることに注意する. Rを UFDとすると, 特に Rは整域
なので, §1.7.1により R[X]も整域であることがわかる.

定理 50を証明するには, UFD上の多項式の内容（content）を定義する. まず, UFD R

における最大公約数の定義を思い出そう. 既約元の集合の完全代表系 P を選ぶ. これによ
り, ゼロでない x ∈ Rを一意的に x = u

∏
p∈P p

vp(x)（u ∈ R×, vp(x) ∈ Z≥0）で表すこ
とができる. ゼロでない元 x1, . . . , xm に対し, その元の最大公約数は, 次のように定義さ
れる：

gcd(x1, . . . , xm) =
∏
p∈P

pmin(vp(x1),...,vp(xm)).

この元は, 集合 P の選び方に依存することに注意する. しかし, 別の完全代表系
P ′ に関して考えた gcd(x1, . . . , xm) は, 前の元と同伴である. よって, 単項イデアる
(gcd(x1, . . . , xm))は一意的に定まり, P の選び方に存在しない. つまり, gcd(x1, . . . , xn)

は同伴を除いて矛盾なく定まる.

R の任意の元 x1, . . . , xm とし, 少なくとも 1 つの xi は 0 でないとする. このとき,

x1, . . . , xm の最大公約数は 0 でない xi 全体の最大公約数として定義される. 例えば, Z
において, gcd(3, 0, 15,−3) = 3（同伴を除いて).
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定義 51. Rを UFDとし, f =
∑n
i=0 aiX

i を 0でない R上の多項式とする. f の内容は,

f の全ての係数の最大公約数として定義され, c(f)と書く. この元は同伴を除いて一意的
に定まる. f の内容は単数であるときに, f を原始多項式と呼ぶ.

例 52.

(a) 例えば, R = Z の場合, f = 2X3 − 4X + 7 は原始多項式である (同伴を除いて
gcd(2,−4, 7) = 1となる).

(b) R = C[Y ]とする. R上の X の多項式 f = Y X2 + Y 3X + Y とする. f の内容は同
伴を除いて c(f) = Y である.

補題 53. Rを UFDとする. f, g ∈ R[X]に対し, 同伴を除いて

c(fg) = c(f)c(g)

が成り立つ.

証明. まず, f, g は原始多項式であるときに, fg また原始多項式であることを示す. fg は
原始多項式でないと仮定する. このとき, ある既約元 pが存在し, fg の全ての係数は単項
イデアル (p)に含まれる. 剰余環 R′ = R/(p)とおき, 可換環 R′[X]を考える. この可換
環は, R[X]/(p)と同一視して良い (ここで, (p)は定数多項式として満たされた pで生成
される R[X] の単項イデアルを表す). h ∈ R[X] の類を h で表す. f 7→ f で定まる写像
R[X] → R[X]/(p)は準同型である. 仮定から 0 = fg = fg. 元 pは素元なので, (p)は素
イデアルである. したがって, R′ は整域であり, 系 47により R′[X]は整域である. しか
し, f, g は原始多項式なので, f , g はゼロでない R′[X]の元になる. これは R′[X]が整域
であることに矛盾する. よって, fg は原始多項式である.

任意の多項式 f, g ∈ R[X] とし, f ′ = f
c(f) と g′ = g

c(g) を考える. 明らかに f ′, g′

は R[X] の元であり, さらに原始多項式である. よって, f ′g′ は原始多項式になる.

fg = c(f)c(g)f ′g′ より, 補題の公式が従う.

証明 (定理 50の証明). Rの分数体を K とおく. K[X]は PIDなので, UFDである. こ
の情報を使い, R[X]も UFDであることを証明できる. まず, R[X]の既約元の集合を求
める. R[X]の既約元全体は, 次の形の多項式であると主張する：

(1) 定数多項式として見なされた Rの既約元.

(2) K[X] において既約元である R[X] の原始多項式. 特に, このような多項式の次数は
≥ 1であることに注意する.
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明らかに, (1) の形の多項式は R[X] の既約元である. (2) の形の多項式 f とする. もし,

f は R[X]において既約元でなければ, R[X]の単数でない a, bが存在し, f = abである.

K[X]の元とした f は既約元なので, a ∈ K× または b ∈ K×. 前者が成り立つと仮定し
て良い. a ∈ R[X]より, aはゼロでない Rの元になる. さらに, 仮定から aは単数でない.

しかし, f の内容を考えると, c(f) = c(ab) = ac(b)となり, f が原始多項式であることに
矛盾する. よって, (2)の形の多項式も R[X]の既約元である. 任意の f ∈ R[x]は (1)ま
た (2)の形の多項式の積として表すことができることを示す. まず, f は原始多項式であ
る場合を考える. K[X]は UFDなので, K[X]の既約元 f1, . . . fn が存在し, f = f1 . . . fn

となる. この元 fi は R[X]に属しないかもしれないが, 適当に 0でない di ∈ Rを選ぶこ
とにより, difi ∈ R[X]となる. d = d1 . . . dn とおき, df = (d1f1) . . . (dnfn)となる. そ
の等式の両側の内容を考えると, c(df) = c(d1f1) . . . c(dnfn)となる. f は原始多項式なの
で, c(df) = dc(f) = d. よって,

f =
df

d
=

d1f1
c(d1f1)

. . .
dnfn
c(dnfn)

となる. ここで, difi
c(difi)

は R[X]の多項式であり, さらに原始多項式である. これにより,

原始多項式 f は (2)の形の多項式の積として表せることを確認できた. また, 任意の R上
の多項式 f とすると, f = c(f) f

c(f) と書くことにより, f は (1)と (2)の形の多項式の積
として表すことができる. (1)と (2)のような形の多項式が R[X]の既約元であることを
確かめた. 他方, f ∈ R[X]を既約元とする. (1)または (2)のような多項式 f1, . . . , fn が
存在し, f = f1 . . . fn である. f は規約元なので, n = 1となり, f が (1)または (2)のよ
うな多項式である.

最後に, R[X] は UFD であることを示す. 命題 36 により, 既約元は素元である
ことを示して良い. (1) のような元は, 明らかに R[X] において素元である (例えば,
R[X]
(p) ' (R/(p))[X]より従う). (2)のようなもの f とする. 次の等式を示す:

fK[X] ∩R[X] = fR[X].

「⊃」はすぐにわかる. 他方, 「⊂」という包含は, もし g ∈ R[X] は K[X] において f

で割れれば, g は R[X] においても f で割れるという意味である. このような元 g とし,

g = fh（h ∈ K[X])とする. 適用な 0でない d ∈ Rが存在し, dh ∈ R[X]となる. よっ
て, dg = f(dh)である. 内容を考えることにより, dc(g) = c(dg) = c(f)c(dh) = c(dh)と
なる. よって,

g = fh =
dh

d
f =

dh

c(dh)
c(g)f
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であり, g ∈ fR[X]が成り立つ. これより主張が従う. 余剰環 R[X]
fR[X] が整域であることを

示す. 自然な準同型 φ : R[X] → K[X]
fK[X] を考える. φの核は, K[X]において f で割れる

R[X]の多項式である. 上記により, Ker(φ) = fR[X]であり, 準同型分解定理 17により,

単準同型 R[X]
fR[X] →

K[X]
fK[X] になる. よって, R[X]

fR[X] は整域の部分環であるので, 整域になる.

したがって, 単項イデアル fR[X]は素イデアルであり, f は素元である.

例 54. R = Zとし, Z[X]を考える. 定理 50により, Z[X]は UFDである. Z[X]の既約
元全体は, 同伴を除いて, (1)素数 pまた (2)Q上既約である Z[X]の原始多項式である. 例
えば, 次の元は Z[X]の既約元である：11, 4X+1, 2X2+1. また, 2X+4は既約元でない.

しかし, Q[X]の元として, 2X + 4は既約元であることに注意する. 2X + 4 = 2(X + 2)

と書けるが, 2は Q[X]の単数であるので, それは規約元の定義に矛盾しない.

1.7.3 Rネーター環 ⇒ R[X]ネーター環

定理 55. Rはネーター環ならば, R[X]はネーター環である.

証明. I を R[X]のイデアルとする. I は有限イデアルでないと仮定する. I は 0でないの
で, ある f0 ∈ I が存在し, 0 でない I の元のうちで, 次数が最小のものである. I は有限
イデアルでないので, (f0)  I となる. そして, I \ (f0)の元のうちで, 次数が最小の多項
式 f1 を選ぶ. 同様に, (f0, f1)  I なので, 次数が最小の f2 ∈ I \ (f0, f1)を選ぶ. このよ
うに, I の元の列 (f0, f1, f2, . . . ) が定まる. 明らかに, deg(f0) ≤ deg(f1) ≤ . . . である.

i ≥ 0に対し, fi の主係数を ai で表す. Rのイデアルの列

(a0) ⊂ (a0, a1) ⊂ (a0, a1, a2) ⊂ . . .

を考える. ネーター環の性質から, ある番号 N よりこの列が停止する. よって, aN+1 ∈
(a0, . . . , aN )であり, aN+1 =

∑N
i=0 aibi (bi ∈ R)と書ける. fi の次数は di とおく. 次の

多項式を考える：

g = fN+1 −
N∑
i=0

bifiX
dN+1−di

明らかに, g ∈ (f0, . . . , fN+1) であり, さらに g は (f0, . . . , fN ) に属しない. 上記の和
の全ての項の次数は ≤ dN+1 であるので, g の次数も ≤ dN+1 となる. また, g の dN+1 次
の項の係数は aN+1 −

∑N
i=0 aibi = 0となる. よって, g の次数は < dN+1 であり, fN+1

の選び方に矛盾する. これより主張が従う.
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注意 56. 同様に, ネーター環 R の多変数多項式環 R[X1, . . . , Xn] はネーター環である.

それは, nに関する帰納法により証明できる.

1.8 例と反例
ネーター環、UFD、PIDの例と反例をまとめよう. 可換体K を固定する.

(1) まず, PIDの例として次の可換環を考える：Z,K[X],Z[i]. 一般に, PIDは UFDまた
ネーター環であるので, Z, Z[i], K[X]は, その３つの性質を持つ.

(2) Z[X],K[X,Y ] は, PID でないが, ネーター環かつ UFD という性質を持つ. それは,

次のように確認できる：Z, K[Y ]は PIDであるので, 特に UFDとネーター環である.

よって, 定理 50と定理 55から Z[X], K[X,Y ]は UFDまたネーター環である. また,

Z, K[Y ]は可換体でないので, 命題 49からその上の多項式環は PIDでない.

(3) そして, UFD でないネーター環の例として, 次の可換環を挙げられる：Z[√−5],
K[X,Y ]
(X2−Y 3) . 問 30 により, Z[

√
−5] は UFD でない. それはネーター環であること

は, 次のように確かめられる. 定理 55 により, Z[X] はネーター環である. また,

P (X) 7→ P (
√
−5)で定まる写像 Z[X] → Z[

√
−5]は明らかに全準同型である. よっ

て, Z[
√
−5]はネーター環の剰余環とみなせるので, ネーター環になる (あるいは, 下

記の定理 61を適用できる). 同じ理由で, R = K[X,Y ]
(X2−Y 3) もネーター環である. しかし,

この可換環は UFDでないことを確かめることができる.

(4) 最後に, ネーター環でない UFDの例を考えよう. まず, 無限個の変数の多項式の定理
を復習する. S を集合とし, (Xs)s∈S を S の元によって添字付けられた変数とする. S

は無限集合であるとき, 多項式環 R[(Xs)s∈S ]は下記のように定義される.

R[(Xs)s∈S ] =
⋃

有限部分集合 T⊂S

R[(Xs)s∈T ]

つまり, (Xs)s∈S の多項式は, ある有限部分集合 T ⊂ S に対して, 変数 (Xs)s∈T の多
項式である. R[(Xs)s∈S ]上の演算 +と ×は自然に定義される.

補題 57. 変数 X1, X2, . . . を固定する. 可換環 K[X1, X2, . . . ] は UFD であるが,

ネーター環でない.

証明. まず, UFDの性質を確かめる. 部分集合 T ⊂ S に対し, RT = R[(Xs)s∈T ]と
おく. 既約元 f ∈ RT とする. RT は UFDであるので, f は RT において素元である.

また, RS の元としても素元である. よって, 主張が命題 36から従う. そして, RS は
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ネーター環でないことを証明する. イデアル I = (X1, X2, . . . )とする. もし I は有限
イデアルならば, I = (f1, f2, . . . , fm) (fi ∈ RS) と書ける. 多項式 f1, f2, . . . , fm に
は有限個の変数しか含まれないので, その多項式に含まれない変数 XN を選ぶことが
できる. よって, XN =

∑m
i=1 aifi (ai ∈ RS) と書ける. 多項式 ai のXN を 1で置き

換えたものを a′i と書く. よって, 1 =
∑m
i=1 a

′
ifi となり. したがって, f1, . . . , fm は自

明イデアル Rを生成する. これは I 6= Rに矛盾する.

1.9 有限 R-代数と有限生成 R-代数
定義 58. R,S を可換環とし, R → S を準同型とする. このとき, S は R-代数であると
いう.

例えば, 自然な準同型 R→ R[X]に対して, R[X]は R-代数である.

準同型 f : R → S を R-代数 S の構造射とよぶ. 構造射は文字で表すことなく, a ∈ R,

x ∈ S に対し, f(a)xを単に axと書く. R-代数 S を R-加群として見なすことができる.

そのため, R-加群の記号と合わせて, ax = f(a)xという記号を使用する.

定義 59. R を可換環とし, S を R 上の代数とする. S は有限 R-代数 (finite R-algebra)
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であるとは, x1, . . . , xn ∈ S が存在し, 全ての x ∈ S に対し, x =
∑n
i=1 aixi となる

a1, . . . , an ∈ Rが存在することをいう.

定義 60. R を可換環とし, S を R 上の代数とする. S は有限生成 R-代数 (finitely

generated R-algebra) であるとは, x1, . . . , xn ∈ S が存在し, 全ての x ∈ S に対し,

x = P (x1, . . . , xn) となる多項式 P (X1, . . . , Xn) ∈ R[X1, . . . , Xn] が存在することとき
にいう.

S, S′ を R-代数とする. R-代数の準同型 f : S → S′ とは, f(ax) = af(x)（a ∈ R,

x ∈ S）を満たす環準同型をいう. 例えば, S は R-代数ならば, x1, . . . , xn ∈ S に対し,

R[X1, . . . , Xn] −→ S, P 7→ P (x1, . . . , xn)

で定まる写像は R-代数の準同型になる. 他方, 全ての R-代数の準同型 R[X1, . . . , Xn] →
S はこのように元 x1, . . . , xn ∈ S で定まる. したがって, S は有限生成 R-代数であるた
めの必要十分条件として, R-代数の全準同型 R[X1, . . . , Xn] → S が存在することである.

定理 61. ネーター環 R上の有限生成 R-代数はネーター環である.

証明. S を有限生成 R-代数とする. 上記の通り, 全準同型 f : R[X1, . . . , Xn] → S が存在
する. よって, I = Ker(f)とおくことにより, 同型 R[X1, . . . , Xn]/I ' S が定まる. 注意
56より, R[X1, . . . , Xn]である. イデアルによるネーター環の剰余環はまたネーター環に
なることは, 直ちに定義から分かる. 主張が従う.

2 可換環のスペクトル
Rを可換環とする. Rのスペクトルは, Rの素イデアル全体のなす集合として定義され
る. すなわち,

Spec(R) = {素イデアル p}.

この集合は, ザリスキー位相に関して位相空間になる. また, Spec(R) は代数幾何の非常
に重要な概念になる.
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2.1 ザリスキー位相
Rのイデアルに対し, 次の Spec(R)の部分集合を定義する.

D(I) = {素イデアル p | I  p}
V (I) = {素イデアル p | I ⊂ p} = Spec(R) \D(I).

定理 62. 集合 O = {D(I) | I イデアル }は Spec(R)上の位相を定める. すなわち, O は
開集合系になる.

この定理を証明する前に, 開集合系の定義を思い出そう. X は集合とし, X の部分集合
の集合 O とする. O は次の条件を満たすときに, 開集合系であるという.

(i) ∅ ∈ O, X ∈ O.

(ii) U,U ′ ∈ O ならば, U ∩ U ′ ∈ O.

(iii) (Uj)i∈J が O の元の族ならば,
⋃
j∈I Uj ∈ O.

証明. I = 0とすると, V (I) = Spec(R)であり, D(I) = ∅となる. また, I = Rならば,

V (I) = ∅, D(I) = Spec(R)となる. よって, 開集合系の定義の (i)が成り立つ. (ii)を証
明する. イデアル I, I ′ ⊂ Rに対し,

V (II ′) = V (I) ∪ V (I ′)

であると示す. II ′ ⊂ I であるので, V (I) ⊂ V (II ′)となり, 同様に V (I ′) ⊂ V (II ′)であ
る. 他方, II ′ ⊂ pとなる素イデアル pに対し, I ⊂ pまたは I ′ ⊂ pであることを示して
よい. もし I  p かつ I ′  p ならば, 元 x ∈ I \ p また x′ ∈ I ′ \ p が存在する. pが素
イデアルなので, xx′ /∈ pである. ただし, xx′ ∈ II ′ であるので, II ′ ⊂ pという仮定に矛
盾する. したがって, 上記の公式が成り立つ. 差集合を考えると, D(II ′) = D(I) ∩D(I ′)

となり, これより性質 (ii)が従う. 最後に, (iii)を示す. (Ij)j∈J を Rのイデアルの族とす
る. 全ての (Ij)j∈J で生成されるイデアルを I とおく. つまり,

I =

⋃
j∈J

Ij


イデアル K に対し, I ⊂ K という条件は, ∀j ∈ J , Ij ⊂ K であるための必要十分条件
である. これより, V (I) =

⋂
j∈J V (Ij)となり, さらに D(I) =

⋃
j∈J D(Ij)となる. した

がって, (iii)の性質が成り立つ.
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例 63. R = Zとする. Zの素イデアル全体の集合は, 素数 pで生成されるイデアル (p),

またゼロイデアル 0からなる. 自明でないイデアル I とし, I = (n)となる整数 n 6= 0と
する. nの素因数分解は n = ϵpα1

1 . . . pαr
r (ϵ ∈ {−1, 1}) とする. そのとき,

V (I) = {(p1), · · · , (pr)}

となる. したがって, Spec(Z)の閉集合全体は,

∅, Spec(Z), {(p1), · · · , (pr)} (r ≥ 1, pi：素数)

である. したがって, {(p)}のような単集合は閉であるが, 0は位相空間 Spec(Z)の稠密な
点になることに注意する.

可換環 R とする. 元 f ∈ R で生成される単項イデアル (f)の場合は, V ((f)), D((f))

をそれぞれ単に V (f), D(f)とおく.

一般に, Spec(R)の開集合 U に対し, 定義から U = D(I)となるイデアル I が存在する
が, I は単項イデアルであるとは限らない. ただし, U が D(f)（f ∈ R）のような開集合
の和集合として表すことができる. すなわち,

D(I) =
⋃
f∈I

D(f)

である. f ∈ I ならば, 明らかに D(f) ⊂ D(I)である. 他方は, 次の補題から得られる.

補題 64. p ∈ Spec(R)とする. {D(f) | f /∈ p}は, Spec(R)において pの基本近傍系を
なす.

位相空間 X において, 点 x ∈ X の近傍の族 (Vj)j∈J が基本近傍系であるとは, xの任
意の近傍 V に対し, ある j ∈ J が存在し, Vj ⊂ J となるときにいう.

証明. pの近傍 V とする. まず,近傍の定義から,イデアル I ⊂ Rが存在し, p ∈ D(I) ⊂ V

となる. また, 任意のイデアル I に対し, 定義から p ∈ D(I) ⇔ I 6⊂ pとなる. したがっ
て, 元 f ∈ I \ pが存在する. このような元を選ぶことにより, p ∈ D(f) ⊂ D(I)となる.

補題 65. Spec(R)において, 素いである pに対し, 単集合 {p}が閉であることは, pが極
大イデアルであることと同値である.

この補題を証明する前, 一般の部分集合 S ⊂ Spec(R)の閉包を考える. S = {pj | j ∈
J}とおく. 閉包の定義から,

S =
⋂

S⊂V (I)

V (I)
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である. S ⊂ V (I)という条件は, ∀j ∈ J, I ⊂ pj であることと, また I ⊂
⋂
j∈J pj であ

ることと同値である. したがって,

S =
⋂

I⊂
∩

j∈J pj

V (I) = V (
⋂
j∈J

pj)

である.

証明. 素イデアル pとする. S = {p}とおき, 上記の公式を使うことにより, {p}の閉包は
V (p)であることがわから. したがって, {p}が閉であることは, V (p) = {p}であることと
同値である. 主張は補題 27から従う.

イデアル I に対し, √
I = {x ∈ R | ∃n ≥ 1, xn ∈ I}

とおく.
√
I は I の根基と呼び, I を含むイデアルである.

補題 66. イデアル I に対し, 次が成り立つ
√
I =

⋂
I⊂p

素イデアル

p.

命題 67. イデアル I, J に対し, 次が成り立つ.

V (I) ⊂ V (J) ⇐⇒
√
J ⊂

√
I

V (I) = V (J) ⇐⇒
√
J =

√
I.

2.2 局所化の復習
Rを可換環とする. 部分集合 S ⊂ Rは乗法的閉集合であるとは, 次の２つの条件を満た
すときにいう.

(a) 1 ∈ S.

(b) x, y ∈ S ならば, xy ∈ S.

例 68. 以下の２つの例は非常に重要である.

(1) 素イデアル pとする. S = R \ pは乗法的閉集合である.

(2) f ∈ Rにおいて, {1, f, f2, . . . }は乗法的閉集合である.
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S は Rの乗法的閉集合であるとき, R × S において同値関係 ∼は次のように定義され
る. (x, s), (x′, s′) ∈ R× S に対し,

(x, s) ∼ (x′, s′) ⇐⇒ t ∈ S が存在し, t(sx′ − s′x) = 0.

関係 ∼が同値関係であることを確認する. 反射性と対象性は明らか. ∼は推移的であるこ
とを証明する. (x, s), (x′, s′), (x′′, s′′)とし, (x, s) ∼ (x′, s′)かつ (x′, s′) ∼ (x′′, s′′)とす
る. このときに, t, t′ ∈ S が存在し, t(sx′ − s′x) = 0であり, t′(s′x′′ − s′′x′) = 0である.

よって, tt′s′sx′′ = tt′s′′sx′ = tt′s′s′′xとなり, つまり tt′s′(sx′′ − s′′x) = 0である. これ
より, は同値関係である.

(x, s) ∈ R×S の同値類を x
s と書き, 同値類全体を S−1Rで表す. S−1R上の演算 +と

×は以下の通り定義される.

x

s
+
x′

s′
=
xs′ + x′s

ss′

x

s
× x′

s′
=
xx′

ss′
.

これより S−1R 上の可換環構造が定まることを確認できる. また, x 7→ x
1 で定まる写像

f : R → S−1Rは可換環の準同型である. その写像に対して, S−1Rは R-代数になる. 元
x
1 を単に xを書くこともあるが, 混同しないよう注意すること. 準同型 f は単射である場
合は, その記号を問題なく使うことができる. しかし, f は単射であるとは限らないので,

一般に x
1 と書くほうがよい.

注意 69. S−1R = 0 (零環)となることがある. S−1R = 0であるための必要十分条件は,
1
1 = 0

1 であることである. それは, ∼の定義から, 0 ∈ S であることと同値である.

上記の写像 f : R → S−1R は写像 f ′ : Spec(S−1R) → Spec(R) を定める. S−1R

の素イデアル b に対し, 逆像 f−1(b) は R の素イデアルになる. 一般に, 可換環の準
同型による素イデアルの逆像はまた素イデアルであることを簡単に確かめる. よって,

f ′(b) := f−1(b)とおくことにより, 写像 f ′ が定まる.

定理 70. 写像 f ′ : Spec(S−1R) → Spec(R) はザリスキー位相に対して連続である. ま
た, f ′ は全単射像

Spec(S−1R) −→ X = {p ∈ Spec(R) | p ∩ S = ∅}

を定める. さらに, 上記の集合X を Spec(R)の部分位相空間として見なすと, その写像は
位相同型である.
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証明. まず, f ′ が写像 Spec(S−1R) −→ X を定めることを示す. S−1Rの素イデアル bと
し, p = f−1(b)とする. p∩S は空でないとし, s ∈ p∩S とする. このとき, f(s) = s

1 ∈ b

であり, さらに f(s)は S−1Rの単数である ( s1 × 1
s = 1であるので). イデアル bは単数

を含むので, b = S−1Rとなる. これは bが素イデアルであることに矛盾する. よって, f ′

の像は X に含まれる. X の元 pとし,

b =
{x
s
| x ∈ p, s ∈ S

}
とおく. b は S−1R のイデアルであることは明らか. b は素イデアルであることを示す.

もし, 元 x, x′ ∈ Rまた s, s′ ∈ S に対し, x
s × x′

s′ ∈ bであれば, xx′

ss′ = x′′

s′′ となる x′′ ∈ p,

s′′ ∈ S が存在する. このとき, t ∈ S で, t(ss′x′′− s′′xx′) = 0となる. よって, ts′′xx′ ∈ p

である. p は素イデアルであり, さらに t, s′′ は p の元でないので, x ∈ p または x′ ∈ p

となる. したがって, b は素イデアルである. f ′(b) = f−1(b) は, x
1 ∈ b となる R の元

x 全体のなすイデアルである. 明らかに, p ⊂ f−1(b). 他方, x
1 ∈ b ならば, x

1 = x′

s′ と
なる x′ ∈ p, s′ ∈ S が存在する. よって, ある t ∈ S で, t(s′x − x) = 0 である. ゆえ,

tx ∈ p となる. t /∈ p より, x ∈ p となる. したがって, f−1(b) = p と確認した. そのた
め, 写像 f ′ : Spec(S−1R) → X は全射である. f ′ は単射であることを示す. 素イデアル
b ∈ Spec(S−1R)に対し, f−1(b) = pとおくと, 上記の公式 2.2のように bが pから一意
に定まることを示してよい. 実は, 一般のイデアル J ⊂ S−1Rに対し,

J =
{x
s
| x ∈ f−1(J), s ∈ S

}
(1)

であることを示す. x ∈ f−1(J), s ∈ S ならば, xs = 1
s × f(x)を書くことにより,「⊃」が

従う. 他方, xs ∈ J となる x ∈ R, s ∈ S とする. x
1 = x

s ×
s
1 より, x1 ∈ J , ゆえ x ∈ f−1(J)

である. よって, 主張が従う. f ′ : Spec(S−1R) → X が全単射であることを証明した. 次
に, 位相同型であることを確認する. イデアル I ⊂ Rに対し,

f ′−1(V (I)) = {b ∈ Spec(S−1R) | I ⊂ f−1(b)}
= {b ∈ Spec(S−1R) | (f(I)) ⊂ b} = V ((f(I)))

より, f ′ による閉集合の逆像はまた逆像である. よって, f ′ は連続である. 最後に, イデア
ル J ⊂ S−1Rに対し, X 上の部分空間位相に対して f ′(V (J))が X の閉集合であること
を証明する. 定義から

f ′(V (J)) = {f−1(b) | J ⊂ b}.

が成り立つ. この集合は V (f−1(V )) ∩X に等しいことを示す. J ⊂ bならば, f−1(J) ⊂
f−1(b)となるので, 包含 f ′(V (J)) ⊂ V (f−1(V )) ∩X が成り立つ. 逆に, 「⊃」を示すた
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めに, S−1Rの素イデアル bに対し, もし f−1(J) ⊂ f−1(b)ならば, J ⊂ bであることを
確認すれば十分である. それは簡単に公式 (1)から従う.

Rを可換環とする. 素イデアル pにおいて, 乗法的閉集合 R \ pによる局所化は Rp と
書く. また, f ∈ Rにおいて, {1, f, f2, . . . }による局所化は Rf と書く.

例 71. 例えば, R = Zとし, 素数 pとする. Z \ (p)による局所化は

Z(p) =
{a
b
| a, b ∈ Z, p - b

}
である. また, S = {1, 2, 22, . . . }による局所化は

S−1Z =
{ a

2m
| a ∈ Z,m ≥ 0

}
である. この場合は, 2 進整数の記号との混同を避けるために, 局所化を"Z2"という記号
で表すことを控える.

Rを可換環とし, pを素イデアルとする. S = R \ pの場合は, 定理 70を用いることに
より, 位相同型

f ′ : Spec(Rp) −→ X = {p′ ∈ Spec(R) | p′ ⊂ p}

が得られる. この写像はイデアルの包含関係を保つ (すなわち, 素イデアル a, b ∈
Spec(Rp)に対し, a ⊂ b ⇐⇒ f ′(a) ⊂ f ′(b)となる). 上記の集合 X において, pは明らか
に包含関係に関する最大元である. よって, Rp も包含関係に関する最大の素イデアルを持
つ. 具体的に, そのイデアルは

pRp =
{x
s
| x ∈ p, s ∈ R \ p

}
である. 特に, pRp は Rp の唯一の極大イデアルである.

定義 72. 一般に, 極大イデアルを唯一つだけ持つ可換環は, 局所環であるという.

2.3 前層と層
定義 73. X を位相空間とし, T を X の開集合全体の集合とする. X 上の集合の前層と
は, 全ての開集合 U ∈ T に集合 F(U)を対応させる規則である. さらに, U ⊂ V ならば,

制限写像 ρVU : F(V ) → F(U)が定まり, 次の条件を満たす.

(a) U = V の場合は, 制限写像 ρUU : F(U) → F(U)は恒等写像 idF(U) である.
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(b) 開集合 U, V,W に対し, U ⊂ V ⊂W ならば, ρVU ◦ ρWV = ρWU である.

開集合 U において, F(U)の元を U 上の F の切断と呼ぶ. U ⊂ V となる開集合 U, V

において, 制限写像による s ∈ F(V )の像 ρVU (s)を単に

s|U

と書き, S の U への制限と呼ぶ. 前層を単に文字 F などで表す.

同様に, アーベル群の前層とは, 全ての X の開集合 U にアーベル群 F(U)を対応させ
る規則である. また, U ⊂ V となる開集合 U, V において, 群準同型 ρVU : F(V ) → F(U)

が定まり, 集合の前層の定義と同じ条件 (a), (b)を満たす. なお, 環の前層は同じように定
義される. この場合に, F(U)は可換環であり, さらに制限写像は可換環の準同型である.

例 74. 普通の位相を入れた X = Cとする. 開集合 U ⊂ Cに対し,

O(U) = {f : U → C | 正則関数 }

とおく. また, U ⊂ V ならば, 制限写像 ρVU : O(V ) → O(U)を自然に定まる写像として
定義する. これより, 集合 O(U)全体, 制限写像 ρVU 全体が定まるものは C上の前層 O で
ある. また, 明らかに O(U)は自然な可換環の構造を持ち, さらに制限写像は可換環の準
同型であるので, O は環の前層になる.

定義 75. 位相空間 X 上の前層 F とする. F が層であるとは, U =
⋃
i∈I Ui となる開集

合 U, (Ui)i∈I に対し, F が次の２つの条件を満たすときにいう.

(a) s, t ∈ F(U)に対し, もし ∀i ∈ I, s|Ui = t|Ui ならば, s = tとなる.

(b) 切断の族 si ∈ F(Ui) に対し, ∀i, j ∈ I, si|Ui∩Uj
= sj |Ui∩Uj

ならば, U 上の切断
s ∈ F(U)が存在し, s|Ui

= si となる.

条件 (a)から, (b)の U 上の切断 s ∈ F(U)は一意に存在する. (a)の条件を局所性条件
といい, (b)の条件を張り合わせ条件という. 例えば, 上記の例に定義された C上の正則関
数の前層は, 層であることを簡単に確認できる.

U =
⋃
i∈I Ui となる開集合の族 (Ui)i∈I は, U の開被覆と呼ぶ.

注意 76. 開集合 ∅ の開被覆に関して考えよう. まず, 一般に開集合 U の開被覆とは,

U =
⋃
i∈I Ui となる集合 I によって添字付けられた開集合の族 (Ui)i∈I として定義され

た. ここで, (Ui)i∈I という記号は, i 7→ Ui で定まる写像を表す. つまり, U の開被覆は,

ある集合 I から U に含まれる開集合全体の集合への写像として見なすことができる.
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U = ∅の場合は, U に含まれる開集合全体の集合は, 単集合 {∅}である. よって, ∅の開
被覆は, 写像 I → {∅}で定まる. 例えば, I = {1}とし, 1 7→ ∅とおくと, 開被覆が得られ
る. しかし, もう一つの開被覆が存在することに注意すること. I = ∅ とし, ∅ → {∅}を空
写像とする. これも ∅の開被覆である.

今, X 上の層とし, F(∅)の値について考えよう. 空写像 I = ∅ → {∅}で定まる U = ∅
の開被覆に層の定義を適用しよう. 定義から, ∀i, j ∈ I, si|Ui∩Uj

= sj |Ui∩Uj
となる

(si)i∈I に対し, ただ１つの切断 s ∈ F(U)が存在し, s|Ui = si である. ここで, (si)i∈I と
いう記号は, i 7→ si で定まる写像 γ : I → {開集合上の切断 }を表す. U = ∅, I = ∅の場
合は, このような族がただ１つ存在する（すなわち, 空写像 ∅ → {開集合上の切断 }であ
る). したがって, 層の定義から, F(∅)は単集合になる.

これより, アーベル群の層 F の場合は, F(∅) = {0} となる. また, F は環の層であれ
ば, F(∅) = {0}（零環）である.

2.4 茎と芽
位相空間 X 上の層 F とし, 点 x ∈ S とする. U は xの開近傍で, s ∈ F(U)は U 上の
切断において, (U, s)のような 2組のなす集合を考える. その集合上の同値関係 ∼を定義
する. このような (U, s), (U ′, s′)に対し,

(U, s) ∼ (U ′, s′) ⇐⇒ xの開近傍 V ⊂ U ∩ U ′ が存在し, s|V = s′|V

で同値関係 ∼が定まる. xにおける茎 (stalk)Fx はこの同値関係に関する同値類全体の集
合として定義される.　すなわち,

Fx =

{
(U, s)

∣∣∣∣ U : xの開近傍
s ∈ F(U)

}/
∼

U は xの開近傍で, s ∈ F(U)とき, (U, s)の同値類を [(U, s)]で表す. もし, F はアーベ
ル群の前層ならば, Fx もアーベル群になる. 元 a = [(U, s)]と a′ = [(U ′, s′)]に対し, 開近
傍 V ⊂ U ∩ U ′ において, aと a′ の和は [(V, s|V + s′|V )]と定義される. 同様に, 環の前
層 F の場合は, 茎 Fx は可換環になる.

U を x の開近傍とする. U 上の切断 s ∈ F(U) に対し, sx := [(U, s)] ∈ Fx と書き, x

における芽とよぶ. これより, s 7→ sx で写像

F(U) −→ Fx
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が定まる.

U 上の切断 s, t ∈ F(U)に対し, sx = tx が成り立つための必要十分条件は, s|V = t|V
となる xの開近傍 V が存在することである.

例 77.

(i) X を位相空間とし, Aをアーベル群とする. 散位相に対して, Aを位相空間として見
なす. X の開集合 U に対し,

F(U) = {f : U → A | 連続関数 }

とおく. また, U ⊂ V となる開集合 U, V に対し, 制限写像 F(V ) → F(U)を自然に
関数の制限により定まる写像とする.

このように定義された F は, X 上の層であり, 定数層とよぶ. 点 x ∈ X に対し,

[(U, f)] 7→ f(x)で定まる写像
Fx → A

は群同型であることを確認する. 離散位相を入れた Aにおいて, f : U → Aが連続で
あることは, f が局所定数関数であることと同値である. よって, xの開近傍 U,U ′ に
おいて, 切断 f ∈ F(U), f ′ ∈ F(U ′)に対し, 開近傍 V ⊂ U ∩ U ′ が存在し, f |V また
f ′|V が V 上の定数関数である. これより, [(U, f)] = [(U ′, f ′)] ⇐⇒ f(x) = f ′(x)と
なる. したがって, 上記の写像 Fx → Aは群同型である.

(ii) 点 x0 ∈ X とする. 開集合 U に対し,

G(U) =

{
A if x0 ∈ U

0 if x0 /∈ U

とおく. U ⊂ V となる開集合 U, V とする. x0 ∈ U の場合, G(U) = G(V ) = A

となり, 制限写像 ρVU : G(V ) → G(U) を, A の恒等写像にする. x0 /∈ U の場合は,

G(U) = 0であり, ρVU をゼロ写像にする. このように定まった G は X 上の層である,

摩天楼層とよぶ (skyscraper sheaf).

点 x ∈ X に対し, xにおける茎 Fx を求めよう.

Gx =

{
A if x ∈ {x0}
0 if x /∈ {x0}

であることを示す. x /∈ {x0} の場合は, x0 /∈ U となる x の開近傍 U が存在する.

よって, 開近傍 V ⊂ U に対す, G(V ) = 0となり, ゆえ Gx = 0. x ∈ {x0}の場合は,

全ての開近傍 U に対し, G(U) = Aである. よって, Gx = Aとなる.
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特に, x0 が閉点ならば, x0 以外の全ての点における茎はゼロである.

(iii) {x}を単集合とする. {x}上の位相がただ一つ存在する. この場合, {x}上の層を考
えよう. 例えば, Aをアーベル群とする. FA(∅) = 0また FA({x}) = Aと定めると,

アーベル群の層 FA が得られる. 逆に, {x}上の全てのアーベル群の層はこのように
一意的に表されるので, 「{x}上のアーベル群の層」と「アーベル群」という概念を
同一視できる.

2.5 Spec(R)上の層 O

Rを可換環とする. Spec(R)の開集合 U に対し, 可換環 O(U)を定義する. O(U)の元
sは, 以下の条件を満たす写像

s : U −→
⊔
p∈U

Rp

として定義される.

(i) p ∈ U に対し, s(p) ∈ Rp

(ii) p ∈ U に対し, xのある近傍 V ⊂ U において, 次が成り立つ. 元 a, f ∈ Rが存在し,

全ての p′ ∈ V に対し, f /∈ p′ となり, さらに Rp′ の元として

s(p′) =
a

f

である.

また, 開集合 U, V とし, U ⊂ V であるとする. 切断 s ∈ O(V ) に対し, その U への
制限は写像 U →

⊔
p∈U Rp を定め, 上記の条件 (i) と (ii) を満たす. これより, 制限写像

O(V ) → O(U)が定まる. 開集合 U に対し, O(U)が自然な可換環の構造をもつことを説
明しよう. 切断 s, s′ ∈ O(U)に対し, 和 s + s′ また積 s × s′ は以下のように定義される.

任意の p ∈ U に対し, Rp において

(s+ s′)(p) = s(p) + s′(p)

(s× s′)(p) = s(p)× s′(p)

とおく. 写像 s+ s′ また s× s′ は条件 (i)と (ii)を満たす. これより, O(U)上の可換環の
構造が得られる. また, 制限写像が環準同型であることは明らか.

したがって, このようにして環の前層 O は定められる.

命題 78. Spec(R)上の前層 O は層である.

33



証明. 定義から従う.

複数の可換環を同時に考える場合, 混同を避けるために O を OR で表す. 開集合
U ⊂ Spec(R)に対し, OR(U)を Γ(U,OR)あるいは H0(U,OR)とも書く.

定理 79.

(1) p ∈ Spec(R)に対し, Op ' Rp である.

(2) f ∈ Rに対し, O(D(f)) ' Rf である.

特に, f = 1ならば, D(f)である, よってO(Spec(R)) ' R. また, p ∈ Spec(R)に対し,

pにおける芽で定まる写像 O(Spec(R)) → Op は, 同型 O(Spec(R)) ' Rまた Op ' Rp

により, 写像 R→ Rp に対応する. その写像は, 自然な準同型 x 7→ x
1 である.

証明. (i)を証明する. まず, 準同型 Op → Rp を説明する. pの開近傍 U において, 切断
s ∈ O(U)に対し, [(U, s)] ∈ Op に Rp の元 s(p)を対応させると, 写像

Op → Rp

が定まる. Rp の元 a
f（a, f ∈ R, f /∈ p) に対し, U = D(f) とする. また, p′ ∈ U に対

し, s(p′)を Rp′ で考えた a
f と定義すると, 写像 s : U →

⊔
p′∈U Rp′ が定まる. sは O(U)

の元であることは明らか. さらに, Rp において, s(p) = a
f が成り立つ. よって, 上記の写

像 Op → Rp は全射像である. pの開近傍 U において, s(p) = 0となる切断 s ∈ O(U)と
する. もっと小さい開近傍を選ぶことにより, U = D(f) かつ ∀p′ ∈ U , s(p′) = a

f とな
る a, f ∈ R が存在すると仮定してよい. よって, Rp において, a

f = 0である. そのため,

sa = 0となる s ∈ R \ pが存在する. V = U ∩D(s)とおく. 明らかに, V は pの開近傍
である. p′ ∈ V に対し, s /∈ p′ であるので, sa = 0より Rp′ の元とした a

f はゼロとなる.

よって, 全ての p′ ∈ V に対し, s(p′) = 0である. 特に, Op において [(U, s)] = 0となる.

これより, 写像 Op → Rp は同型である.

そして, (ii) を示す. まず, 準同型 Rf → O(D(f)) を定義する. a
fn を Rf の元とする.

p ∈ D(f)に対し, Rp において, s(p) = a
fn とおくことにより, 写像 s : D(f) →

⊔
p∈U Rp

が定まる. 定義から, s は O(D(f)) の元である. このように, a
fn ∈ Rf に s を対応させ

ることにより, 準同型 Rf → O(D(f)) が得られる. この写像は単射であることを示す.
a
fn ∈ Rf とし, その元で定まる s ∈ O(D(f)) がゼロであると仮定する. 特に, 任意の
p ∈ D(f)に対し, Rp において a

fn = 0となる.

I = {y ∈ R | ya = 0}
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とおく. I は Rのイデアルである. また, p ∈ D(f)に対し, za = 0となる z ∈ R \ pが存
在するので, I 6⊂ pとなる. よって, 任意の素イデアル pに対し, I ⊂ p =⇒ f ∈ pが成り
立つ. 補題 66 より, ある m ≥ 1 で, fm ∈ I となる. よって, Rf において a

fn = 0 であ
る. したがって, 写像 Rf → O(D(f))は単準同型である. 最後に, 全射であることを示す.

s : D(f) →
⊔

p∈D(f)Rp を O(D(f))の元とする.

補題 80. Spec(R)において, 部分空間移送に対して D(f)は準コンパクトである.

位相空間 X は準コンパクトであるとは, X =
⋃
j∈J Uj となる開集合 (Uj)j∈J に対し,

有限集合 J ′ ⊂ J が存在し, X =
⋃
j∈J′ Uj である.

証明 (補題 80の証明). Rのイデアル (Ij)j∈J とし, D(f) ⊂
⋃
j∈J D(Ij)とする. 全ての

(Ij)j∈J で生成されるイデアルを I とおく. よって, D(f) ⊂ D(I)であり, V (I) ⊂ V (f)

である. 命題 67より, N ≥ 1が存在し, fN ∈ I となる. よって,

fN =

m∑
r=1

ajr

となる j1, . . . jm,また ajr ∈ Ijr（r = 1, . . . ,m）が存在する. これより, fN ∈ Ij1+· · ·+Ijm
であり, ゆえ同様に D(f) ⊂ D(Ij1) ∪ · · · ∪D(Ijm)となる. 主張が従う.

注意 81. 上記の補題の証明から, 次が成り立つ. R の元 f, g1, . . . , gm に対し, fN =∑m
i=1 xigi となる N ≥ 1, xi ∈ Rが存在することは,

D(f) ⊂ D(g1) ∪ · · · ∪D(gm)

であるための必要十分条件である.

定理 79 の証明に戻ろう. O(D(f)) の元 s が Rf → O(D(f)) の像に属することを示
す. 点 p ∈ D(f)に対し, xの近傍 V また a, g ∈ R が存在し, p′ ∈ V ならば g /∈ p′ かつ
s(p′) = a

g（Rp′ において）. 特に, V ⊂ D(g)であるが, V = D(g)と仮定してよいと説
明する. 補題 64より, p ⊂ D(g′) ⊂ V となる g′ ∈ Rが存在する. 特に, D(g′) ⊂ D(g)で
あり, ゆえ V (g) ⊂ V (g′). 命題 67 より, g′ ∈

√
(g) である. よって, g′n = xg（x ∈ R,

n ≥ 1）と書ける. 任意の p′ ∈ D(g′), x /∈ p′ となり, また Rp′ において

s(p′) =
a

g
=
ax

gx
=
ax

g′n

である. g′ の代わりに, g′n と書き直すことにより, D(g′)において切断 sは a′

g′ の形をも
つ. したがって, 近傍 V がD(g)であり, さらにD(g)において s(p′) = a

g ∈ Rp′ であると
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仮定して良い. 全ての点 xに対し, このような近傍 D(gx)を選ぶ. 空被覆 (D(gx))に補題
80を適用することにより, g1, . . . , gm ∈ Rが存在し, D(f) = D(g1) ∪ · · · ∪D(gm)が成
り立つ.

i, j ∈ {1, . . . ,m} に対し, 写像 Rgigj → O(D(gigj)) は単射であるので, Rgigj におい
て, aigi =

aj
gj
となる. よって,

(gigj)
d(gjai − giaj) = 0

となる d ≥ 1が存在する. また, 2組 (i, j)全体の個数は有限なので, (i, j)に依存してい
ない d ≥ 1 を選ぶこともできる. 2.5 から gdi g

d+1
j ai = gd+1

i gdj aj となる. Rgi において,
ai
gi

=
aig

d
i

gd+1
i

である. gi を gd+1
i に, また ai を aig

d
i に置き換えることにより, giaj = gjai

であることを仮定して良い. 注意 81 より, fN =
∑
xigi となる xi ∈ R が存在する.

a =
∑m
i=1 xiai とする. j ∈ {1, . . .m}に対し,

gja =
m∑
i=1

xiaigj =
m∑
i=1

xigiaj = fNaj

となる. よって, 全ての p ∈ D(gj) に対し, Rp において s(p) =
aj
gj

= a
f となる. これよ

り, 切断 s ∈ O(D(f))は写像 Rf → O(D(f))による a
f の像と一致する.

2.6 前層と層の準同型
定義 82. X を位相空間とし, F , G を X 上の (集合の) 前層とする. 前層の準同型
φ : F → G とは, 次の条件を満たす写像の族 (F(U)

φU−−→ G(U))U 開集合 のことをいう.

U ⊂ V となる開集合 U, V に対し,

F(V )
ρVU //

φV

��

F(U)

φU

��

G(V )
ρVU // G(U)

は交換する.

同様に, アーベル群・環の前層 F , G の場合は, アーベル群・環の前層としての準同型と
は, それぞれ上記の条件を満たす群準同型・環準同型の族 (F(U)

φU−−→ G(U))U 開集合 のこ
とをいう. また, F , G は層であるとする. このとき, 層の準同型 F → G とは, 単に前層と
しての準同型 F → G のことをいう.

36



φ : F → G を前層の準同型とし, 点 x ∈ X とする. x における茎 Fx の一版の元を
[(U, s)] として表せる. ここで, U はある開近傍であり, s ∈ F(U) は U 上の切断である.

また, [(U, s)]は Fx における (U, s)の同値類を表す. [(U, s)] 7→ [(U,φU (s))]と定義する
ことにより, 矛盾なく写像

φx : Fx −→ Gx

が定まる.

定義 83. 前層の準同型 φ : F → G は同型であるとは, 準同型 ψ : G → F が存在し,

ψ ◦ φ = idF かつ φ ◦ ψ = idG .

φ : F → G は同型であることは, 全て開集合 U に対し, 写像 φU : F(U) → G(U)が同
型であるということと同値である.

補題 84. F を X 上の層とし, 開集合 U ⊂ X 上の切断 s, t ∈ F(U)とする. このとき,

s = t⇐⇒ ∀x ∈ X, sx = tx.

証明. 「=⇒」は明らか. 全ての点 xに対し, sx = tx であるとする. よって, xの開近傍
Ux ⊂ U が存在し, s|Ux

= t|Ux
である. 層の定義から, s = tとなる.

定理 85. F , G を X 上の層とする. 準同型 φ : F → G に対し, 以下が成り立つ.

φが同型 ⇐⇒ ∀x ∈ X, φx が同型.

証明. φ が同型であると仮定する. このとき, ψ ◦ φ = idF かつ φ ◦ ψ = idG となる
準同型 ψ : G → F が存在する. よって, 任意の x ∈ X に対し, ψx ◦ φx = idFx

かつ
φx ◦ ψx = idGx

となり, ゆえ φx は同型である.

今, 全ての写像 φx : Fx → Gx が同型であると仮定する. 開集合 U に対し, 写
像 φU : F(U) → G(U) が単射であることを証明する. φU (s) = φU (t) となる切断
s, t ∈ F(U)とする. よって, 任意の点 x ∈ U に対し,

φx(sx) = φU (s)x = φU (t)x = φx(tx)

である. よって, φxは同型なので, sx = txとなる. 補題 84より, s = tとなる. φU が全射
であることを確認する. y ∈ G(U)とする. φx は同型なので点 x ∈ U に対し, φx(z) = yx

となる z ∈ Fx が存在する. xのある開近傍 V また s ∈ F(V )において, z = [(V, s)]と表
すことができる. よって, φx(z) = [(V, φV (s))] = yx となる. したがって, xのある開近傍
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W ⊂ V が存在し, φV (s)|W = y|W である. (V, s)を (W, s|W )に置き換えることにより,

φV (s) = y|V であると仮定して良い.

全ての点 x ∈ U に対し, このような開近傍 V また V 上の切断 sを選ぶことにより, U

の開被覆 (Vi)i∈I また Vi 上の切断 si ∈ F(Vi)が定まり, φVi
(si) = y|Vi

. よって,

φ(si|Vi∩Vj
) = y|Vi∩Vj

= φ(sj |Vi∩Vj
)

φVi∩Vj は単射であることを証明したので, si|Vi∩Vj = sj |Vi∩Vj となる. したがって, 層の
定義から, 切断 s ∈ F(U)が存在し, s|Vi = si となる. 同様に, ∀i ∈ I, φU (s)Vi = y|Yi で
あり, また層の定義から φU (s) = y となる. φU が同型であることは, これに従う.

定理 85の「=⇒」の方向を証明するには, F , G が層であるという仮定は適用しなかっ
たので, 一般の前層の場合にも, 「=⇒」成り立つ. しかし, 前層の場合は「⇐=」が成り立
つとは限らない.

例 86. 例えば, 位相同型 X 上の前層 F を次のように定義する. 開集合 U に対し,

F(U) = A とし, 全ての制限写像を idA とする. また, G を 例 77 で定義された A で定
まる定数層とする. つまり, G(U) = {U → A | 連続関数 } である. 開集合 U に対し,

a ∈ Aに値 aを持つ定数関数 U → Aを対応させると, 写像 φU : F(U) → G(U)が定ま
る. さらに, (φU )U 開集合 は前層の準同型 φ : F → G を定める. 全ての点 x ∈ X に対し,

Fx = Gx = Aであり, φx は恒等写像 idA : A → Aとなる. よって, 全ての φx は同型で
あるが, φは同型でない. 層 G は前層 F の層化であるという.

2.7 層化
X を位相空間とし, F を X 上の前層とする. 上記の例と同様に, 全ての点 x ∈ X に対
し, Fx = F+

x となる層 F+ が存在することを証明する. このような層は同型を除いて一
意に定まり, F の層化とよぶ.

命題 87. 前層 F に対し, 次の条件を満たす層 F+ また前層の準同型 θ : F → F+ が存在
する. G を層とし, φ : F → G を前層の準同型とする. このとき, φ = h ◦ θ となる準同型
h : F+ → G が唯一存在する.

この性質は, 層化の普遍性と呼ぶ.

注意 88. このような 2組 (F+, θ)は同型を除いて一意に定まることに注意する. θ′ : F →
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F ′は同じ性質を満たすとする. このとき, θ′ = h◦θとなる h : F+ → F ′が唯一存在する.

同様に, θ = h′ ◦θ′となる h′F ′ → F+がただ１つ存在する. 特に, θ = h′ ◦θ′ = (h′ ◦h)◦θ
となる. (F+, θ)の性質を準同型 θ : F → F+ に適用することにより, θ = k ◦ θ となる準
同型 k : F+ → F+ は恒等写像 idF+ に限ることがわかる. よって, h′ ◦ h = idF+ とな
る. 同様に, F ′ が同じ性質を満たすと仮定したので, h ◦ h′ = idF ′ となり, ゆえ hは同型
である.

証明 (命題 87の証明). 開集合 U に対し, F+(U)を定義する. F+(U)の元 sは, 以下の
条件を満たす写像

s : U →
⊔
x∈U

Fx

として定義される.

U の点 xに対し, 開近傍 V ⊂ U また切断 t ∈ F(U)が存在し, ∀y ∈ V , s(y) = ty（す
なわち y における tの芽）である.

また, U, V は開集合で, U ⊂ V ならば, 制限写像 F+(V ) → F+(U)を自然に定義でき
る. このように, 前層 F+ が得られる. この前層は層であることを簡単に確認できる. そ
して, 開集合 U に対し, 切断 t ∈ F(U)に, y 7→ ty で定まる写像 U →

⊔
x∈U Fx を対応さ

せることにより, 写像 θU : F(U) → F+(U)が定まる. これは前層の準同型 θ : F → F+

である.

今, G を層とし, 準同型 φ : F → G とする. このとき, φ = h ◦ θ となる準同型
h : F+ → G が唯一存在することを示す. s ∈ F+(U) とする. 定義から, U の開被覆
(Ui)i∈I が存在し, s|Ui

が θUi
: F(Ui) → F+(Ui)の像に属し, 元 ti ∈ F(Ui)で定まる. し

たがって,
hUi(s|Ui) = φUi(ti)

と定義する必要がある. また, hU (s)|Ui
= hUi

(s|Ui
) = φUi

(ti) より, hU (s) が一意に定
まる. よって, 準同型 h の一意性が従う. h の存在を証明するには, 族 φUi

(ti) ∈ G(Ui)
を張り合わせることができると確認すればよい. i, j ∈ I とする. x ∈ Ui ∩ Uj に対し,

ti,x = s(x) = tj,x である.

注意 88 より, F+ が普遍性で一意に定まる. しかし, 命題 87 の主張からは, F+ の具
体的な構成が得られない. 一方, 命題 87 の証明で定義された F+ の具体的な構成から
F+ についての追加情報を得ることができる. 例えば, F+ の構成から, 次の性質が分
かる.
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(1) 開集合 U とし, U 上の切断 s ∈ F+(U)とする. 点 x ∈ X に対し, xの開近傍 V ⊂ U

が存在し, s|V が写像 θV : F(V ) → F+(V )の像に属する.

(2) x ∈ X とする. 準同型 θ : F → F+ から準同型 θx : Fx → F+
x が得られる. 逆

に, U が開近傍で, 切断 s ∈ F+(U)とする. 特に, sは写像 U →
⊔
x′∈U Fx′ である.

[(U, s)] 7→ s(x)で写像 γ : F+
x → Fxが定まる. 合成 γ ◦θxが Fxの恒等写像であるこ

と簡単に確認できる. よって, θx は単射である. 一方, 上記の (1)より, [(U, s)] ∈ F+
x

（s ∈ F+(U)）ならば, s|V = θV (tV )であるとなる xの開近傍 V また切断 t ∈ F(V )

が存在する. よって, sx = θx(tx)となり, ゆえ θx は全射である. 要するに, 以下の系
を証明できた.

系 89. F を前層とし, θ : F → F+ を F の層化とする. 全ての x ∈ X に対し,

θx : Fx → F+
x は同型である.

F ,Gを前層とし, φ : F → Gを前層の準同型とする. また, θF : F → F+, θG : G → G+

を命題 87から得られたそれぞれの層化とする. 層化 G+ の普遍性を θ ◦ φ : F → G+ に適
用することで, 以下の図式が可換図式となる φ+ : F+ → G+ がただ１つ存在する.

F
φ

//

θF
��

G

θG
��

F+ φ+

// G+

例えば, 例 86の準同型 F → G を考える (任意の開集合 U に対し, F(U) = Aであり,

G(U)は連続関数 U → A全体の集合である). この場合, (G, φ)は F の層化である.

2.8 準同型の核, 準同型の像
F ,G をX 上のアーベル群の前層とし, φ : F → G を準同型とする (すなわち, 各開集合

U に対し, φU が群準同型である). このとき, 各開集合 U に対し, U 7→ Ker(φU )と定め
ることで, X 上の前層を定義できる. この前層を Ker(φ)とおく. さらに, F , G が層であ
れば, Ker(φ)も層であり, φの核と呼ばれる. φが単準同型であるとは, Ker(φ) = 0が成
り立つことをいう.

部分前層, 部分層という概念は自然に定義する. 前層 F が与えられていると, G が F の
部分前層であるとは, 各開集合 U に対し, G(U) ⊂ F(U)が定まり, さらに U ⊂ V となる
開集合 U, V に対し, 制限写像 ρVU : F(V ) → F(U)が ρVU (G(V )) ⊂ G(U)を満たすことを
いう. また, 層 F の部分層とは, 層である部分前層のことをいう. もちろん, アーベル群の
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前層・層の場合は, G(U)が F(U)の部分群であるという条件を課す. 例えば, アーベル群
の層 F , G の間の準同型 φ : F → G が与えられていると, Ker(φ)は F の部分層である.

補題 90. φ : F → G を前層の準同型とし, H = Ker(φ) とおく. 各点 x ∈ X に対し,

Hx = Ker(φx)である.

証明. 包含写像 ι : H → F が写像 ιx : Hx → Fx を定める. その写像は明らかに単
写像であり, また ι の像が Ker(φx) に含まれる. U を x の開近傍とし, s ∈ F(U) とす
る. Fx の元 z = [(U, s)] が Ker(φx) に属するとする. このとき, [(U,φU (s))] = 0 とな
り, ゆえ φU (s)|V = 0 となる x の開近傍 V が存在する. よって, s|V ∈ H(V ) であり,

z = [(V, s|V )] ∈ Hx. これより, 主張が従う.

系 91. F ,G がアーベル群の層とし, φ : F → G を準同型とする. このとき, 次が成り
立つ.

φが単準同型 ⇐⇒ 全ての x ∈ X に対し, φx が単準同型.

証明. H = Ker(φ)とすると, 左辺は H = 0を意味する. 右辺は, Ker(φx) = 0であるこ
とと同値である. 補題 90より, Ker(φx) = Hx が成り立つ. よって, 一般の層 H に対し,

H = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ X, Hx = 0と確認すれば十分である. これは, 補題 84より直ちに導か
れる.

そして, 準同型 φ : F → G の像を定義する. 核の定義と同様に, U 7→ Im(φU )と定義す
ると, X 上の前層が得られる. しかし, F , G が層である場合, このように定義された前層
が層であるとは限らない. そのため, 層の準同型 φ : F → G が与えられているとき, φの
像とは, 前層 U 7→ Im(φU )の層化のことをいい, Im(φ)と書く. もちろん, 準同型 φの層
は G の部分層と見なしたい. しかし, 定義から Im(φ)が G の部分層であることは明らか
でないので, このことを説明しよう. U 7→ Im(φU )で定めた前層をHとおき, G の部分前
層である. よって, Im(φ) = H+ である.

補題 92. F ,G をアーベル群の前層とし, ϕ : F → G を前層の準同型とする. F → F+,

G → G+ を F と G の層化とする. また, 図式 2.7で定める写像を ϕ+ : F+ → G+ とおく.

このとき, Ker(ϕ+) ' Ker(ϕ)+ である.

証明. 包含写像 Ker(ϕ) → F を ι とおく. 準同型 Ker(ϕ)
ι−→ F ϕ−→ G が層の準同

型 Ker(ϕ)+
ι+−→ F+ ϕ+

−−→ G+ を定める. よって, ι+ が準同型 Ker(ϕ)+ → Ker(ϕ+)

を定める. 各 x ∈ X に対し, (Ker(ϕ)+)x = Ker(ϕ)x = Ker(ϕx) となる. 同様に
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Ker(ϕ+)x = Ker(ϕ+x ) = Ker(ϕx). Ker(ϕ+)と Ker(ϕ)+ が倉なので, 定理 85より ι+ が
同型である.

特に, ϕが単準同型ならば, Ker(ϕ) = 0となり, ゆえ Ker(ϕ+) ' Ker(ϕ)+ = 0. よって,

ϕ+ が単準同型である. Im(φ)の話に戻ろう. Im(φ)が U 7→ Im(φU )で定める前層の層化
として定義された. 包含写像 H → G を ι とおくと, 明らかに ι が単準同型である. よっ
て, ι+ : H+ → G+ = G が単準同型である. したがって, Im(φ) = H+ を G の部分層とみ
なすことができる.

そして, Im(φ)の茎を考えよう. Im(φ) = H+ より, 各 x ∈ X に対し, Im(φ)x = Hx が
成り立つ. 明らかに, Hx = Im(φx)であるので,

Im(φ)x = Im(φx)

である.

F , G を層とし, 準同型 φ : F → G とする. φが全準同型であるとは, Im(φ) = G であ
ることをいう. 一般の層の準同型 φ : F → G を F → Im(φ) → G と分解できる. １つ目
の準同型 F → Im(F)は全準同型であり, ２つ目の準同型 Im(φ) → G は単準同型である.

補題 93. F ,G をアーベル群の層とし, φ : F → G を準同型とする. このとき, 次が成り
立つ.

φが全準同型 ⇐⇒ 全ての x ∈ X に対し, φx が全準同型.

証明. 包含写像 Im(φ) → G を ιとおく. 定理 85より, ιが同型であることは, 各 x ∈ X

に対し, ιx : Im(φ)x → Gx が同型であることと同値である. Im(φ)x = Im(φx)より, それ
は φx が全準同型であることを意味する.

上の全ての補題を組み合わせて, 次の定理を立てることができる. 完全系列の定義を思
い出そう. (Fi)i∈Z を X 上のアーベル群の層の列とし, 準同型 φi : Fi → Fi+1 が与えら
れているとする. このとき,

· · · → Fi−1
φi−1−−−→ Fi

φi−→ Fi+1 → . . .

が完全系列であるとは, 全ての i ∈ Z に対し, Ker(φi) = Im(φi−1) が成り立つことをい
う. 例えば, F , G, Hを X 上の層とし, φ : F → G, ψ : H → F を準同型とする. 次の準
同型の連鎖を考える.

0 → H ψ−→ F φ−→ G → 0

この系列が完全系列であることは, 次の３つの条件が成り立つことと同値である.
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(i) g が単準同型である.

(ii) Ker(φ) = Im(ψ)である.

(iii) φが全準同型である.

このような完全系列は短完全列と呼ばれる.

定理 94.
· · · → Fi−1

φi−1−−−→ Fi
φi−→ Fi+1 → . . .

をアーベル群の層の系列とする. この系列は完全系列であることは, 各 x ∈ X に対し,

· · · → Fi−1,x
φi−1,x−−−−→ Fi,x

φi,x−−→ Fi+1,x → . . .

がアーベル群の完全系列であることと同値である.

証明. F , G を層とし, 準同型 φ : F → G とする. このとき,

φ = 0 ⇔ Im(φ) = 0 ⇔ ∀x ∈ X, Im(φ)x = 0

⇔ ∀x ∈ X, Im(φx) = 0 ⇔ ∀x ∈ X, φx = 0.

これを準同型 φi ◦ φi−1 に適用することで,

Im(φi−1) ⊂ Ker(φi) ⇔ Im(φi−1,x) ⊂ Ker(φi,x)

であることが分かる. このとき, 得られる包含写像 ι : Im(φi−1) → Ker(φi) を考える.

ι が同型であることは, 各 x ∈ X に対し, ιx が同型であることと同値である. よって,

Fi−1
φi−1−−−→ Fi

φi−→ Fi+1 が完全系列であることは, 各 x ∈ X に対し, Fi−1,x
φi−1,x−−−−→

Fi,x
φi,x−−→ Fi+1,x が完全系列であることと同値である.

2.9 層の逆像, 順像
定義 95. X,Y を位相空間とし, f : X → Y を連続写像とする. また, X 上の層 F とし,

Y 上の層 G とする.

(a) まず, X 上の前層Hを定義する. U を X の開集合とする.

HG,f (U) =

{
(V, s)

∣∣∣∣ f(U) ⊂ V となる Y の開集合 V
s ∈ G(V )

}/
∼

とおく. ここで, 同値関係 ∼は

(V, s) ∼ (V ′, s′) ⇐⇒ f(U) ⊂W となる Y の開集合W が存在し, s|W = s′W である.

43



と定義される. 制限写像を自然に定まる写像とすると, これより X 上の前層 HG,f が
定まる. 準同型の逆像 (inverse image) とは, HG,f の層化 H+

G,f のことをいう. 逆像
を f−1G で表す.

(b) f による F の順像 (direct image)は, 全ての Y の開集合 V に対し, V 7→ F(f−1(V ))

と定義される. これは Y 上の層であることを簡単に確かめることができる. F の順像
は f∗F で表す.

例 96. (a)の前層 HG,f の定義は, 層の茎の定義にとても似ている. 例えば, X を位相空
間とし, x ∈ X を点とする. 包含写像 {x} → X を ιとおく. また, F を X 上のアーベル
群の層とする. このとき, 上の定義の (a)より, {x}上の層 ι−1F が得られる. 例 77より,

{x} 上のアーベル群の層は単にアーベル群と同一視ことができる. こうすると, ι−1F は
アーベル群 Fx に対応する.

よって, 「層の茎」という概念は, 「層の逆像」の特殊な場合である.

位相空間 X 上の前層 F ,F ′ に対し, 準同型 F → F ′ 全体のなす集合を HomX(F ,F ′)

と書く. F , F ′ が X 上の層であることを思い出すため, HomX という記号を使う.

注意 97. X 上のアーベル群の層全体は、圏をなす。この圏を Ab(X)とおこう. f∗ は X

上の層に Y 上の層を対応させ, f−1 は Y 上の層に X 上の層を対応させる. また, F1, F2

を X 上の層とし, φ : F1 → F2 を準同型とすると, 準同型 f∗φ : f∗F1 → f∗F2 が定まる
(Y の開集合 U に対し, (f∗φ)U : f∗F1(U) → f∗F2(U) を φf−1(U) と定義できる). 同様
に, ψ : G1 → G2 が Y 上の層の準同型ならば, 自然に準同型 f−1ψ : f−1G1 → f−1G2 を定
義できる. 言い換えれば, f∗ と f−1 は関手であるという。以下のように表せる.

Ab(X)
f∗ // Ab(Y )
f−1

oo

定理 98. X,Y を位相空間とし, f : X → Y を連続写像とする. また, F を X 上の層と
し, G を Y 上の層とする. このとき, 自然な同型

HomX(f−1G,F) ' HomY (G, f∗F)

が存在する.

この定理を証明する前に, まず自然な層の準同型 α : f−1f∗F → F が存在すること
を説明する. 定義から, 層 f−1f∗F は前層 Hf∗F,f の層化である. 層化の普遍性より, 自
然な層の準同型 Hf∗F,f → F を構成して良い. X の開集合 U に対し, Hf∗F,f (U) は
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同値類 [(V, s)] 全体である. ここで, V は f(U) ⊂ V となる Y の開集合であり, また
s ∈ (f∗F)(V ) = F(f−1(V )) である. よって, [(V, s) 7→ s|U と定義すると, 矛盾なく写
像 Hf∗F,f (U) → F(U) (s|U が [(V, s)]の大表元に依らない). このように, 前層の準同型
Hf∗F,f → F を定めることができる. よって, 準同型 α : f−1f∗F → F が得られる.

そして, 同様に自然な準同型 β : G → f∗(f
−1G) が存在することを示す. f−1G は前層

Hf,G の層化である. Y の全ての開集合 V に対し, 写像 G(V ) → Hf,G(f
−1(V )) を定義

する. 定義から Hf,G(f
−1(V )) は, 同値類 [(W, s)] (W は f(f−1(V )) ⊂ W を満たす Y

の開集合, s ∈ G(W )) 全体の集合である. 特に, s ∈ G(V ) のとき, 2 組 (V, s) がこの条
件を満たし, 同値類 [(V, s)] を考えることができる. このように, s 7→ [(V, s)] と定める
と, 写像 G(V ) → Hf,G(f

−1(V ))を定義することができる. 自然な写像Hf,G(f
−1(V )) →

f−1G(f−1(V ))を合成すると, 写像 G(V ) → f−1G(f−1(V )) = f∗(f
−1G)(V )が得られる.

これより層の準同型 β : G → f∗(f
−1G)を構成できた.

証明 (定理 98の証明). φ : f−1G → F を層の準同型とする. このとき, 注意 97より準同
型 f∗φ : f∗(f

−1G) → f∗F が得られる. よって, f∗φと β : G → f∗(f
−1G)の合成は準同

型 f∗φ ◦ β : G → f∗F である. φ 7→ f∗φ ◦ β で定まる写像を考える. このように, 写像
HomX(f−1G,F) → HomY (G, f∗F)を定義できる.

逆に, ψ : G → f∗F を準同型とする. 注意 97 より, f−1ψ は準同型 f−1G → f−1f∗F
である. よって, α ◦ f−1ψ は準同型 f−1G → F である. ψ 7→ α ◦ f−1ψ と定めることに
より, 写像 HomY (G, f∗F) → HomX(f−1G,F)が得られる.

このように定義された写像は互いに逆写像であることを確認できる. つまり, 以下の公
式が成り立つ.

α ◦ (f−1f∗φ) ◦ f−1β = φ

f∗α ◦ (f∗f−1ψ) ◦ β = ψ

補題 99. X, Y , Z を位相空間とし, X f−→ Y
g−→ Z を連続写像とする. また, G を Z 上の

層とする. このとき, 次が成り立つ.

(g ◦ f)−1G = f−1(g−1G).
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証明. F を X 上の層とする. 以下が成り立つ.

HomX((g ◦ f)−1G,F) = HomZ(G, (g ◦ f)∗F)

= HomZ(G, g∗(f∗F))

= HomY (g
−1G, f∗F)

= HomX(f−1(g−1G),F).

よって, 関手 HomX((g ◦ f)−1G,−) と HomX(f−1(g−1G),−)は自然に同型である. 米田
の補題から主張が従う.

上の例 96を使うことで, 層の逆像の茎を求めることができる.

命題 100. f : X → Y を連続写像とし, G を Y 上の層とする. x ∈ X に対して,

(f−1G)x = Gf(x)

が成り立つ.

証明. 包含写像 {x} → X と ι とおく. 補題 99 より, (f ◦ ι)−1G = ι−1(f−1G) である.

よって, 例 96を使うことにより, (f−1G)x = Gf(x) が成り立つ.

2.10 局所環付き空間
定義 101. R,S を局所環とし, それぞれの唯一の極大イデアルを mR, mS で表す. 環準同
型 f : R→ S は局所準同型であるとは, f−1(mR) = mS が成り立つときにいう.

定義 102.

(a) X を位相空間とし, OX を X 上の環の層とする. このとき, (X,OX)は環付き空間で
あるという.

(b) (X,OX)は局所環付き空間であるとは, 全ての点 x ∈ X に対し, xにおける茎 OX,x

が局所環であることをいう.

(c) (X,OX), (Y,OY )を環付き空間とする. また, f を連続写像X → Y とし, f# を環の
層の準同型 OY → f∗OX とする. このような２組 (f, f#)は, (X,OX)から (Y,OY )

への環付き空間の射であるという.

(d) (X,OX), (Y,OY ) を局所環付き空間とし, 環付き空間の射 (f, f#) とする. 全ての
x ∈ X に対し, 自然な写像 OY,f(x) → (f∗OX)f(x) → OX,x の合成が局所準同型であ
るとき, (f, f#)を局所環付き空間の射と呼ぶ.
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上記の定義の (d)の合成写像について説明しよう. １つ目の写像OY,f(x) → (f∗OX)f(x)

は, f# で定まる準同型である. ２つ目の写像 (f∗OX)f(x) → OX,x を具体的に定義する.

一般に, f : X → Y を連続写像とし, F を X 上の前層とする. また, x ∈ X とする. この
とき, 自然な写像

(f∗F)f(x) → Fx

が存在することを示す. (f∗F)f(x)の一般の元は, [(U, s)]のように表すことができる（ここ
で U は f(x)の開近傍であり, s ∈ F(f−1(U))である）. よって, [(U, s)] 7→ [(f−1(U), s)]

と対応させることにより, 写像 (f∗F)f(x) → Fx を定義できる.

例 103. Rを可換環とする. (Spec(R),OR)は局所環付き空間である. p ∈ Spec(R)に対
し, OR,p ' Rp であるので, Op は局所環である.

次に, 可換環 R, S に対して, 局所環付き空間の射 (Spec(S),OS) → (Spec(R),OR)を
考える.

定理 104. R, S を可換環とする.

(1) φ : S → R を可換環の準同型とする. このとき, φ は自然に局所環付き空間の射
(f, f#) : (Spec(R),OR) → (Spec(S),OS)を定める.

(2) 逆に, 任意の局所環付き空間の射 (f, f#) : (Spec(R),OR) → (Spec(S),OS) は可換
環の準同型 φ : S → Rに対応する.

証明. (1) を示す. φ : S → R を可換環の準同型とする. まず, 位相空間の連続写像
f : Spec(R) → Spec(S) を定義する. p ∈ Spec(R) に対し, f(p) = φ−1(p) とする.

x+φ−1(p) 7→ φ(x) + pで定まる写像 S/φ−1(p) → R/p が単準同型なので, S/φ−1(p)は
整域であり, ゆえ φ−1(p) ∈ Spec(S). f が連続であることを示す. f による閉集合の逆像
が閉集合であることを示せば良い. S のイデアル I に対し,

f−1(V (I)) = {p ∈ Spec(R) | I ⊂ φ−1(p)}
= {p ∈ Spec(R) | φ(I) ⊂ p}
= {p ∈ Spec(R) | (φ(I)) ⊂ p}
= V ((φ(I))).

ここで, (φ(I))という記号は集合 φ(I)で生成されるイデアルを表す. よって, f が連続で
ある. そして, 環の層の準同型 OS → f∗OR を定義する. つまり, 各開集合 V ⊂ Spec(S)

に対し, 環の準同型 OS(V ) → OR(f
−1(V )) を定義する. OS(V ) の一般の元は写像

s : V →
⊔

q∈V Sq であり, §2.5 の条件 (i) と (ii) を満たす. p を R の素イデアルと

47



し, p ∈ f−1(V ) とし, q = f(p) = φ−1(p) とおく. また, x
y 7→ φ(x)

φ(y) で定まる環の準
同型 Sq → Rp を φp とおく. このとき, p に φp(s(q)) ∈ Rp を対応させると, 写像
f#(s) : f−1(V ) →

⊔
p∈V Rp が得られ, さらにそれは OR(f

−1(V ))の元である. よって,

環の層の準同型 f# : OS → f∗OR を定義できた.

(2) 今, (f, f#) : (Spec(R),OR) → (Spec(S),OS)を局所環付きの空間の射とする. 可
換環の準同型 φ : S → R が存在し, (f, f#)が (1)の構成により得られることを示す. 特
に, 層の準同型 f# : OS → f∗OR から環の準同型 Γ(Spec(S),OS) → Γ(Spec(R),OR)

が得られる. 定理 79より, Γ(Spec(S),OS) ' S, Γ(Spec(R),OR) ' Rが成り立つ. よっ
て, (f, f#)は準同型 φ : S → Rを定める. (1)の構成を準同型 φに適用すると, 局所環付
き空間の射 (f, f#)に戻ることを示す. 全ての素イデアル p ∈ Spec(R)について, 茎の間
の準同型 OS,f(p) → OR,p が得られる. また, 定理 79 より OS,f(p) ' Sf(p), OR,p ' Rp

と同一視できる. また, 以下の図式は可換図式である.

S
φ

//

��

R

��

Sf(p)
f#
p

// Rp

f#p は局所環の準同型であるので, f(p) = φ−1(p)であり, 主張が従う.

3 スキーム
3.1 定義
R を可換環とする. 局所環付き空間 (Spec(R),OR) はアフィンスキームと呼ぶ. 一般
に, 局所環付き空間X がアフィンスキームであるとは, (X,OX)は局所環付き空間として
(Spec(R),OR)（Rは可換環）と同型であることをいう.

X を位相空間とし, U ⊂ X を開集合とする. また, 包含写像 U → X を ι とおく. F
が X 上の層ならば, U 上の層 ι∗F を F|U で表す. 同様に, (X,OX)を局所環付き空間で,

U ⊂ X を開集合ならば, (U,OX |U )は局所環付き空間である.

定義 105. (X,OX)を局所環付き空間とする. (X,OX)はスキームであるとは, 次の条件
が成り立つことをいう. 全ての x ∈ X に対し, x の会近傍 U が存在し, (U,OX |U ) はア
フィンスキームである.
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言い換えれば, 局所環付き空間 (X,OX)はスキームであることは, 開被覆X =
⋃
i∈I Ui

が存在し, 全ての (Ui,OX |Ui
) (i ∈ I)がアフィンスキームであることと同値である.

補題 106. (X,OX)をスキームとし, U ⊂ X を開集合とする. (U,OX |U )はスキームで
ある.

証明. x ∈ U を点とする. 定義から, X の会近傍 V が存在し, (V,OX |V ) はアフィン
スキームである. つまり, (V,OX |V ) ' (Spec(R),OR) である. よって, 開集合 U ∩ V
は Spec(R) の開集合として満たすことができる. また, 点 x は素イデアル p ∈ Spec(R)

に対応する. 補題 64 より D(h) (h /∈ p) のような開集合全体は基本近傍系をなすので,

p ∈ D(h) ⊂ U ∩ V となる hを選ぶことができる. (D(h),OX |D(h))はスキームであるこ
とを示せば十分である. 自然な環準同型 R → Rh を考える. 定理 104より局所環付き空
間の射 (f, f#) : Spec(Rh) → Spec(R)が得られる. その像は明らかに D(h)であるので,

その射を射 (Spec(Rh),ORh
) → (D(h),OR|D(h)) として見なすことができる. さらに定

理 79より位相同型 Spec(Rh) → D(h) を与える. 最後に, f# : OR|D(h) → f∗ORh
は同

型であることを示す. 素イデアル p ∈ D(f)に対し, pによる局所化 Rp は, 可換環 Rh の
素イデアル pRh による局所化と同型である. よって, 任意の点 x ∈ D(h)に対し, 茎の間
の写像 f#x は同型である. 定理 85より f# は同型である. これより, (D(h),OR|D(h))は
アフィンスキームである.

例 107. R = C[X,Y ] とし, I をイデアル (X,Y ) とする. X = Spec(R) の開集合
U = D(I) を考える. 上の補題より, (U,OX |U ) はスキームである. しかし, アフィ
ンスキームでない. それはなぜかを説明しよう. もし U がアフィンスキームならば,

U ' Spec(B)となる可換環 B が存在する. 定理 79より, B = OB(Spec(B)) = OR(U).

さらに, 包含写像 U ⊂ Spec(R) が明らかにスキームの射なので, その射にはある準同型
R → B が対応する. R のゼロイデアル 0を考える. 0は Spec(R)の稠密な点であり, そ
の点における OR の茎は Rの商体 Frac(R) = C(X,Y )である. よって, 以下の写像を考
えることができる.

OR(Spec(R))
ρ
Spec(R)
U //

≃
��

OR(U)

≃
��

(−)0
// OR,0

≃
��

R // B // Frac(R)

特に, OR(Spec(R)) → OR,0, s 7→ s0（ここで, s0は点 0における芽である）で定まる写像
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は単射であり, ゆえ R→ B も単射である. 実は, R = B が成り立つことを証明する. 開集
合 U1 = D(X)と U2 = D(Y )を考える. U1 と U2 の和集合は U1 ∪ U2 = D(X,Y ) = U

となる. 上記と同様に, 包含写像 U1 ⊂ U と U2 ⊂ U が以下の図式を与える:

OR,0

OR(U1 ∩ U2)

(−)0

OO

OR(U1)

ρ
U1
U1∩U2

77

OR(U2)

ρ
U2
U1∩U2

gg

OR(U)

ρUU2

77

ρUU1

gg

OR(Spec(R))

ρSpec(R)U

OO

特に, 上の図式の全ての写像は単射であり, 自然な包含写像 R → Frac(R) の分解であ
る. 定理 79 より, OR(U1) = RX , OR(U2) = RY となる. さらに, 層の定義により,

s 7→ (s|U1 , s|U2)で定まる写像

OR(U) → {(s1, s2) | s1 ∈ OR(U1), s2 ∈ OR(U2), s1|U1∩U2 = s2|U1∩U2 である }

は同型である. 言い換えれば, OR,0 = Frac(R) の部分集合として, OR(U) = RX ∩ RY
となる. RX ∩ RY = R が簡単に確かめられる. よって, R = B であり, 特に制限
写像 OR(Spec(R)) → OR(U) は同型である. しかし, 準同型 R → B に対応する射
U → Spec(R)はスキームの同型でないので, それは定理 79に矛盾する. よって, U はア
フィンスキームでない.

注意 108. X をスキームとし, U ⊂ X を空でない開集合とする. このとき, OX(U)は零
環でない (つまり, OX(U) 6= 0である)ことを説明する. もし OX(U) = 0ならば, U 上
の切断として 1 = 0が成り立ち, ゆえ任意の開集合W ⊂ U に対して, OX(W )の元とし
ても 1 = 0 である. しかし, W ' Spec(B) をアフィンスキームとすれば, OX(W ) = B

より B = 0であり, W = ∅となる. スキーム U はアフィンスキームの和集合であるので,

U = ∅となり, それは仮定に矛盾する.
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3.2 スキームの性質
今後「(X,OX)をスキームとする」等の代わりに、単に「X をスキームとする」と書こ
う. また, スキーム X, Y の間の射を (f, f#)の代わりに, 単に f : X → Y で表す.

定義 109. スキーム X が連結 (connected)であるとは, 位相空間 X が連結であることを
いう.

Z を空でない位相空間とする. Z が既約 (irreducible)であるとは, Z が以下の条件を満
たすときにいう.

Z1, Z2 を Z の閉集合とする. もし Z = Z1 ∪ Z2 ならば, Z1 = Z または Z2 = Z.

差集合を考えれば, 「空でない開集合 U1, U2 に対し, U1 ∩ U2 は空でない」という条件は
上の条件と同値である. 特に, 既約な位相空間の任意の開集合 U ⊂ X も既約である.

例 110. R = C[X,Y ], S = R/(XY ) とおく. 自然な射影 R → S はスキームの射
f : Spec(S) → Spec(R) を与える. S の素イデアル全体は XY を含む R の素イデア
ル全体と一対一対応する. そのため, f の像は V (XY ) である. 実は, f が位相同型
Spec(S) → V (XY ) であることを証明できる. V (XY ) = V (X) ∪ V (Y ) であるので,

V (XY )は既約でない.

定義 111. スキーム X が既約であるとは, 位相空間 X が既約であるときにいう.

例えば, 上の例の Spec(S)は既約でない.

R を可換環とし, x ∈ R とする. xn = 0 となる n ∈ N が存在すれば, x を冪零元
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(nilpotent) と呼ぶ. 冪零元全体は R のイデアルをなし,
√
0 あるいは Rad(R) と書く.

R が被約 (reduced) であるとは, R がゼロでない冪零元をもたないときにいう (つまり,
√
0 = 0であるとき).

定義 112. X をスキームとする. X が被約 (reduced)であるとは, 各開集合 U に対し, 可
換環 OX(U)が被約であることをいう.

定義 113. X をスキームとする. X が整 (integral)であるとは, 空でない各開集合 U に
対し, 可換環 OX(U)が整域であることをいう.

例 114.
Spec(A) が整である⇐⇒ A が整域である.

命題 115. X をスキームとする.

X が整である ⇐⇒ X が既約であり, かつ X が被約である.

証明. 「=⇒」:X が整であるとする. 整域が被約であるので, X が被約である. X が既約
であることを示す. X が既約でないと仮定しよう. このとき, 互いに素であり, 空でない開
集合 U1, U2 が存在する. 層の定義から, s 7→ (s|U1

, s|U2
), OX(U) ' OX(U1)×OX(U2)

で定まる写像は同型である. U1, U2 は空でないので, 可換環 OX(U1)と OX(U2)はゼロ
でない (注意 108). しかし, 可換環 OX(U) ' OX(U1)において (1, 0)× (0, 1) = (0, 0)で
あるので, 整域の性質に矛盾する.

「⇐=」:X が既約であり, 被約であるとする. U を開集合とし, fg = 0 となる f, g ∈
OX(U)を考える. 以下の集合を考える.

Zf = {x ∈ X | fx ∈ mx}
Zg = {x ∈ X | gx ∈ mx}

とおく. ここで, mx は局所環 OR,x の極大イデアルを表す. Zf が閉集合であることを
確認する. まず, アフィンスキームの場合を考える. B を可換環とし, f ∈ B とする.

p を素イデアルとし, 自然な準同型 A → Ap を ι とおく. ι−1(pAp) = p であるので,

Zf = {p ∈ Spec(B) | f ∈ p} = V (f)が成り立つ. 特に, Zf は閉集合である.

上の場合に戻ろう. xを Zf に属しない元とし, W = Spec(A) ⊂ U を xのアフィン開
近傍とする. f |W は Aの元として見なすことができる. その元をまた f で表す. 上で考え
たアフィンスキームの場合の結果から, Zf ∩W = V (f)である. よって, p ∈ D(f)であ
り, さらに Zf ∩D(f) = ∅である. ゆえ, Zf は U の閉集合である.
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fg = 0より, U = Zfg = Zf ∪ Zg である. X は既約であるので, 開集合 U も既約であ
る. よって Zf = U または Zg = U . 前者が成り立つと仮定してよい. つまり, 全ての U

の点 xに対し, f ∈ mx である. W = Spec(B)を U のアフィン開集合とする. f |W を B

の元として考える. V (f |W ) = Spec(B) より, f |W ∈
⋂

p 素イデアル p =
√
0 である. X は

被約なので, f |W = 0となる. U がアフィン開集合の和集合として表せるので, f = 0と
なる.

定義 116. X をスキームとする. X が局所ネーターであるとは, X がアフィン開集合
Ui = Spec(Ai)による被覆を持ち, さらに Ai がネーター環であることをいう. なお, X が
ネータースキームであるとは, このような有限被覆を持つときにいう.

定理 117. 以下の条件は互いに同値である
(1) X が局所ネーターである.

(2) 各アフィン開集合 Spec(A) ⊂ X に対し, Aがネーター環である.

特に, アフィンスキームX = Spec(R)の場合に,「X が局所ネーターである」,「X が
ネーターである」, 「Rがネーター環である」との３つの条件は互いに同値である.

X をネータースキームとし,

Z1 ⊃ Z2 ⊃ · · · ⊃ Zn ⊃ Zn+1 ⊃ . . .

をX の閉集合の減少列とする. このとき, ある N ≥ 1が存在し, ZN = ZN+1 = . . . が成
り立つ. 一般に, 上の性質を満たす位相空間はネーター位相空間であるという.

命題 118. ネータースキームはネーたー位相空間である.

証明. X のアフィンスキーム Ui = Spec(Ai), i = 1, . . . , dによる被覆を固定する. Ui の
閉集合の減少列 (Zn ∩ Ui)n≥1 を考える. Zn ∩ Ui = V (In)となる Ai のイデアル In を選
ぶ. よって, イデアルの増大列 √

I1 ⊂
√
I2 ⊂

√
I3 ⊂ . . .

が与えられる. Ai がネーター環なので, 自然数 Ni より,
√
In =

√
In+1 = . . . となる. ゆ

え, n ≥ Ni に対し, Zn ∩ Ui = Zn+1 ∩ Ui である. N = max{N1, . . . , Nd} とおくと, 任
意の n ≥ N に対し, Zn = Zn+1 となる. X がネーター位相空間であることを確認できた.

補題 119. X をネーター位相空間とし, Y ⊂ X を閉集合とする.

(a) このとき, Y = Y1 ∪ · · · ∪ Yr となる既約閉集合 Y1, . . . Yr が存在する.
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(b) さらに, i 6= j ⇒ Yi 6⊂ Yj との条件を満たす上の (Yi)が一意的に存在する.

上の補題の (b)より与えられる (Yi)を Y の既約成分とよぶ.

証明. 有限個の既約閉集合の和集合として表すことができない閉集合全体を Z とおき,

Z が空でないと仮定する. X がネーターなので, 包含関係に関して Z が 極小元 Z をも
つ. Z が既約でないので, 閉集合 Z1 ( Z, Z2 ( Z が存在し, Z = Z1 ∪ Z2 である. Z が
極小元であるので, Z1, Z2 が Z に属しない. よって, いずれも有限個の既約閉集合の和集
合であり, ゆえ Z もこのように表すことができる. それは仮定に矛盾するので, Z = ∅と
なる. 以上, (a)を示すことができた.

もし Yi ⊂ Yj となる i 6= j が存在すれば, 閉集合 Yi を捨てる. このようにすれば, 条件

i 6= j ⇒ Yi 6⊂ Yj

が成り立つようにすることができる. 今, 上の性質をもつ Y1, . . . Yr が一意であることを示
す. Y = Y1 ∪ · · · ∪ Yr, Y = Y ′

1 ∪ · · · ∪ Y ′
s をその性質をもつ Y の２つの表現とする. よっ

て, Y ′
1 =

⋃r
i=1(Yi ∩ Y ′

1)である. Y ′
1 が既約であるので, Yi ∩ Y ′

1 = Y ′
1 となる iが存在す

る. したがって, Y ′
1 ⊂ Yi となる. 同じ議論から, Yi ⊂ Y ′

j となる Y ′
j が存在する. よって,

Y ′
1 ⊂ Y ′

j である. 上の性質が成立することを仮定したので, j = 1となり, ゆえ Y ′
1 = Yi で

ある. このように続くことで, 閉集合の族 (Yi)i と (Y ′
j )j が一致する.

例えば, ネータースキーム Spec(C[X,Y ]) において, 閉集合 V (XY ) の既約成分は
V (X)と V (Y )である.

定義 120. f : X → Y をスキームの射とする.

(a) f は局所有限型であるとは, アフィン開集合 Ui = Spec(Ai) による Y の被覆が存在
し, 全ての i に対して, f−1(Ui) が被覆 f−1(Ui) =

⋃
j Vi,j (Vi,j = Spec(Bi,j)) をも

ち, さらに Bi,j が有限生成 Ai-代数であることをいう.

(b) さらに有限被覆 f−1(Ui) =
⋃
j Vi,j がとれるときに, f が有限型であるという.

k を可換体をする. また, X をスキームとし, f : X → Spec(k)をスキームの射とする.

このとき, X が k-スキームであるという. 例えば, Aが k-代数ならば, Spec(A)は自然に
k-スキームになる (準同型 k → Aがスキームの射 Spec(A) → Spec(k)を与えるからだ).

k-スキーム X が有限型 k-スキームであるとは, スキームの射 X → Spec(k) が有限型で
あることをいう. このとき, X が有限被覆 X =

⋃n
i=1 Spec(Ai) (Ai は有限生成 k-代数で

ある) をもつ. よって, Ai がネーター環なので, X がネータースキームである.
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定義 121.

(a) X をスキームとし, U ⊂ X を開集合とする. このとき, スキーム (U,OX |U )を X の
開部分スキームであるという.

(b) f : Y → X をスキームの射とする. f が開埋め込みであるとは, X の開部分スキーム
U があり, f がスキームの同型 Y → U と包含写像 U ⊂ X の合成であることをいう.

定義 122. f : Y → X をスキームの射とする. f が閉埋め込みであるとは, 以下の２つの
条件が成り立つことをいう.

(1) f : Y → X の像は X の閉集合 Z ⊂ X であり, さらに f は位相同型 Y → Z である.

(2) 層の準同型 f# : OX → f∗OY が全準同型である.

このとき, (Y, f) (あるいは Y ) が X の閉部分スキームであるという.

命題 123. Rを可換環とし, I ⊂ Rをイデアルとする. 自然な準同型 φ : R → R/I で定
まるスキームの射 f : Spec(R/I) → Spec(R) は閉埋め込みである.

証明. Y = Spec(R/I), X = Spec(R)とおく. f が位相同型 Y → V (I)であることを簡
単に確認できる. 層の準同型 f# : OX → f∗OY が全準同型であることを示す. p /∈ V (I)

ならば, (f∗OY )p = 0 である. また, p ∈ V (I) とし, p = p/I とおく (よって, p ∈ Y ,

f(p) = pである). このとき, (f∗OY )p = (R/I)p であり, OX,p = Rp. よって, 全ての点
pに対し, OX,p → (f∗OY )p が全射である. ゆえ f# : OX → f∗OY が全準同型である.

定義 124.

(a) X を位相空間とする. X の次元 (dimension) は, 既約閉集合の列 Z0  Z1 ( · · · (
Zn の長さ nの上限として定義され, dim(X)で表す.

(b) Z ⊂ X を既約閉集合とする. Z の X における余次元 (codimension)は, 既約閉集合
の列 Z = Z0  Z1 ( · · · ( Zn の長さ nの上限として定義され, codim(Z,X)で表
す. 一般の閉集合 Y ⊂ X の場合,

codim(Y,X) := inf
Z⊂Y 既約

codim(Z,X)

と定義する.

例 125.

(1) dim(Spec(Z)) = 1である.

(2) k を可換環とする. dim(Spec(k)) = 0である.
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定理 126. k を可換体とし, Aを整域である有限生成 k-代数とする. Aの商体を K で表
す. Spec(A)の次元が有限であり, 体の拡大K/k の超越次数である.

Ank := Spec(k[X1, . . . , Xn])とおく. k の拡大 k(X1, . . . , Xn)の超越次数は nであるの
で, dim(Ank ) = nとなる.

3.3 OX-加群
(X,OX) を環付き空間とし, F を X 上のアーベル群の層とする. また, 全ての開集
合 U ⊂ X に対し, アーベル群 F(U) が OX(U)-加群の構造を持つとする. つまり, 写像
γU : OX(U)× F(U) → F(U)が定まり, この写像に対して F(U)が OX(U)-加群の定義
を満たすとする. さらに, 制限写像がその構造を保つと仮定する. すなわち V ⊂ U となる
開集合 U, V に対し, 以下の図式が可換図式である:

OX(U)×F(U)
γU //

ρUV
��

F(U)

ρUV
��

OX(V )×F(V )
γV //F(V )

つまり, γ = (γU )U は層の準同型 OX ×F → F である.

定義 127. 上の条件を満たす層 F を OX -加群と呼ぶ.

F , G を OX -加群とする. アーベル群の層の準同型 φ : F → G は OX 加群の準同型で
あるとは, 任意の開集合 U に対し, φU : F(U) → G(U)が OX(U)-加群の準同型であるこ
とをいう. OX -加群全体のなす圏をModOX

とおく. また, OX -加群の準同型 F → G 全
体を HomOX

(F ,G)で表す.

例 128. 環付き空間 (C, C0)を考える（ここで, C0 は複素数値連続関数の層である). 部分
集合 Z ⊂ Cとし, 次の層を定義する. 開集合 U ⊂ Cに対し,

FZ(U) = {f : U → C | 連続 , f |Z = 0}

とおく. FZ は明らかに層 C0 の部分層である. また, f ∈ C0(U), g ∈ FZ(U) ならば,

fg ∈ FZ(U)である. よって, FZ(U)は C0-加群となる. 実は, FZ(U)は可換環 C0(U)の
イデアルである.

(X,OX)と (Y,OY )を環付き空間とし, (f, f#) : (X,OX) → (Y,OY )を環付き空間の
射とする. このとき, 圏 ModOX

と ModOY
の間に以下の関手 f∗(順像) と f∗(逆蔵) が
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ある.

ModOX

f∗ // ModOY
.

f∗
oo

まず, 順像を定義する. F を OX -加群とし, 層としての順像 f∗F を考える. f∗F は自然
な f∗OX -加群の構造を持つ. また, 写像 f# : OY → f∗OX により, f∗F を OY -加群とし
て見なすことができる. これにより, 関手ModOX

→ ModOY
を定義できた.

今, G をOY -加群とする. 逆像 f−1G はX 上のアーベル群の層であるが, その層はOX -

加群でないことに注意する. しかし, f−1G は明らかに f−1OY -加群である. また, 定理 98

より準同型 f# : OY → f∗OX は準同型 f# : f−1OY → OX を与える. よって, OX は
f−1OY -加群となる. 逆像 f∗G は以下のように定義される.

f∗G = OX ⊗f−1OY
f−1G.

上記のテンソル積の定義を説明しよう. X の各開集合 U に対し, H(U) =

OX(U) ⊗f−1OY (U) f
−1F(U) とおくと, X 上の前層 H が得られる. しかし, H は

一般に層でない. 上記のテンソル積は, 前層 H の層化として定義される. H(U) は
OX(U)-加群えあるので, 写像 OX(U) × H(U) → H(U) があり, その写像の族が前層の
準同型 OX ×H → H を与える. 層化の普遍性によって, 層の準同型 OX × f∗G → f∗G
が得られて, f∗G が OY -加群になる.

注意 129. 定理 98と同様な随伴公式が成り立つ. F , G をそれぞれ OX , OY -加群とする.

このとき, 自然な同型

HomOX
(f∗G,F) ' HomOY

(G, f∗F)

が存在する.

Rを可換環とし, M を R上の加群とする. このとき, Spec(R)上の OR-加群 M̃ を構成
できる. M̃ の構成が構造層 OR の定義に似ている. 実は, R-加群 R にその構成を適用す
れば, 層 OR が得られる. まず, 加群の局所化の定義を思い出そう. S ⊂ R を乗法的閉集
合とし, M を R-加群とする. このとき,

(m, s) ∼ (m′, s′) ⇐⇒ ∃t ∈ S, t(s′m− sm′) = 0

で定まるM × S 上の同値関係を考える. S−1M が同値類 [(m, s)] ((m, s) ∈ M × S) 全
体の集合として定義される. また, 同値類 [(m, s)]は m

1 で表す. S−1M の和が自然に定義
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されており, さらに S−1M は自然な S−1R-加群の構造を持つ. すなわち, a ∈ R, s, t ∈ S,

m ∈M に対して,
a

s
· m
t

:=
am

st

とおく. 乗法閉集合 S = R \ p (pは素イデアルである) の場合に, S−1M をMp と書き,

pにおけるM の局所化と呼ぶ. なお, S = {1, f, f2, . . . } (f ∈ R)の場合に S−1M =Mf

と記す.

Spec(R)上のOR-加群 M̃ を定義する. Spec(R)の開集合 U に対し, M̃(U)を以下のよ
うに定義する.

M̃(U) =

s : U →
⊔
p∈U

Mp

∣∣∣∣ ∀p ∈ U, s(p) ∈Mp

局所的に ∃m ∈M, s(p) = m
1


「局所的」との条件を具体的に説明する. 全ての p0 ∈ U に対し, p0 の開近傍 V ⊂ U , また
m ∈ M が存在し, 任意の p ∈ V に対し, s(p) = m

1 である (Mp の元として). もちろん,

M の元mが点 p0 また近傍 V に依存することに注意する. M̃ の制限写像は自然に定義さ
れる. これにより, 前層 M̃ が与えられる. その前層は層であることを簡単に確認できる.

また, 各開集合 U に対し, 自然な写像

γU : OR(U)× M̃(U) → M̃(U)

が存在することを説明する. s ∈ OR(U), t ∈ M̃(U) とする. つまり, s, t はそれぞれ写
像 U →

⊔
p∈U Rp, 写像 U →

⊔
p∈U Mp である. このとき, p 7→ s(p)t(p) で定まる写像

γU (s, t) : U →
⊔

p∈U Mp が M̃(U)の元である. このように定義された写の族 (γU )U が
M̃ 上の OR-加群の構造を与える.

定理 79の結果は以下のように層 M̃ へ一般化できる.

定理 130.

(1) p ∈ Spec(R)に対し, (M̃)p 'Mp である.

(2) f ∈ Rに対し, M̃(D(f)) 'Mf である.

証明. 定理 79と同様に証明できる.

特に, M̃ の大域切断は Γ(Spec(R), M̃) =M となる.

命題 131. R,S を可換環とし, φ : S → Rを準同型とする. φに対応するアフィンスキー
ムの射を f : Spec(R) → Spec(S)とおく.
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(1) R-加群 N に対し, f∗(Ñ) = S̃N である (ここで, SN は N を S-加群と見なしたもの
である).

(2) S-加群M に対し, f∗(M̃) = ˜R⊗S M である.

定義 132. X をスキームとし, F を X 上の OX -加群とする. F が準連接であるとは, 全
ての点 x ∈ X に対し, xのアフィン開近傍 U = Spec(R)また R-加群M が存在し, U 上
の層 F|U が M̃ と同型であることを言う.

もちろん, 上の定義の R-加群M が点 xに依存する. 言い換えれば, 準連接 OX -加群は,

局所的に M̃ の形の層である. また, F が準連接であることは, 次の条件と同値である. X

がアフィン被覆 X =
⋃
i∈I Ui (Ui = Spec(Ri)) を持ち, 全ての i ∈ I に対し, F|Ui

' M̃i

となる Ri-加群Mi が存在する.

連接 OX -加群という概念もある. ただし, ネータースキーム上の連接加群のみを考える
ことにする.

定義 133. X をネータースキームとし, F を OX -加群とする. もし, 定義 132において,

M として有限生成 R-加群が取れると, F が連接であるという. つまり, 全ての x ∈ X

に対し, アフィン開近傍 U = Spec(R) また有限生成 R-加群M が存在し, F|U ' M̃ で
ある.

定理 134. F を OX -加群とし, U = Spec(R)を任意のX のアフィン開集合とする. この
とき, M = Γ(U,OX)とおくと, F|U ' M̃ である.

よって, Spec(R)上の準連接層は, 定義から局所的に M̃ の形の層であるが, 上の定理よ
り, 大域的にもそのような形を持つ.

系 135. X = Spec(R)とする. M 7→ M̃ で定まる関手はModR と準連接 OR-加群のな
す圏の間の圏同値である.

注意 136.

(a) F ,G を OX -加群とし, φ : F → G を OX -加群の準同型とする. このとき, ker(φ)と
Im(φ)が自然な OX -加群の構造をもつ.

(b) X を一般の位相空間とする. G を X 上のアーベル群の層とし, F ⊂ G を部分層とす
る. このとき, 商層 G/F が次のように定義される. まず, U 7→ G(U)/F(U)で定まる
ものは, X 上の前層である. 商層 G/F はその前層の層化として定義される.

(c) 今, X をスキーム, G を OX -加群, また F ⊂ G を OX -部分加群とする. このとき,
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G/F は自然な OX -加群をもつ.

(d) φ : F → G が OX -加群の準同型であると, φの余核は G/ Im(φ)として定義されてお
り, coker(φ)で表される.

命題 137.

(1) F ,G が準連接 OX -加群ならば, ker(φ), Im(φ), coker(φ)いずれも準連結である.

(2) X がネータースキームであると仮定する. このとき, F ,G が連接 OX -加群ならば,

ker(φ), Im(φ), coker(φ)いずれも連結である.

証明. 系 135から従う.

命題 138. f : X → Y をスキームの射とする.

(1) G が X 上の準連接 OY -加群であれば, f∗G は準連接 OX -加群である.

(2) X,Y をネータースキームとする. G が X 上の連接 OY -加群であれば, f∗G は連接
OX -加群である.

(3) X がネータースキームであるとする. F が準連接 OX -加群ならば, f∗F は連接で
ある.
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