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問 1. (Z/12Z)× の全ての元の位数を求めよ.

問 2. k を 2でも 3でも割り切れない自然数とする. このとき, 以下が成り立つことを示せ.

k216 ≡ 1 (mod 648).

問 3. Gをアーベル群とし, a, bを Gの元とする. n = ord(a), m = ord(b)とおき, nとmが互いに素であるとする.

このとき, ord(ab) = nmが成り立つことを示せ.

問 4. Gを群とし, H を Gの部分群とする.

(1) N(H) := {g ∈ G | gH = Hg}と定義する. N(H)が Gの部分群であることを示せ.

(2) H ◁N(H)を示せ.

(3) C(H) := {g ∈ G | ∀h ∈ H, gh = hg}と定義する. C(H)が Gの部分群であることを示せ.

(4) C(H)◁N(H)を示せ.

(5) [G : H] = 2のとき, H が Gの正規部分群であることを示せ.

問 5. pを素数とする. f(k + p2Z) = k + pZ (k ∈ Z)とおくことで, 写像

f :
(
Z/p2Z

)× → (Z/pZ)×

を定義する.

(1) f が well-definedであり, 群準同型写像であることを示せ.

(2) Ker(f)が位数 pの巡回群であることを示せ.

(3)
(
Z/p2Z

)× が巡回群であることを示せ.



問 6. n ≥ 2を自然数とする.

(1) d ≥ 1を nの約数とし, r = n
d とおく. また, x = r + nZとおく. Z/nZにおける xの位数を求めよ.

(2) Hd = ⟨x⟩とおく. また, φd(y) = dy (y ∈ Z/nZ)とおくことによって, 準同型写像

φd : Z/nZ → Z/nZ

を定義する. Hd = Ker(φd)が成り立つことを示せ.

(3) H は Z/nZの部分群で, 位数 dのものとする. このとき, H = Hd を示せ.

(4) Z/nZの元 y に対して,
ord(y) = d ⇐⇒ ⟨y⟩ = Hd

が成り立つこと示せ.

(5) Z/nZにおいては, 位数 dの元がちょうど φ(d)存在することを証明せよ.

(6) 以下の等式が成り立つことを示せ ∑
d|n

φ(d) = n.

ただし, ここで dは nの正の約数である. また, d = 1のとき, φ(1) = 1と約束する.

問 7. F を写像 f : N → C全体の集合とする. f, g ∈ F に対して

f ⋆ g(n) :=
∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
, n ∈ N

とおき, 写像 f ⋆ g : N → Cを定義する (ただし, ここで dは nの正の約数である).

(1) 演算 ⋆が可換であることを示せ. (可換な演算とは, 全ての f, g ∈ F に対して, f ⋆ g = g ⋆ f であることをいう).

(2) 演算 ⋆が結合的であることを示せ.

(3) この演算に関して F がモノイドをなすことを示せ. 単位元を ϵ0 で表すことにする.

(4) (F , ⋆)の可逆元全体の集合を求めよ.

(5) 有限位数の元全体の集合を求めよ.

(6) 全ての n ∈ Nに対して
1(n) = 1, Id(n) = n

とおくことで, それぞれ写像 1 : N → Cと Id : N → Cを定義する. このとき,

φ ⋆ 1 = Id

が成り立つことを示せ.

(7) n ≥ 2を自然数とし, n = pa1
1 . . . pak

k を nの素因数分解とする (ただし, a1, . . . , ak は自然数であり, p1, . . . , pk は
互いに異なる素数であるとする). このとき, メビウス関数 µ(n)を以下のように定義する.

µ(n) =

{
0 (ai ≥ 2をみたす iが存在するとき)
(−1)k (全ての iに対して ai = 1であるとき).

また, n = 1のとき µ(1) = 1と約束する. µ ⋆ 1 = ϵ0 を示せ.

(8) 自然数 nに対して, 以下が成り立つことを示せ.∑
d|n

d µ
(n
d

)
= φ(n).


