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問 1. 以下のそれぞれの場合に, W が V の R線型部分空間であるかどうかを判定せよ.

(1) V = RN, W = {(an)n≥1 | a2n+1 = an}.
(2) V = RR (関数 f : R → R全体の集合), W = {f ∈ V | f ◦ f = f}.
(3) V = C([0, 1],R), W = {f : [0, 1] → R |

∫ 1

0
f(t)dt = f( 12 )}.

(4) V = LR(R[X],R[X]), W = {φ ∈ V | φ(X2) ∈ R3[X]}.

問 2. V を関数 R → R全体のなす Rベクトル空間とする. 以下の族が V において線型独立であるか
どうかを判定せよ.

(1) (eax)a∈R

(2) (sin(x), cos(x), 1, x, ex)

(3) 任意問題： (|x− a|)a∈R



問 3. V を n次元 Kベクトル空間とし, f : V → V を自己準同型とする. 自然数 kに対して, fk を帰
納法的に fk := fk−1 ◦ f によって定義する (f0 = idV と約束する). f が冪零であるとは, fk = 0を
満たす k ∈ Nが存在することをいう. f が冪零であるとし,

m := min{k ≥ 1 | fk = 0}

とおく. mを f の冪零指数という.

(i) fm−1(x) 6= 0を満たす x ∈ V が存在することを示せ.

(ii) (x, f(x), . . . , fm−1(x))が線型独立であることを示せ.

(iii) m ≤ nであることを示せ.

(iv) fn = 0が成り立つことを示せ.

(v) 任意問題：f の冪零指数が nであるとする. このとき, V の任意の自己準同型 g に対し, 以下が成
り立つことを示せ.

f ◦ g = g ◦ f ⇐⇒ g ∈ SpanK(idV , f, f
2, . . . , fn−1).

ヒント：(x, f(x), . . . , fn−1(x)) が基底であるような x ∈ V を考える. g(x) =
∑n−1

i=0 λif
i(x)

(λi ∈ K)ならば, g =
∑n−1

i=0 λif
i が成り立つことを示せ).

問 4. V = R3[X] とする. i ∈ {1, 2, 3, 4} に対し, fi(P ) = P (i) (P ∈ V ) とおくことで写像
fi : V → Rを定める.

(i) fi が V 上の一次形式であることを示せ。
(ii) C = (f1, f2, f3, f4)が V ∗ の基底であることを示せ.

(iii) C = B∗ を満たす基底 B = (Q1, Q2, Q3, Q4)を求めよ.

(iv) 基底 B0 = (1, X,X2, X3)から B への基底変換行列 PB0→B を求めよ.

(v) φ : V → V , P (X) 7→ P (X + 1)と定義する. 行列MatB0
(φ)を求めよ.

(vi) MatB(φ)をMatB0
(φ)と PB0→B を用いて表せ.

(vii) PB0→B の逆行列を計算せずMatB(φ)を求めよ.


