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問 1. a, bを自然数とする. a | bのとき, 任意の自然数 cに対し, 以下が成り立つことを示せ.

a

gcd(a, c)

∣∣ b

gcd(b, c)
.

問 2. 群同型 Z → Z× Zが存在しないことを示せ.

問 3. Gを群とする.

(1) x ∈ Gを位数 nの元とする. 任意の k ∈ Zに対し,

ord(xk) =
n

gcd(k, n)

が成り立つことを示せ.

(2) x, y ∈ Gが交換するもので, n := ord(x)とm := ord(y)が互いに素であるとする. このとき, ord(xy) =

nmであることを示せ.



問４と問５は任意です (正確に解答できた場合は加点となります).

問 4 (任意). G を有限アーベル群とする. G の全ての元の位数の最小公倍数を e(G) とおき, G の冪数と
いう.

(1) x, y ∈ Gとし, それぞれの位数を n,mとおく. N = lcm(n,m)とおくと, G内に位数 N の元が存在する
ことを示せ. ヒント：問 3(1)+問 3(2).

(2) x ∈ Gを Gの元の中で最大位数の元とする. このとき, ord(x) = e(G) が成り立つことを示せ.

(3) e(G) は |G| の約数であり, さらに |G| と同じ素因数を持つことを示せ. ヒント：コーシーの定理 (講義
ノート系 2.50).

問 5 (任意). フェルマーの小定理より, pが素数のとき, gcd(k, p) = 1を満たす任意の整数 kに対し kp−1 ≡ 1

(mod p)が成り立つ (講義ノート定理 1.18参照).

定義. 素数でない自然数 nがカーマイケル数であるとは, 任意の k ∈ Zに対し, gcd(k, n) = 1のとき

kn−1 ≡ 1 (mod n)

が成り立つことをいう.

n ≥ 2を素数でない自然数とする.

(1) nがカーマイケル数である ⇐⇒ e((Z/nZ)×) | n − 1 であることを示せ. 但し, e(G)は Gの冪数である
(問 4参照).

(2) nをカーマイケル数とし, n = pe11 . . . perr を nの素因数分解とする (ただし, p1, . . . , pr は相異なる素数で
あり, ei ≥ 1であるとする).

(a) pi ̸= 2を示せ.

(b) e1 = · · · = er = 1であることを示せ. ヒント：ei > 1のとき pi は φ(n)の素因数である.

(c) 各 iに対し, pi − 1 | n − 1であることを示せ. ヒント：(Z/piZ)× は巡回群である (講義ノート定理
2.38).

(d) r ≥ 3であることを示せ.

(3) 逆に, p1, . . . , pr が相異なる素数で n = p1 . . . pr とし, 各 iに対し pi − 1 | n− 1が成り立つとする. この
とき, nがカーマイケル数であることを示せ.

(4) 1729がカーマイケル数であることを示せ.


