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数学記号一覧

記号 説明
集合論 idX 集合 X の恒等写像

f−1 全単射 f : X → Y の逆写像
X \ Y X から Y を引いた差集合

線形変換・行列 MatB,C(f) 基底 B と C に関する線形写像 f : V →W の行列
MatB(f) 基底 B に関する線形変換 f : V → V の行列
PB→C 基底 B から基底 C への基底変換行列
det(A) 行列 Aの行列式
det(f) ベクトル空間 V の線形変換 f : V → V の行列式
χA(X) 行列 Aの固有多項式
χf (X) ベクトル空間 V の線形変換 f : V → V の固有多項式
µA(X) 行列 Aの最小多項式
µf (X) ベクトル空間 V の線形変換 f : V → V の最小多項式
fA 行列 Aで定まる線形写像
Tr(A) 正方行列 Aのトレース
tA 行列 Aの転置行列
A∗ 複素行列 Aの随伴行列
En n次正方単位行列
Ker(f) 線形写像 f の核
Im(f) 線形写像 f の像
A−1 行列 Aの逆行列
GLK(V ) Kベクトル空間 V の一般線形群
Mm,n(K) 可換体 Kを成分とする (m,n)型行列全体の集合
Mn(K) 可換体 Kを成分とする n次正方行列全体の集合
GL(V ) 同上
EndK(V ) Kベクトル空間 V の線形変換 V → V 全体の集合
End(V ) 同上
GLn(K) 可換体 Kの元を成分とする n次正則行列全体のなす群
Sn(K) 可換体 Kの元を成分とする n次対称行列全体の集合
An(K) 可換体 Kの元を成分とする n次交代行列全体の集合

ベクトル空間 dimK(V ) Kベクトル空間 V の次元
dim(V ) 同上
K[X] K係数多項式全体のなす環
W1 ⊕W2 線形部分空間W1, W2 の直和
SpanK(u1, . . . , un) ベクトル u1, . . . , un の K-線形結合全体のなす部分空間
Span(u1, . . . , un) 同上

V ∗ Kベクトル空間 V の双対空間 (線形写像 V → K全体のなすベクト
ル空間)

ユークリッド空間・ V =W1 ⊥W2 V が部分空間W1 とW2 の直交直和であることを意味する記号
エルミート空間 S++

n (R) 正定値対称行列全体の集合
S+
n (R) 半正定値対称行列全体の集合

3



S−−
n (R) 負定値対称行列全体の集合

S−
n (R) 半負定値対称行全体の集合

H++
n (R) 正定値エルミート行列全体の集合

H+
n (R) 半正定値エルミート行列全体の集合

H−−
n (R) 負定値エルミート行列全体の集合

H−
n (R) 半負定値エルミート行全体の集合

U(V ) エルミート空間 V のユニタリ群
Un(C) n次ユニタリ行列全体のなす群
〈x, y〉 ベクトル x, y の内積
‖x‖ ベクトル xのノルム
‖ ‖Rn Rn の通常のユークリッドノルム
(V, 〈−,−〉) ユークリッド空間・エルミート空間
O(V ) ユークリッド空間 V の直交群

SO(V )
ユークリッド空間 V の特殊直交群 (行列式が 1である V の等長変換
全体の群)

GO(V ) ユークリッド空間 V の一般直交群
On(R) n次直交行列全体の群
SOn(R) 行列式が 1である n次直交行列全体の群
GOn(R) n次一般直交群

f∗
ユークリッド空間・エルミート空間 V の線形変換 f : V → V の随伴
変換

sW ユークリッド空間の線形部分空間W に関する鏡映変換
W⊥ ユークリッド空間の線形部分空間W の直交補空間
R(θ) R2 の原点を中心とする角 θ 回転変換

2次形式 MatB(q) 基底 B に関する 2次形式 q の行列
∆B(q) MatB(q)の行列式
∆i(A) 正方行列 Aの i次主小行列式
O(q) 2次形式 q の直交群
SO(q) 2次形式 q の特殊直交群

sW
非退化な 2次形式を持つベクトル空間の非退化な線形部分空間W に
関する鏡映変換

W⊥ 2次形式を持つベクトル空間の線形部分空間W の直交部分空間
Z(G) 群 Gの中心
rank(q) 2次形式 q のランク
η(q) 2次形式 q の指数
Rad(q) 2次形式 q の根基
TIS 完全等方部分空間 (Totally Isotropic Subspace)

MTIS 極大完全等方部分空間 (Maximal Totally Isotropic Subspace)

NL/K 体拡大 L/Kのノルム写像
UL NL/K(x)を満たす x ∈ L∗ 全体のなす群
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1 直交群
1.1 定義
Kを可換体とし, V を Kベクトル空間とする. V の自己同型全体のなす群を V の一般線形群といい, GLK(V )

(または GL(V ))で表す. 同様に, n次正則行列全体の群を GLn(K)で表す.

今, (V, 〈−,−〉)を n次元のユークリッド空間とする. V の直交群を O(V )とおく. O(V )の元を V の等長変換
という. B = (e1, . . . , en)を V の正規直交基底とする. f ∈ O(V )ならば, A := MatB(f)が直交行列である (す
なわち, tAA = En を満たす). とくに, det(A)2 = 1であり, ゆえに det(f) = det(A) = ±1となる.

SO(V ) := {f ∈ O(V ) | det(f) = 1}

とおき, 特殊直交群という. 同様に, SOn(R) = {A ∈ On(R) | det(A) = 1}と定義する.

GO(V ) := {f ∈ GLR(V ) | ∃µ(f) ∈ R∗, ∀x, y ∈ V, 〈f(x), f(y)〉 = µ(f)〈x, y〉}

とおき, V の一般直交群という.

命題 1.1

(1) GO(V )は GL(V )の部分群である.

(2) 写像 µ : GO(V ) → R∗, f 7→ µ(f)は群準同型である.

(3) Ker(µ) = O(V ) かつ Im(µ) = R>0 である.

証明

f, g ∈ GO(V )とする. 任意の x, y ∈ V に対し,

〈(f ◦ g)(x), (f ◦ g)(y)〉 = 〈f(g(x)), f(g(y))〉
= µ(f)〈g(x), g(y)〉 = µ(f)µ(g)〈x, y〉

である. よって, f ◦ g ∈ GO(V )であり, µ(f ◦ g) = µ(f)µ(g)が成り立つ. また, x = f(x′), y = f(y′)

とおくと, 〈x, y〉 = µ(f)〈x′, y′〉 であるので, 〈f−1(x), f−1(y)〉 = µ(f)−1〈x, y〉 が成り立つ. ゆえに
f−1 ∈ GO(V ) である. 以上より, GO(V ) は GL(V ) の部分群である. さらに µ : GO(V ) → R∗ は
群の準同型である. 明らかに, Ker(µ) = {f ∈ GO(V ) | µ(f) = 1} = O(V ) である. x 6= 0 のとき
‖f(x)‖ = µ(f)‖x‖ > 0 であるので, µ(f) > 0が成り立つ. また, 任意の λ ∈ R∗ に対し, λ idV ∈ GO(V )

かつ µ(λ idV ) = λ2 である. ゆえに, Im(µ) = R>0 である.

同様に, GOn(R) = {A ∈ GLn(R) | ∃µ ∈ R∗, tAA = µEn}とおく. Bを正規直交基底とする. f 7→ MatB(f)

で定まる写像は以下の 3つの同型写像を与える.

O(V ) → On(R)
SO(V ) → SOn(R)
GO(V ) → GOn(R).

明らかに, スカラー変換 λ idV が GO(V )に属する.

補題 1.2 f ∈ GO(V )のとき, λ ∈ R>0, g ∈ O(V )が存在し f = λg である.
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証明

µ(f) = η とおく. 命題 1.1 より η > 0 である. よって, η = λ2 (λ ∈ R>0) と書ける. このとき,

µ( 1λf) =
1
λ2µ(f) = 1であるので, g := 1

λf ∈ O(V )である.

W ⊂ V を線形部分空間とする. W ⊥W⊥ = V が成り立つ. 任意の x ∈W , y ∈W⊥ に対し,

sW (x+ y) = x− y

で定まる線形写像 sW をW に関する対合変換という (線型代数学 C定義 1.22参照).「W に関する対称」ともい
う. W が超平面 (すなわち, dim(W ) = dim(V )− 1) のとき, sW を鏡映という. また, dim(W ) = dim(V )− 2

のとき, sW を　
ラ ン ベ ル ス マ ン
renversement　という. W , W⊥ はそれぞれ sW の固有値 1, −1 の固有空間である. とくに,

−sW = sW⊥ が成り立つ. また,
det(sW ) = (−1)dim(V )−dim(W )

が成り立つ. とくに, sW ∈ SO(V ) ⇐⇒ dim(V )− dim(W )が偶数である. 例えば, 鏡映, renversement の行列
式はそれぞれ 1, −1である. 任意の u ∈ O(V )に対し,

u(W⊥) = u(W )⊥

が成り立つことに注意する (線形代数学 C命題 1.24参照).

補題 1.3 u ∈ O(V )のとき u ◦ sW ◦ u−1 = su(W ) が成り立つ.

証明

t = u ◦ sW ◦ u−1 とおく. x ∈ W のとき, t(u(x)) = u(sW (x)) = u(x) である. 一方, x ∈ W⊥ のとき
t(u(x)) = u(sW (x)) = −u(x)である. よって, tは u(W )に関する対合変換 su(W ) と一致する.

群 Gの中心とは, Gの全ての元と交換するもの全体を集めた部分群のことである (線形代数学 C定義 4.17参
照). Gの中心を Z(G)と表す.

定理 1.4

(1) O(V )の中心は {± idV }である.

(2) dim(V ) ≥ 3のとき, Z(SO(V )) =

{± idV } (nが偶数)

{idV } (nが奇数)

証明

• (1)を示す. 明らかに, ± idV が O(V )の中心に属する. 逆に, u ∈ Z(O(V ))とする. D ⊂ V を直線
とし, D に関する対合変換 sD を考える. 補題 1.3により u ◦ sD ◦ u−1 = su(D) である. 仮定より,

u ◦ sD ◦ u−1 = sD であり, ゆえに u(D) = Dが成り立つ. 線形代数学 C補題 4.18により, uがスカ
ラー変換である. u = λ idV (λ ∈ R∗)とおくと, det(u) = λdim(V ) = ±1となり, よって λ ∈ {±1}
である.

• (2)を示す. u ∈ Z(SO(V ))とする. H ⊂ V を 2次元の線形部分空間とし, W = H⊥ とおく. このと
き, sW ∈ SO(V )であるので, 上記の議論より u(W ) = W である. また, u(W⊥) = u(W )⊥ = W⊥

より, u(H) = H が成り立つ. D ⊂ V を直線とする. dim(V ) ≥ 3より, D = H1 ∩H2 となる平面
H1,H2 ⊂ V がとれる. よって, u(D) = u(H1 ∩H2) = u(H1) ∩ u(H2) = H1 ∩H2 = D が成り立
つ. ゆえに, uがスカラー変換である. u = λ idV (λ ∈ R∗) と書くと, det(u) = λdim(V ) = 1である
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ので主張が分かる.

1.2 生成系
u ∈ O(V )とする. W ⊂ V が線形部分空間のとき, u(W⊥) = u(W )⊥ が成り立つ. とくに, u(W ) = W なら

ば, u(W⊥) =W⊥ となる.

補題 1.5 x, y ∈ V (x 6= y) で, ‖x‖ = ‖y‖とする. このとき, x + y ⊥ x − y である. さらに, 超平面
(x− y)⊥ に関する鏡映を sとおくと, s(x) = y が成り立つ.

証明

〈x− y, x+ y〉 = ‖x‖2 − ‖y‖2 = 0

である. また, s(x− y) = y− xかつ s(x+ y) = x+ yである. よって, s(x) = 1
2 (s(x+ y) + s(x− y)) =

1
2 (x+ y + y − x) = y である.

定理 1.6 n = dim(V ) とおく. 任意の u ∈ O(V ) に対し, u = s1 ◦ · · · ◦ sk (k ≤ n) を満たす鏡映
s1, . . . , sk が存在する. とくに, O(V )が鏡映によって生成される.

証明

Wu := Ker(u − idV ) とおき, du := n − dim(Wu) とおく. u が高々 du 個の鏡映の合成として表せる
ことを, du に関する帰納法により示す. du = 0 のとき u = idV であるので主張が成り立つ. du > 0

とし, x ∈ W⊥
u (x 6= 0) とする. y = u(x) とおく. u(Wu) = Wu より, u(W⊥

u ) = W⊥
u である. とく

に, y ∈ W⊥
u が成り立つ. s を超平面 H := (x − y)⊥ に関する鏡映とする. ‖y‖ = ‖u(x)‖ = ‖x‖ であ

るので, 補題 1.5 により s(x) = y が成り立つ. また, x, y ∈ W⊥
u より, x − y ∈ W⊥

u である. ゆえに,

Wu ⊂ (x− y)⊥ = H となる. v = s ◦ uと定義する. z ∈ Wu のとき, v(z) = s(u(z)) = s(z) = z である
ので, Wu ⊂ Wv がいえる. また, v(x) = s(y) = xである. したがって, Wu + Rx ⊂ Wv であり, ゆえに
dv < du である. 帰納法の仮定より, v = s1 ◦ · · · ◦ sk (k ≤ dv)と書ける. よって, u = s ◦ s1 ◦ · · · ◦ sk と
なる. k + 1 ≤ dv + 1 ≤ du であるので, 主張が成立する.

次に, SO(V )の場合を考える. r が renversement ならば, det(r) = (−1)2 = 1であるので, r は SO(V )の元
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である.

補題 1.7 dim(V ) ≥ 3とする. s1, s2 が鏡映のとき, renversement r1, r2 が存在し, s1 ◦ s2 = r1 ◦ r2 で
ある.

証明

• dim(V ) = 3のとき, sが鏡映ならば −sは renversement である. s1 ◦ s2 = (−s1) ◦ (−s2)と書ける
ので, 主張が分かる.

• 一般の場合には, Hi = Ker(si−idV ) (i = 1, 2)とおき, W をH1∩H2に含まれる n−3次元の線形部
分空間とする. W⊥ は 3次元の線形部分空間である. また, V =W ⊕W⊥ である. ri|W = idW かつ
ri|W⊥ = −siを満たす線形写像 riが一意的に存在する. riは renversement であり, s1 ◦s2 = r1 ◦r2
が成り立つ.

定理 1.8 n = dim(V ) ≥ 3とする. u ∈ SO(V )のとき, u = r1 ◦ · · · ◦ rk (k ≤ n)となる renversement

r1, . . . , rk が存在する. とくに, SO(V )は renversement によって生成される.

証明

定理 1.6により, u = s1 ◦ · · · ◦ sk (k ≤ n)となる鏡映 s1, . . . , sk が存在する. det(si) = −1より, k が偶
数である. 補題 1.7により, s1 ◦ · · · ◦ sk = r1 ◦ · · · ◦ rk を満たす renversement r1, . . . , rk が存在する.

1.3 共役類
群 Gの元 x, y が共役であるとは, y = gxg−1 を満たす g ∈ Gが存在することをいう.

命題 1.9 W1,W2 を V の同次元の線形部分空間とする. このとき, u(W1) = W2 を満たす u ∈ SO(V )

が存在する.

証明

n = dim(V ), k = dim(W1) = dim(W2) とおく. 線形代数学 C 定理 1.15 により, W1 の正規直交基底
(e1, . . . , ek)が取れる. また, それを V の正規直交基底 (e1, . . . , en)に延長できる. 同様に, W2 の正規直
交基底 (f1, . . . , fk)をとり, V の正規直交基底 (f1, . . . , fn)に延長する. u(ei) = fi (i = 1, . . . , n)で定
まる線形写像 uを考える. uは明らかに等長変換であり, さらに u(W1) = W2 を満たす. det(u) = 1な
らば, 主張が成り立つ. det(u) = −1のとき, uの代わりに u′(e1) = −f1, u′(ei) = fi (2 ≤ i ≤ n)で定
まるものを考えれば良い.

命題 1.10 s1, s2 を V の対合変換とし, Wi = Ker(si − idV ) (i = 1, 2) とおく. このとき,

s1 と s2 が共役である ⇐⇒ dim(V1) = dim(V2).

証明

s1, s2 が共役であるならばそれぞれの固有空間の次元が一致する. ゆえに, dim(V1) = dim(V2) である.

逆に, dim(V1) = dim(V2)のとき, 命題 1.9により V2 = u(V1)を満たす u ∈ SO(V )が存在する. また,
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補題 1.3により s1 ◦ u−1 は u(V1) = V2 に関する鏡映である. ゆえに, u ◦ s1 ◦ u−1 = s2 である.

1.4 dim(V ) = 2の場合
以下, V を 2次元のユークリッド空間とする.

定義 1.11 u ∈ SO(V )のとき, uを回転という.

命題 1.12 u ∈ O(V )とする. det(u) = −1のとき, uが鏡映である.

証明

u の固有多項式は χu(X) = X2 − Tr(u)X + det(u) である. χu の判別式は Tr(u)2 − 4 det(u) =

Tr(u)2 + 4 > 0 である. よって, χu は R で分解する. とくに, u は固有値 λ ∈ R を持つ. x を固有値
λ に関する固有ベクトルとすると, ‖u(x)‖ = ‖x‖ = |λ|‖x‖ である. よって, |λ| = 1 となり, すなわち
λ ∈ {±1}である. det(u) = −1より, uの固有値は {1,−1}である. とくに, u(x) = xとなる x 6= 0が
存在する. D = Rx とおくと, u(D) = D かつ u(D⊥) = D⊥ である. よって, u は D に関する鏡映で
ある.

補題 1.13 ρを回転, τ を鏡映とすると,

τ ◦ ρ ◦ τ−1 = τ ◦ ρ ◦ τ = ρ−1

が成り立つ.

証明

det(τ ◦ ρ) = −1より, u = τ ◦ ρが鏡映である. とくに, u2 = idV である. よって, τ ◦ ρ ◦ τ ◦ ρ = idV で
ある. 主張が従う.

命題 1.14 SO(V )はアーベル群である.

証明

ρ, ρ′ を回転とし, τ を鏡映とする.

τ ◦ (ρ ◦ ρ′) ◦ τ−1 = (ρ ◦ ρ′)−1 = ρ′−1 ◦ ρ−1

一方, τ ◦ (ρ ◦ ρ′) ◦ τ−1 = (τ ◦ ρ ◦ τ−1) ◦ (τ ◦ ρ′ ◦ τ−1) = ρ−1 ◦ ρ′−1

である. よって, ρ′ ◦ ρ = ρ ◦ ρ′ である.

同様に, SO2(R)はアーベル群である. GO2(R)の元について考える.

A =

(
a c
b d

)
を GO2(R) の行列とする. (e1, e2) を R2 の標準基底とする. 〈Ae1, Ae2〉 = µ(A)〈e1, e2〉 = 0 かつ ‖Ae1‖ =
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‖Ae2‖である. ゆえに,

A =

(
a −b
b a

)
または A =

(
a b
b −a

)
.

また, このとき µ(A) = a2 + b2 である. よって,

SO2(R) =
{(

a −b
b a

) ∣∣∣∣ a2 + b2 = 1

}
O2(R) =

{(
a −b
b a

) ∣∣∣∣ a2 + b2 = 1

}
∪
{(

a b
b −a

) ∣∣∣∣ a2 + b2 = 1

}
GO2(R) =

{(
a −b
b a

) ∣∣∣∣ a2 + b2 6= 0

}
∪
{(

a b
b −a

) ∣∣∣∣ a2 + b2 6= 0

}
実数 θ ∈ Rに対し,

R(θ) =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
とおく.

命題 1.15 写像 R → SO2(R), θ 7→ R(θ)は全射群準同型であり, その核は 2πZである. とくに, 写像

R/2πZ → SO2(R), θ + 2πZ 7→ R(θ)

は群同型写像である.

証明

三角関数の公式より(
cos(θ + θ′) − sin(θ + θ′)
sin(θ + θ′) cos(θ + θ′)

)
=

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
×
(
cos(θ′) − sin(θ′)
sin(θ′) cos(θ′)

)
が成り立つ. 主張が従う.

U1 = {z ∈ C∗ | |z| = 1}は C∗ の部分群であり, 写像 exp: R/2πZ → U1, θ + 2πZ 7→ exp(iθ)は群同型であ
る. 以上より,

U1 → SO2(R), exp(iθ) 7→ R(θ)

も群同型である.

1.5 等長変換の標準形
V をユークリッド空間とし, u ∈ O(V )とする.
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定理 1.16 このとき, V = V+ ⊥ V− ⊥ H1 ⊥ · · · ⊥ Hr と分解できる. 但し, 以下が成り立つ.

(1) u|V+
= idV+

である
(2) u|V− = − idV− である
(3) Hi は u(Hi) = Hi を満たす 2次元の線形部分空間である. また, u|Hi

は角度 θi 回転である (ただし,

θi /∈ πZとする).

つまり, 適当な V の正規直交基底 B に関する uの行列は以下の形となる.

MatB(u) =



1
. . .

1
−1

. . .
−1

R(θ1)
. . .

R(θr)


(1.1)

さらに, θ1, . . . , θr の順序を除いて行列 (1.1)は一意的に定まる.

証明

n = dim(V )に関する帰納法により存在性を証明する. n = 1のとき明らかである. n ≥ 2とする.

• まず, u(W ) ⊂ W かつ W 6= 0, V を満たす線形部分空間 W が存在する場合を考える. このとき
u(W⊥) ⊂ W⊥ が成り立つので, 帰納法の仮定より W 及びW⊥ が条件 (1)～(3)を満たすように分
解できる. ゆえに V も同じように分解できる.

• 次に, u(W ) ⊂W を満たす線形部分空間が 0, V に限る場合を考える. このとき, uは単純である (代
数学 C定義 3.19参照). 代数学 C定理 3.20により, f が巡回であり, f の最小多項式 µf が R[X]の
既約多項式である. とくに, dim(V ) ≤ 2である. dim(V ) = 1のとき, 主張は明らかである. よって,

dim(V ) = 2として良い. 単純性より f は固有ベクトルを持たない. ゆえに, f は鏡映でない. ゆえ
に, f は回転であり, 主張が従う.

最後に, R(θ)の複素固有値は eiθ, e−iθ である. ゆえに,

注意 1.17. u ∈ O(V ) とする. 定理 1.16 より det(u) = (−1)dim(V−) である. よって, u ∈ SO(V ) のとき
dim(V−)は偶数である. また, n = dim(V )が奇数で, u ∈ SO(V )ならば, V+ 6= 0が成り立つ. とくに, u(x) = x

となる x 6= 0が存在する.

系 1.18 A ∈ On(R)とする. このとき, 直交行列 P が存在し, A′ = tPAP が (1.1)の形の行列である.

V を 3次元のユークリッド空間とし, u ∈ SO(V )とする. このとき, u|D = idD となる直線 D ⊂ V が存在す
る. また, W = D⊥ とおくと, u(W ) =W である. さらに, u|W : W →W は回転である. したがって, 適当な正
規直交基底 B に関して, uの行列は以下の通りである.

MatB(u) =

1
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

 , θ ∈ R.
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1.6 自己随伴変換
V をユークリッド空間とする. f ∈ End(V )のとき, f の随伴変換 (線形代数学 C定義 1.32参照) を f∗ とお

く. 任意の x, y ∈ V に対し, 以下が成り立つ.

〈f(x), y〉 = 〈x, f∗(y)〉, x, y ∈ V.

B を V の正規直交基底とすると, MatB(f
∗) = t MatB(f)である.

命題 1.19 f ∈ End(V )とする. W ⊂ V が線形部分空間で, f(W ) ⊂W が成り立つならば,

f∗(W⊥) ⊂W⊥

が成り立つ.

証明

x ∈ W⊥ とする. 任意の y ∈ W に対し, 〈f∗(x), y〉 = 〈x, f(y)〉である. f(W ) ⊂ W より f(y) ∈ W で
ある. よって, 〈f∗(x), y〉 = 0となり, f∗(x) ∈W⊥ である. 以上より, f∗(W⊥) ⊂W⊥ が成り立つ.

f∗ = f のとき, f が自己随伴変換 (または対称変換) であるという. f ∈ End(V ) のとき, f の固有多項式を
χf (X)とおく.

命題 1.20 f を自己随伴変換とする. このとき, f の全ての固有値が実数である. ゆえに, χf (X) =

(X − a1) . . . (X − an)となる a1, . . . , an ∈ Rが存在する (n = dimR(V )).

証明

B を V の基底とし, A = MatB(f)とおく. 仮定より, Aは対称実行列である. λ ∈ Cを Aの固有値とす
る. このとき, Ax = λxとなる x ∈ Cn (x 6= 0) が存在する.

x =

x1...
xn

 , x =

x1...
xn

 とおく.

明らかに, txx =
∑

i=1 |xi|2 ∈ R>0 である. また,

txAx = λtxx

が成り立つ. 両辺に複素共役を適用させ, 転置をとると, txAx = λtxxとなる. よって λtxx = λtxxで
ある. txx 6= 0より, λ = λとなる. ゆえに, f の全ての固有値は実数である.

定理 1.21 f ∈ End(V )を自己随伴変換とする. このとき, f は正規直交基底で対角化可能である. つま
り, 対角行列 D 及び正規直交基底 B が存在し, MatB(f) = D が成り立つ.

証明

V の次元に関する帰納法により証明する. V = 0 のとき明らかである. dim(V ) ≥ 1とする. 命題 1.20

より, f が固有値 λ ∈ R を持つ. x を λ に関する固有ベクトルとする. また, ‖x‖ = 1 と仮定して良い.

W = Rxとおく. 命題 1.19より, f(W⊥) ⊂ W⊥ である. f のW⊥ への制限を f ′ とおく. 明らかに, f ′
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はW⊥ の自己随伴変換である. 帰納法の仮定より, MatB′(f ′)が対角行列であるようなW⊥ の正規直交
基底 B′ が取れる. このとき, B := (x,B′)は V の正規直交基底であり,

MatB(f) =

(
λ

MatB′(f ′)

)
となる. したがってMatB(f)は対角行列である.

系 1.22 A ∈ Mn(R)を対称行列とする. このとき, 直交行列 P ∈ On(R)が存在し,

PAP−1 =

λ1 . . .
λn

 λ1, . . . , λn ∈ R.

1.7 正定置対称行列, 負定置対称行列
可換体 Kに対し, Mn(K)の対称行列全体の線形部分空間を Sn(K)で表す. A ∈ Sn(R)を対称実行列とする.

このとき, Rn のベクトル x, y に対し,
φA(x,y) :=

txAy

とおくと, 対称双線型形式
φA : Rn × Rn −→ R

が定まる. 実際, φA(y,x) =
tyAx = txtAy = txAy = φA(x,y)である.

定義 1.23 V を実ベクトル空間とし, φ : V × V → Rを対称双線型形式とする.

(a) 任意の x ∈ V (x 6= 0) に対し φ(x, x) > 0が成り立つとき, φが正定値対称行列 (または内積)であ
るという.

(b) 任意の x ∈ V (x 6= 0) に対し φ(x, x) < 0が成り立つとき, φが負定値対称行列であるという.

(c) 任意の x ∈ V に対し φ(x, x) ≥ 0が成り立つとき, φが半正定値対称行列であるという.

(d) 任意の x ∈ V に対し φ(x, x) ≤ 0が成り立つとき, φが半負定値対称行列であるという.

定義 1.24 A ∈ Mn(R)を対称行列とする. φA が正定値対称行列, 負定値対称行列, 半正定値対称行列,

半負定値対称行列のとき, それぞれ Aが正定値対称行列, 負定値対称行列, 半正定値対称行列, 半負定値
対称行列であるという.

正定値対称行列, 負定値対称行列, 半正定値対称行列, 半負定値対称行列全体の集合をそれぞれ

S++
n (R), S−−

n (R), S+
n (R), S−

n (R)

で表す.

定理 1.25 A ∈ Mn(R)を対称行列とする. 以下が同値である.

(i) Aが正定値対称行列である.

(ii) Aの全ての固有値が > 0である.

(iii) A = tBB を満たす正則行列 B ∈ GLn(R)が存在する.
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証明

•「(i) =⇒ (ii)」を示す. λ ∈ Rを Aの固有値とし, x ∈ Rn を λに関する固有ベクトルとする. 仮定よ
り, 0 < φA(x,x) =

txAx = λtxxである. txxは Rn の通常内積に関する xのノルムであるので,
txx > 0である. ゆえに, λ > 0が成り立つ.

•「(ii) =⇒ (iii)」を示す. 系 1.22より, PAP−1 = Dとなる直交行列 P と対角行列Dが存在する. 仮
定より, D の対角成分が全て正実数である. ゆえに, 対角成分の 2乗根を取れば, D = D2

1 を満たす
対角行列 D1 が得られる. とくに, D = tD1D1 である. ゆえに,

A = P−1DP = tP tD1D1P = t(D1P )(D1P )

と書ける. ゆえに, B = D1P とおけば良い.

•「(iii) =⇒ (i)」を示す. x ∈ Rn (x 6= 0) とする. このとき,

φA(x,x) =
txAx = txtBBx = t(Bx)(Bx) = ‖Bx‖2Rn (1.2)

B が正則であるので, Bx 6= 0である. ゆえに, ‖Bx‖Rn > 0である.

同様の証明で, 以下の命題も証明できる.

命題 1.26 A ∈ Mn(R)を対称行列とする. 以下が同値である.

(i) Aが半正定値対称行列である.

(ii) Aの全ての固有値が ≥ 0である.

(iii) A = tBB を満たす正則行列 B ∈ Mn(R)が存在する.

1.8 Mm,n(R)の内積
(m,n)型行列全体の実ベクトル空間Mm,n(R)を考える. B ∈ Mm,n(R)とし, A = tBB ∈ Mn(R)とおく. 明

らかに, Aが対称行列である. また, 任意の x ∈ Rn に対し,

φA(x,x) =
txtBBx = t(Bx)(Bx) = ‖Bx‖2Rm

が成り立つ. ゆえに, φA は半正定値である. また, B が単射ならば,

φA(x,x) = 0 =⇒ ‖Bx‖Rm = 0

=⇒ Bx = 0 =⇒ x = 0

である. ゆえに, このときに φA は正定値である. 2つの (m,n)型実行列 A,B ∈ Mm,n(R)に対し,

γ(A,B) := Tr(tAB)

とおき, 双線型形式Mn(R) ×Mn(R) → Rを定める. γ(B,A) = Tr(tBA) = Tr(tAB) = γ(A,B)であるので,

γ はMm,n(R)上の対称双線型形式である.

系 1.27 γ はMm,n(R)上の内積である.

証明

A ∈ Mm,n(R) で, γ(A,A) = Tr(tAA) = 0 とする. 以上より, C := tAA が半正定値対称行列である.

Tr(C) = 0より, C の全ての固有値が 0である. 系 1.22により C が対角化可能であるので, C = 0とな
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る. よって, 任意の x ∈ Rn に対し,

‖Ax‖2Rm = t(Ax)(Ax) = txtAAx = 0. (1.3)

したがって, 任意の x ∈ Rn に対し Ax = 0であり, ゆえに A = 0である. 以上より, γ は正定値である.

証明 : (別証明)

Mm,n(R)の行列 A = (aij), B = (bij)に対し, 簡単な計算より

γ(A,B) =

n∑
i=1

m∑
j=1

aijbij

である. よって, γ(A,A) = 0ならば A = 0である.

Mn,1(R) = Rn の場合, γ が通常の Rn の内積と一致する.

1.9 正規変換
V をユークリッド空間とする.

定義 1.28

(a) f ∈ End(V )が f ◦ f∗ = f∗ ◦ f を満たすときに, f を正規変換という.

(b) 同様に, A ∈ Mn(R)が AtA = tAAを満たすときに, Aを正規行列という.

例えば, 自己随伴変換, 交代変換, 等長変換はそれぞれ, f∗ = f , f∗ = −f , f∗ = f−1 を満たすので, 明らかに
正規変換である.

定理 1.29 f ∈ End(V )を正規変換とする. W ⊂ V が線形部分空間で, f(W ) ⊂W が成り立つとする.

このとき, 以下が成り立つ.

(1) f(W⊥) ⊂W⊥

(2) f∗(W ) ⊂W

(3) f∗(W⊥) ⊂W⊥

(4) (f |W )∗ = (f∗)|W
(5) f |W : W →W は正規変換である.

証明

• (1) を示す. (e1, . . . , er) を W の正規直交基底とし, (er+1, . . . , en) を W⊥ の正規直交基底とする.

B = (e1, . . . , en)とおく. f(W ) ⊂W という仮定より, A := MatB(f)は以下の形の行列である.

A =

(
S T
0 U

)
, S ∈ Mr(R), T ∈ Mr,n−r(R), U ∈ Mn−r,n−r(R)

ゆえに,

MatB(f
∗) = tA =

(
tS 0
tT tU

)
である. f が正規変換より, AtA = tAAが成り立つ. よって,(

S tS + T tT T tU
U tT U tU

)
=

(
tS S tS T
tT S tT T + tU U

)

15



である. とくに, S tS + T tT = tS S である. A,B が正方行列のとき Tr(AB) = Tr(BA)が成り立
つので,

Tr(T tT ) = Tr(tS S)− Tr(S tS) = 0

となる. 系 1.27より T = 0である. よって, f(W⊥) ⊂W⊥ が成り立つ.

• (2), (3)は (1)と命題 1.19より従う.

• (4)は (2)より直ちにわかる.

• (5)は (4)より従う.

V をユークリッド空間とする.

GO+(V ) = {f ∈ GO(V ) | det(f) > 0}

と定義する. 同様に, GO+
n (R) := {A ∈ GOn(R) | det(A) > 0}と定める. また, 行列式が負の実数であるもの

全体の集合は, それぞれ GO−(V ), GO−
n (R)とおく.

補題 1.30 A ∈ M2(R)とする. Aが正規行列であるためには,

A ∈ S2(R) または A ∈ GO+
2 (R)

が成り立つことは必要十分である.

証明

対称行列は明らかに正規である. また, A ∈ GO2(R) のとき, 補題 1.2 により A = λB (λ ∈ R>0,

B ∈ O2(R))と書ける. ゆえに Aが正規行列である. 逆に,

A =

(
a b
c d

)
を正規行列とする. このとき,(

a2 + b2 ac+ bd
ac+ bd c2 + d2

)
=

(
a2 + c2 ab+ cd
ab+ cd b2 + d2

)
が成り立つ. とくに, b = ±cである. b = cのときA ∈ S2(R)である. b = −cのとき, ac−cd = −ac+cd
となり, ゆえに ac = cdである. c = 0のとき b = c = 0であり, A ∈ S2(R)である. c 6= 0ならば, a = d

となる. ゆえに, A ∈ GO+
2 (R)である.

§1.4より GO−
2 (R) ⊂ S2(R)であることに注意する. ゆえに, GO2(R)の全ての行列が正規である.

定理 1.31 V をユークリッド空間とし, f ∈ End(V )を正規変換とする. このとき,

V = V1 ⊥ · · · ⊥ Vr ⊥W1 ⊥ · · · ⊥Ws

と分解できる. 但し, 各 Vi, Wj は以下を満たす.

(1) λi ∈ Rが存在し, f(x) = λix (x ∈ Vi).

(2) Wj は 2次元線形部分空間であり, f(Wj) = Wj かつ f |Wj
∈ GO+(Wj)が成り立つ. 但し, f |Wj

は
スカラー変換でない.
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証明

次元に関する帰納法により示す. V = 0のとき明らかである. dim(V ) ≥ 1とする.

• まず, f(W ) ⊂W かつ W 6= 0, V を満たす線形部分空間が存在する場合を考える. 定理 1.29により
f(W⊥) ⊂W⊥ であり, さらに f |W 及び f |W⊥ はそれぞれ正規変換である. ゆえに, 帰納法の仮定よ
り, W , W⊥ は条件 (1), (2)を満たすような分解を持つ. よって, V も同様である.

• 次に, f(W ) ⊂ W となる線形部分空間 W は 0, V に限る場合を考える. このとき f は単純であ
る. よって, χf (X)が既約多項式であり, dim(V ) ≤ 2である. dim(V ) = 1のとき主張が成り立つ.

dim(V ) = 2のとき, 補題 1.30により f ∈ GO+(V )が成り立つ (S2(R)の行列は対角化可能である
ので, 単純でないことに注意する). さらに, f はスカラー変換でない. 主張が従う.

系 1.32 A ∈ Mn(R)を正規行列とする. このとき, 以下を満たす直交行列 P ∈ On(R)が存在する.

PAP−1 =



λ1
. . .

λr
a1 b1
−b1 a1

. . .
as bs
−bs as


, (ai, bi) 6= (0, 0).

逆に, 上の形の行列は正規行列である.

証明

P の存在は定理 1.31より直ちに従う. また, 補題 1.30により上の行列のブロックが全て正規行列である
ので, 行列自体も正規である.

系 1.33 A ∈ Mn(R)を交代行列とする. このとき, 以下を満たす直交行列 P ∈ On(R)が存在する.

PAP−1 =



0
. . .

0
0 b1

−b1 0
. . .

0 bs
−bs 0


.

1.10 正定値対称行列の冪根

定理 1.34 m ∈ Nが自然数で, 「A ∈ S+
n (R) =⇒ Am ∈ S+

n (R)」, かつ 「A ∈ S++
n (R) =⇒ Am ∈

S++
n (R)」 が成り立つ. さらに, 以下の 2つの写像は全単射である.

Fm : S+
n (R) −→ S+

n (R), A 7−→ Am

Fm : S++
n (R) −→ S++

n (R), A 7−→ Am.
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証明

• A ∈ S+
n (R) とする. A が対称実行列より A = PDP−1 となる直交行列 P と対角行列 D が存在す

る. さらに, A ∈ S+
n (R)より, D の対角成分が ≥ 0である.

Am = (PDP−1)m = PDmP−1

と書ける. Dm の対角成分が非負実数であるので, Am ∈ S+
n (R)が成り立つ. 同様に, A ∈ S++

n (R)
のとき, Am ∈ S++

n (R)であることが分かる.

• 次に, Fm : S+
n (R) → S+

n (R)が全射であることを示す. B ∈ S+
n (R)とする. 直交行列 P 及び対角行

列 D を用いて B = PDP−1 と書ける. D の対角成分を d1, . . . , dn とおく. 仮定より di ≥ 0である
ので, di = smi となる si ∈ R≥0 が (一意的に) 存在する. s1, . . . , sn を対角成分とする対角行列を S

とおくと, Sm = D が成り立つ. また, A = PSP−1 とおくと, Am = (PSP−1)m = PDP−1 = B

である. よって, Fm は全射である.

• より正確なことを証明する： 「任意の B ∈ S+
n (R)に対し, Am = B を満たす A ∈ R[B]が存在す

る」. ただし, R[B]とは f(B) (f ∈ R[X]) という形の行列全体の集合である. P,D, S,Aを上と同
じように定義する. 多項式補間により, f(di) = si (i = 1, . . . , n)を満たす多項式 f(X) ∈ R[X]が取
れる. このとき, f(D) = S となり,

f(B) = f(PDP−1) = Pf(D)P−1 = PSP−1 = A

が成り立つ. よって, 上で作った行列 Aは R[B]に属する.

• 次に, Fm の単射性について考える. B ∈ S+
n (R) とし, B = Am = A′m (A,A′ ∈ S+

n (R)) とする.

このとき A = A′ を示せば良い. 以上より, A ∈ R[B] と仮定して良い. B = A′m より B と A′ が
交換する. A = f(B) (f(X) ∈ R[X]) と表せるので, A′ と A が交換する. ゆえに, A,A′ が同じ基
底で対角化可能である (線形代数学 C 命題 2.51 参照). つまり, 正則行列 Q ∈ GLn(R) が存在し,

C = QAQ−1 と C ′ = QA′Q−1 の両方が対角行列である. Am = A′m より, Cm = C ′m となる. ま
た, A,A′ ∈ S+

n (R)より, C,C ′ の対角成分が全て非負実数である. 写像 R≥0 → R≥0, x 7→ xm が全
単射であるので, C = C ′ がいえる. ゆえに A = A′ となる.

• 同様に, Fm は全単射 S++
n (R) → S++

n (R)を誘導する.

例題 1.1. 以下の対称行列の 2乗根を求めよ.

A =

 3 0 −2
0 5 −2
−2 −2 4


解答 : Aの固有多項式を計算する.

χA(X) =

∣∣∣∣∣∣
X − 3 0 2

0 X − 5 2
2 2 X − 4

∣∣∣∣∣∣
= (X − 3)(X2 − 9X + 16)− 4(X − 5)

= X3 − 12X2 + 39X − 28

= (X − 1)(X2 − 11X + 28)

= (X − 1)(X − 4)(X − 7)

ゆえに, Aの固有値は 1, 4, 7である. とくに, A ∈ S++
3 (R)である. 次に, Aの固有空間を求める.
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A

x1x2
x3

 =

x1x2
x3

 ⇐⇒


3x1 − 2x3 = x1

5x2 − 2x3 = x2

−2x1 − 2x2 + 4x3 = x3

⇐⇒ x1 = 2x2 = x3

A

x1x2
x3

 = 4

x1x2
x3

 ⇐⇒


3x1 − 2x3 = 4x1

5x2 − 2x3 = 4x2

−2x1 − 2x2 + 4x3 = 4x3

⇐⇒ x1 = −x2 = −2x3

A

x1x2
x3

 = 7

x1x2
x3

 ⇐⇒


3x1 − 2x3 = 7x1

5x2 − 2x3 = 7x2

−2x1 − 2x2 + 4x3 = 7x3

⇐⇒ 2x1 = x2 = −x3

ゆえに, 以下のベクトルはそれぞれ, 固有値 1, 3, 7に関する固有ベクトルである.

u =

2
1
2

 , v =

 2
−2
−1

 , w =

 1
2
−2


また, ‖u‖ = ‖v‖ = ‖w‖ = 3であるので, C = (u3 ,

v
3 ,

w
3 )は R3 の正規直交基底である. B = (e1, e2, e3)を標準基

底とし,

P = PB→C = MatC,B(id) =
1

3

2 2 1
1 −2 2
2 −1 −2


と定める. このとき, 以下が成り立つ.

A = PDP−1, D =

1
4

7


ゆえに,

B := P

1
2 √

7

P−1 =
1

9

√
7 + 12 2

√
7− 6 −2

√
7

2
√
7− 6 4

√
7 + 9 −4

√
7 + 6

−2
√
7 −4

√
7 + 6 4

√
7 + 6


とおくと, B ∈ S++

3 (R) かつ B2 = PDP−1 = Aが成り立つ.

1.11 極分解

定理 1.35 以下の 2つの写像は全単射である.

S++
n (R)×On(R) → GLn(R), (S,U) 7→ SU

S++
n (R)×On(R) → GLn(R), (S,U) 7→ US

証明

• 上段の写像を α とおき, 下段の写像を β とおくと t(β(S,U)) = t(US) = StU = α(S, tU) である.

ゆえに, αが全単射であることを示せば十分である.

• αが単射であることを示す. S1, S2 ∈ S++
n (R), U1, U2 ∈ On(R)で S1U1 = S2U2 = Aとする. この

とき, i = 1, 2に対し
A tA = (SiUi)

t(SiUi) = Si(Ui
tUi)Si = S2

i

である. とくに S2
1 = S2

2 である. 定理 1.34より S1 = S2 となる. また, S1U1 = S2U2 より U1 = U2

である.
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• 次に, A ∈ GLn(R)に対し, A = SU となる行列 S ∈ S++
n (R)及び U ∈ On(R)の存在することを示

す. Aが正則より, 定理 1.25より A tAは正定値対称行列である. よって, 定理 1.34より A tA = S2

を満たす S ∈ S++
n (R)が存在する. U = S−1Aと定義する. このとき,

U tU = S−1A tAS−1 = S−1S2S−1 = En

である. よって, U は直交行列である. A = SU が成り立つので, 主張が示せた.

2 エルミート空間
2.1 エルミート半双線型形式
複素共役を z 7→ z で表す. V を複素ベクトル空間とし, φ : V × V → Cを写像とする.

定義 2.1 φが以下を満たすときに, エルミート半双線型形式であるという.

(1) 任意の x ∈ V に対し, 写像 V → C, y 7→ φ(x, y)は C線形写像である.

(2) 任意の x, y ∈ V に対し, φ(y, x) = φ(x, y)である.

上の条件 (1), (2)が成り立つとき,

φ(x+ λy, z) = φ(z, x+ λy) = φ(z, x) + λφ(z, y) = φ(x, z) + λφ(y, z)

である. φ(−,−) は第 2成分に関して半双線形であるという. 任意の x ∈ V に対し φ(x, x) = φ(x, x)が成り立
つので, φ(x, x) ∈ Rである.

定義 2.2

(a) φがエルミート内積であるとは, 任意の x ∈ V (x 6= 0)に対し φ(x, x) > 0が成り立つことをいう.

また, このとき φが正定値であるともいう.

(b) 全ての x ∈ V に対し φ(x, x) ≥ 0のとき, φが半正定値であるという.

同様に,「負定値」,「半負定値」のエルミート半双線型形式を同様に定義する. エルミート内積は普段, 〈−,−〉
で表す. V が有限次元複素ベクトル空間で, V 上のエルミート内積 〈−,−〉 が与えられているとき, 組 (V, 〈−,−〉)
はエルミート空間と呼ばれる. このとき, x ∈ V に対し ‖x‖ =

√
〈x, x〉とおき, xのノルムという. 任意の λ ∈ C

及び x ∈ V に対し ‖λx‖ = |λ|‖x‖である. また, 任意の x, y ∈ V に対し,

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2Re(〈x, y〉) (2.1)

‖x+ iy‖2 = 〈x+ iy, x+ iy〉 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + i〈x, y〉 − i〈y, x〉 = ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2 Im(〈x, y〉) (2.2)

が成り立つ. とくに, 〈x, y〉 = 0 のとき ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 である (ピタゴラスの定理).

補題 2.3 任意の x, y ∈ V に対し, 以下が成り立つ.

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖
‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
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証明

y = 0のとき明らかであるので, x 6= 0として良い. このとき,

z := y − 〈x, y〉
‖x‖2

x

を考える. 〈x, z〉 = 0である. よって, ピタゴラスの定理により,

‖y‖2 = ‖z‖2 + |〈x, y〉|2

‖x‖4
‖x‖2 = ‖z‖2 + |〈x, y〉|2

‖x‖2
≥ |〈x, y〉|2

‖x‖2

ゆえに, |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖である. また, (2.1)により,

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2Re(〈x, y〉) ≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2|〈x, y〉|
≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖‖y‖ = (‖x‖+ ‖y‖)2

となる. よって, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ が成り立つ.

例 2.4. V = Cn とする. Cn の 2つの複素ベクトル

x =

x1...
xn

 , y =

y1...
yn


に対し,

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiyi =
txy

とおくことによって, Cn 上のエルミート内積が定まる. ただし, xは xの複素共役, すなわち xi を第 i成分とす
る複素ベクトルである. この内積を Cn の通常エルミート内積という.

例 2.5. V = C([0, 1],C) を閉区間 [0, 1] の上で定義されている複素値関数全体の集合とする. V は通常の足し
算、スカラー倍に関して複素ベクトル空間である. f, g ∈ V に対し

〈f, g〉 =
∫ 1

0

f(t)g(t)dt

とおくと, V 上のエルミート内積が定まる. 明らかに, 〈f, f〉 ≥ 0 (f ∈ V ) が成り立つ. また, f 6= 0 のとき,

f(t0) 6= 0を満たす t0 ∈]0, 1[が存在する. 連続性より十分に小さい ϵ > 0が存在し, 任意の t ∈ [t0 − ϵ, t0 + ϵ]に
対し |f(t)| > |f(t0)|

2 である. よって

〈f, f〉 =
∫ 1

0

|f(t)|dt ≥ 2ϵ

(
|f(t0)|

2

)
= ϵ|f(t0)| > 0

である. ゆえに, 〈−.−〉はエルミート内積である.

複素行列 A ∈ Mm,n(C)に対し, Aの複素共役を Aとおく. また, A∗ = tAと定義し, Aの随伴行列という. 行
列 A,B に対し (AB)∗ = B∗A∗ が成り立つ.

補題 2.6 V = Mm,n(C)とする.

〈A,B〉 = Tr(A∗B), (A,B) ∈ V

は V 上のエルミート内積である.
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証明

系 1.27と同様に, A = (aij), B = (bij)とおくと

〈A,B〉 =
∑
i,j

aijbij

が成り立つ. このことから, 内積であることは直ちに確認できる.

V をエルミート空間とし, V の双対空間を V ∗ とおく. すなわち,

V ∗ = {f : V → C | C線形写像 }

である. V ∗ の元は V 上の一次形式と呼ばれる. x ∈ V のとき, 写像 V → C, y 7→ 〈x, y〉は一次形式であること
に注意する.

補題 2.7 写像
φ : V → V ∗, x 7→ (y 7→ 〈x, y〉) (2.3)

は R線形同型写像である.

注意 2.8. φ(λx) = λφ(x)が成り立つので, φが C線形写像でないことに注意する.

証明

φは明らかに R線形写像である. x ∈ Ker(φ)ならば, 任意の y ∈ V に対し 〈x, y〉 = 0である. とくに,

〈x, x〉 = 0となり, ゆえに x = 0である. したがって, φは単射である. V , V ∗ が同次元複素ベクトル空
間であるので, 実ベクトル空間としても同じ次元である. ゆえに, φは Rベクトル空間の同型写像となる.

2.2 直交性
V をエルミート空間とする. 線形部分空間W に対し,

W⊥ = {y ∈ V | ∀x ∈W, 〈x, y〉 = 0}

とおき, W の直交補空間という. W⊥ は V の C線形部分空間である.

命題 2.9 以下が成り立つ.

(1) dimC(W
⊥) = dimC(V )− dimC(W )である.

(2) V =W ⊕W⊥ である.

証明

• f : V → Cが一次形式ならば, f |W はW 上の一次形式である. ゆえに, C線形写像

αW : V ∗ →W ∗, f 7→ f |W

が得られる. αW は全射であることは容易に確認できる. よって, αW ◦φ : V →W ∗ は全射 R線形写
像である. 明らかに, W⊥ = Ker(αW ◦φ)が成り立つ. よって, dimR(W

∗) = dimR(V )−dimR(W
⊥)

となる. 任意の複素ベクトル空間 U に対し, dimR(U) = 2 dimC(U)が成り立つ. また, dimC(U
∗) =

dimC(U)である. 以上より, dimC(W
⊥) = dimC(V )− dimC(W )となる.

• W ∩W⊥ = {0}が成り立つので, V =W ⊕W⊥ となす.

22



V がエルミート空間で, W1, W2 を V の線形部分空間とする. 任意の x1 ∈ W1, x2 ∈ W2 に対し 〈x1, x2〉 = 0

が成り立つときにW1, W2 が直交するという. このとき, W1 とW2 の直和はW1 ⊥W2 とおき, 直交直和という.

定義 2.10 V の基底 B = (e1, . . . , en)が正規直交基底であるとは, 任意の 1 ≤ i, j ≤ nに対し

〈ei, ej〉 = δij

が成り立つことをいう.

例 2.11. Cn の通常のエルミート内積を考える. このとき, 標準基底が正規直交基底である.

B = (e1, . . . , en)を V の正規直交基底とする. x, y ∈ V とし, x =
∑n

i=1 xiei 及び y =
∑n

i=1 yiei (xi, yi ∈ C)

と書く. このとき,

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiyi

が成り立つ. また, x =
∑n

i=1 xiei のとき, xi = 〈ei, x〉 = 〈x, ei〉である.

補題 2.12 任意のエルミート空間は正規直交基底を持つ.

証明

次元に関する帰納法により示す. dimC(V ) = 1のとき, 明らかである. dimC(V ) ≥ 2のとき, 0,V とは異
なる線形部分空間W ⊂ V が存在する. 帰納法の仮定より, W 及び W⊥ はそれぞれ正規直交基底 B1, B2

をもつ. V =W ⊥W⊥ であるので, B := (B1,B2)は V の正規直交基底である.

2.3 随伴変換
V をエルミート空間とし, f : V → V を C線形変換とする.

命題 2.13 以下を満たす C線形変換 f∗ : V → V が一意的に存在する.

〈f∗(x), y〉 = 〈x, f(y)〉, x, y ∈ V. (2.4)

証明

任意の x に対し, 写像 γx : V → C, y 7→ 〈x, f(y)〉 は C 線形写像である. (2.3) の全単射より, γx(y) =

〈f∗(x), y〉 (y ∈ V )となるベクトル f∗(x) ∈ V が一意的に存在する. 最後に, f∗ : V → V , x 7→ f∗(x)が
C線形写像であることを示せば良い. x1, x2 ∈ V , λ ∈ Cとする.

〈f∗(x1) + λf∗(x2), y〉 = 〈f∗(x1), y〉+ λ〈f∗(x2), y〉
= 〈x1, f(y)〉+ λ〈x2, f(y)〉
= 〈x1 + λx2, f(y)〉.

が成り立つ. よって, f∗(x1) + λf∗(x2) = f∗(x1 + λx2)となる. したがって, f∗ は線形変換である.

明らかに, 〈x, f∗(y)〉 = 〈f(x), y〉 (x, y ∈ V ) も成り立つ.

定義 2.14 命題 2.13で与えられた f∗ を f の随伴変換という.
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命題 2.15 B = (e1, . . . , en)を正規直交基底とする. このとき,

MatB(f
∗) = MatB(f)

∗

が成り立つ.

証明

MatB(f) = (aij), MatB(f
∗) = (bij) とおく. 全ての i, j に対し,

bij = 〈ei, f∗(ej)〉 = 〈f∗(ej), ei〉 = 〈ej , f(ei)〉 = aji

である. 主張が従う.

2.4 ユニタリ変換
V をエルミート空間とし, f : V → V を C線形変換とする.

定義 2.16 任意の x ∈ V に対し ‖f(x)‖ = ‖x‖が成り立つとき, f がユニタリ変換であるという.

f がユニタリ変換ならば, 任意の x, y ∈ V に対し

〈f(x), f(y)〉 = 〈x, y〉 (2.5)

が成り立つ. 実際, (2.1)と (2.2)を使えば, Re(〈f(x), f(y)〉) = Re(〈x, y〉) かつ Im(〈f(x), f(y)〉) = Im(〈x, y〉)
である. ゆえに 〈f(x), f(y)〉 = 〈x, y〉である. 逆に, (2.5)が成り立つとき, x = y とすると ‖f(x)‖ = ‖x‖とな
り, f がユニタリ変換である. n次正方複素行列 Aがユニタリ行列であるとは,

AA∗ = A∗A = En

が成り立つことをいう. Aがユニタリ行列ならば, tA, A, A∗ もそれぞれユニタリである. A,B がユニタリなら
ば, AB もユニタリである.

定義 2.17 V をエルミート空間とする.

(a) V のユニタリ変換全体の集合を U(V )とおき, V のユニタリ群という.

(b) Mn(C)のユニタリ行列全体の集合を Un(C)とおき, n次ユニタリ群という.

補題 2.18 A ∈ Mn(C)に対し, 以下が同値である.

(i) Aがユニタリ行列である.

(ii) Aの列が通常エルミート内積に関して Cn の正規基底をなす.

(iii) Aの行が通常エルミート内積に関して Cn の正規基底をなす.

(iv) Aに対応する線形写像 fA : Cn → Cn は通常内積に関してユニタリ変換である.

証明

•「(i) ⇐⇒ (ii)」を示す. B = (e1, . . . , en)を標準基底とする. 行列 C ∈ Mn(C)に対し, e∗iCej は C
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の (i, j)成分に他ならない. ゆえに,

Aがユニタリ行列である ⇐⇒ A∗A = En

⇐⇒ 全ての 1 ≤ i, j ≤ nに対し, e∗iA
∗Aej = e∗i ej

⇐⇒ 全ての 1 ≤ i, j ≤ nに対し, (Aei)∗(Aej) = δij

⇐⇒ Aの列が Cn の正規基底をなす.

• Aユニタリ ⇐⇒ tAがユニタリ」より, 「(ii) ⇐⇒ (iii)」が分かる.

•「(i) ⇐⇒ (iv)」を示す.

Aがユニタリ行列である ⇐⇒ A∗A = En

⇐⇒ 全ての x, y ∈ Cn に対し, x∗A∗Ay = x∗y

⇐⇒ 全ての x, y ∈ Cn に対し, (Ax)∗(Ay) = x∗y

⇐⇒ 全ての x, y ∈ Cn に対し, 〈fA(x), fA(y)〉Cn = 〈x, y〉Cn

⇐⇒ fA がユニタリ変換である.

命題 2.19 V をエルミート空間とする. B = (e1, . . . , en) を V の正規直交基底とし, f : V → V を C
線形変換とする. このとき, 以下が同値である.

(i) f がユニタリ変換である.

(ii) (f(e1), . . . , f(en))が V の正規直交基底である
(iii) MatB(f)がユニタリ行列である.

(iv) f ◦ f∗ = f∗ ◦ f = idV

証明

•「(i) =⇒ (ii)」を示す. 〈f(ei), f(ej)〉 = 〈ei, ej〉 = δij より, (f(e1), . . . , f(en))が V の正規直交基底
である.

•「(ii) =⇒ (iii)」は直ちに補題 2.18から分かる.

•「(iii) =⇒ (iv)」はMatB(f
∗) = MatB(f)

∗ から従う.

•「(iv) =⇒ (i)」を示す. 任意の x, y ∈ V に対し,

〈f(x), f(y)〉 = 〈x, f∗(f(y))〉 = 〈x, y〉

が成り立つ. よって f はユニタリ変換である.

補題 2.20 U(V )が GLC(V )の部分群である. 同様に, Un(C)は GLn(C)の部分群である.

証明

命題 2.19により, U(V ) ⊂ GL(V )である. 明らかに, idV ∈ U(V )である. また, f, g ∈ U(V )のとき, 任
意の x ∈ V に対し

‖(g ◦ f)(x)‖ = ‖f(x)‖ = ‖x‖

が成り立つので, g ◦ f ∈ U(V )である. また,

‖f−1(x)‖ = ‖f(f−1(x))‖ = ‖x‖

であり, f−1 ∈ U(V )である. 以上より, U(V )は GLC(V )の部分群である. Un(C)の場合は同様である.
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2.5 正規変換

定義 2.21 V がエルミート空間で, f : V → V を C線形変換とする.

(a) f∗ = f のとき, f がエルミート変換であるという.

(b) f∗ = −f のとき, f が歪エルミート変換であるという.

(c) f∗ ◦ f = f ◦ f∗ = idのとき, f がユニタリ変換であるという.

(d) f∗ ◦ f = f ◦ f∗ のとき, f が正規変換であるという.

明らかに, エルミート変換, 歪エルミート変換, ユニタリ変換はそれぞれ正規変換である. 同様に, A ∈ Mn(C)
が AA∗ = A∗Aを満たすとき, 正規行列であるという.

注意 2.22. 実行列の場合は, 転置行列と随伴行列は一致することに注意する. ゆえに, 任意の A ∈ Mn(R) に
対し,

Aが対称行列 =⇒ Aがエルミート行列
Aが交代行列 =⇒ Aが歪エルミート行列
Aが直交行列 =⇒ Aがユニタリ行列

また, Aが定義 1.28の意味で正規行列ならば, Aは明らかに複素行列としても正規である.

命題 2.23 f ∈ End(V )とする. W ⊂ V が線形部分空間で, f(W ) ⊂W が成り立つならば,

f∗(W⊥) ⊂W⊥

が成り立つ.

証明

命題 1.19と同様である.

命題 2.24 V がエルミート空間で, f ∈ End(V ) を正規変換とする. W ⊂ V が線形部分空間で,

f(W ) ⊂W が成り立つとする. このとき, 以下が成り立つ.

(1) f(W⊥) ⊂W⊥

(2) f∗(W ) ⊂W

(3) f∗(W⊥) ⊂W⊥

(4) (f |W )∗ = (f∗)|W
(5) f |W : W →W は正規変換である.

証明

(1) のみ確認する. 他の主張は定理 1.29 の証明と全く同じように証明できる. また, (1) の証明は, 定理
1.29(1)の証明で「転置行列」を「随伴変換」に変更するだけで済む: (e1, . . . , er)をW の正規直交基底
とし, (er+1, . . . , en)をW⊥ の正規直交基底とする. B = (e1, . . . , en)とおく. f(W ) ⊂W という仮定よ
り, A := MatB(f)は以下の形の行列である.

A =

(
S T
0 U

)
, S ∈ Mr(C), T ∈ Mr,n−r(C), U ∈ Mn−r,n−r(C)
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ゆえに,

MatB(f
∗) = ∗A =

(∗S 0
∗T ∗U

)
である. f が正規変換より, AA∗ = A∗Aが成り立つ. よって,(

SS∗ + TT ∗ TU∗

UT ∗ UU∗

)
=

(
S∗S S∗T
T ∗S T ∗T + U∗U

)
とくに, SS∗ + TT ∗ = S∗S である. ゆえに, Tr(TT ∗) = Tr(S∗S)− Tr(SS∗) = 0 となる. 補題 2.6によ
り T = 0となる. したがって, f(W⊥) ⊂W⊥ が成り立つ.

次に, 正規変換の標準形定理を述べる.

U1 = {λ ∈ C | |λ| = 1}

とおく. U1 = U1(C)であることに注意する.

定理 2.25 V を n次元のエルミート空間とし, f : V → V を正規変換とする. このとき, f は正規直交
基底で対角化可能である. つまり, V の正規直交基底 B 及び複素数 λ1, . . . , λn ∈ Cが存在し,

MatB(f) =

λ1 . . .
λn

 .

が成り立つ. さらに,

(1) f がエルミート変換である ⇐⇒ λ1, . . . , λn ∈ Rである.

(2) f が歪エルミート変換である ⇐⇒ λ1, . . . , λn ∈ iRである.

(3) f がユニタリ変換である ⇐⇒ λ1, . . . , λn ∈ U1 である.

証明

帰納法により証明する. C が代数的閉体であるので, χf (X) が C で分解する. λ1 ∈ C を f の固有値と
し, x ∈ V を λ1 に関する固有ベクトルとする. また, xが正規ベクトル (すなわち, ‖x‖ = 1) であると仮
定して良い. W = Cxとおく. 命題 2.24により f(W⊥) ⊂W⊥ であり, さらに f |W⊥ は正規変換である.

帰納法の仮定より, W⊥ の正規直交基底 B′ が存在し, MatB′(f ′)が対角行列である. よって, B = (x,B′)

が正規直交基底であり, MatB(f)は対角行列である. 最後に, 上の主張 (1)～(3)は明らかである.

注意 2.26. 逆に, 正規直交基底で対角化可能である線形変換は明らかに正規変換である.

系 2.27 A ∈ Mn(C)を正規行列とする. このとき, P ∈ Un(C)及び λ1, . . . , λn ∈ Cが存在し,

PAP−1 =

λ1 . . .
λn

 .

である. また,

(1) Aがエルミート行列である ⇐⇒ λ1, . . . , λn ∈ Rである.

(2) Aが歪エルミート行列である ⇐⇒ λ1, . . . , λn ∈ iRである.

(3) Aがユニタリ行列である ⇐⇒ λ1, . . . , λn ∈ U1 である.
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例 2.28. θ ∈ R \ Zπ とし, 回転行列

R(θ) =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
を考える. R(θ)はM2(R)において対角化可能でない. しかし, Aはユニタリ行列として C2 の正規直交基底で
対角化可能である. R(θ)の固有多項式は

χR(θ)(X) = X2 − Tr(R(θ))X + det(R(θ))

= X2 − 2 cos(θ)X + 1 = (X − exp(iθ))(X − exp(−iθ))

である. 固有値 exp(iθ), exp(−iθ)に関する固有空間はそれぞれ, 正規ベクトル

u =
1√
2

(
1
−i

)
, v =

1√
2

(
1
i

)
によって生成される. B = (e1, e2)を標準基底とし, C = (u, v)と定義する. 明らかに, C は C2 の正規直交基底で
ある.

P = PB→C =
1√
2

(
1 1
i −i

)
とおくと, P ∈ U2(C)であり,

R(θ) = P

(
exp(iθ) 0

0 exp(−iθ)

)
P−1

が成り立つ.

2.6 正定値性
A ∈ Mn(C)をエルミート行列とする. x, y ∈ Cn に対し,

φA(x, y) =
txAy

とおくと, エルミート半双線型形式 φA が定まる. 実際,

φA(y, x) =
tyAx = txA∗y = txAy = φA(x, y)

が成り立つ. Aが正定値, 負定値, 半正定値, 半負定値であるとは, それぞれ φA がその性質を持つときにいう. 正
定値エルミート行列, 負定値エルミート行列, 半正定値エルミート行列, 半負定値エルミート行列全体の集合をそ
れぞれ,

H++
n (C), H−−

n (C), H+
n (C), H−

n (C)

で表す. 以下の定理 2.29, 定理 2.30の証明は, それぞれ定理 1.34, 定理 1.35と同様であるので省略する.

定理 2.29 m ∈ Nが自然数で, 「A ∈ H+
n (C) =⇒ Am ∈ H+

n (C)」かつ「A ∈ H++
n (C) =⇒ Am ∈

H++
n (C)」が成り立つ. さらに, 以下の 2つの写像は全単射である.

Fm : H+
n (R) −→ H+

n (R), A 7−→ Am

Fm : H+
n (R) −→ H+

n (R), A 7−→ Am.

定理 2.30 以下の 2つの写像は全単射である.

H++
n (C)×Un(C) → GLn(C), (S,U) 7→ SU

H++
n (C)×Un(C) → GLn(C), (S,U) 7→ US

A ∈ GLn(C) に対し, A = SU (S ∈ H++
n (C), U ∈ Un(C)) という表現は A の極分解と呼ばれる. 例えば,

n = 1のとき, 複素数 z 6= 0の極分解は z = reiθ (r > 0, θ ∈ R)に他ならない.
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3 2次形式
3.1 定義
Kを標数 2以外の可換体とし, V を Kベクトル空間とする. また, 写像 q : V → Kが与えられているとする.

定義 3.1 q が 2次形式であるとは, 双線型形式 φ : V × V → Kが存在し, 任意の x ∈ V に対し

q(x) = φ(x, x)

が成り立つことをいう.

双線型形式 φは q により一意的に定まることに注意する. なぜならば, x, y ∈ V のとき,

q(x+ y) = φ(x+ y, x+ y) = φ(x, x) + 2φ(x, y) + φ(y, y)

= q(x) + q(y) + 2φ(x, y)

が成り立つ. Kの標数が 2とは異なるので,

φ(x, y) =
1

2
(q(x+ y)− q(x)− q(y)) (3.1)

となる. このことから, 2次形式 q : V → Kと双線型形式 V × V → Kは一対一で対応している. 特に, 全ての
x ∈ V に対し q(x) = 0ならば, 任意の x, y ∈ V に対し φ(x, y) = 0が成り立つ. V = Kn で,

x =

x1...
xn


と書く. Kn 上の 2次形式は以下のように表せる.

q(x) =
n∑

i=1

aiix
2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

aijxixj , aij ∈ K. (3.2)

1 ≤ j < i ≤ n のとき aij := aji と定義する. aij を (i, j) 成分とする次対称行列を A とおく. このとき,

q(x) = txAxと表せる. よって, g に対応する双線型形式 φ : Kn ×Kn → Kは

φ(x, y) = txAy =
∑

1≤i,j≤n

aijxiyj x, y ∈ Kn (3.3)

である.

例 3.2. q(x) = x21 + 2x22 − x23 + 3x1x3 − x1x2 とする. q に対応する双線型形式は

φ : (x, y) 7−→ tx

 1 −1/2 3/2
−1/2 2 0
3/2 0 −1

 y

である. すなわち, φ(x, y) = x1y1 + 2x2y2 − x3y3 +
3
2 (x1y3 + x3y1)− 1

2 (x1y2 + x2y1)である.

定義 3.3 V が Kベクトル空間で, q, q′ : V → Kを 2つの 2次形式とする. q と q′ が同値であるとは,

V の自己同型 θ : V → V が存在し, 任意の x ∈ V に対し

q′(x) = q(θ(x)) (3.4)

が成り立つことをいう. このとき, q ∼ q′ と書く.
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V 上の 2次形式全体の集合を Q(V )とおく. q1, q2 ∈ Q(V ), λ ∈ K のとき, λq1 + q2 も 2次形式であるので,

Q(V )は自然に Kベクトル空間である. ∼は Q(V )上の同値関係である. q, q′ が 2次形式で, (3.4)が成り立つ
とき, q, q′ に対応する双線型形式 φ,φ′ : V × V → Kは

φ′(x, y) = φ(θ(x), θ(y)) (3.5)

を満たす. 実際, これは (3.1)より直ちに確認できる.

命題 3.4 q, q′ を Kn 上の 2次形式とし, それらに対応する対称行列をそれぞれ A,A′ とおく. このとき,

q ∼ q′ ⇐⇒ 正則行列 P ∈ GLn(K)が存在し, A′ = tPAP が成り立つ.

証明

P ∈ GLn(K)とし, 写像 θ : Kn → Kn, x 7→ Pxを考える.

q′(x) = q(θ(x)) ⇐⇒ txA′x = t(Px)A(Px)

⇐⇒ txA′x = tx(tPAP )x

ゆえに, q′ = q ◦ θ ⇐⇒ A′ = tPAP である.

今, V を n次元ベクトル空間とし, q : V → Kを 2次形式とする. q に対応する双線型形式を φ : V × V → K
とおく. B = (u1, . . . , un)を V の基底とする. このとき,

MatB(q) := (φ(ui, uj))i,j ∈ Sn(K)

とおき, B に関する q の行列という. ベクトル x =
∑n

i=1 xiui 及び y =
∑n

i=1 yiui (xi, yi ∈ K) に対し,

φ(x, y) = (x1 . . . xn) MatB(q)

y1...
yn


が成り立つ. MatB(q)の行列式を ∆B(q)とおき, B に関する q の判別式 (または行列式) という.

補題 3.5 B = (u1, . . . , un)及び B′ = (u′1, . . . , u
′
n)を V の 2つの基底とし, P = PB→B′ を B から B′

への基底変換行列とする. このとき,

MatB′(q) = tP MatB(q)P.

証明

x, y ∈ V とし, x, y の B に関する座標をそれぞれ (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)とおく. また, x, y の B′ に
関する座標をそれぞれ (x′1, . . . , x

′
n), (y′1, . . . , y′n)とおく. このとき,x1...
xn

 = P

x
′
1
...
x′n

 かつ

y1...
yn

 = P

y
′
1
...
y′n


が成り立つ. よって

φ(x, y) = (x1 . . . xn)MatB(q)

y1...
yn

 = (x′1 . . . x′n)
tP MatB(q)P

y
′
1
...
y′n


ゆえに, MatB′(q) = tP MatB(q)P である.
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系 3.6 ∆B′(q) = ∆B(q)× a2 を満たす a ∈ K∗ が存在する.

証明

補題 3.5よりMatB′(q) = tP MatB(q)P である. よって, a = det(P )とおけば良い.

実数 x ∈ Rに対し, xの符号を

sgn(x) =


1 if x > 0

−1 if x < 0

0 if x = 0

(3.6)

と定義する.

系 3.7 K = Rとする. このとき, ∆B(q)の符号は基底 B の取り方によらない.

q : V → Kを 2次形式とし, φを q に対応する双線型形式とする. また, W1,W2 ⊂ V を 2つの線形部分空間
とする. 任意の x1 ∈W1, x2 ∈W2 に対し

φ(x1, x2) = 0

が成り立つとき, W1 と W2 が直交するという. W1, W2 が直交し, V = W1 ⊕ W2 を満たすときに, V =

W1 ⊥ W2 と書く. このとき, B1 = (u1, . . . , ur), B2 = (v1, . . . , vs) がそれぞれ W1, W2 の基底であるならば,

B = (u1, . . . , ur, v1, . . . , vs)は V の基底である. q のW1, W2 への制限をそれぞれ q1, q2 とおく. B に関する q

の行列は以下の通りになる.

MatB(q) =


MatB1

(q1) 0

0 MatB2
(q2)

 (3.7)

とくに, ∆B(q) = ∆B1
(q1)∆B2

(q2)が成り立つ.

3.2 非退化な 2次形式
V を有限次ベクトル空間とし, q : V → Kを 2次形式とする. q に対応する双線型形式を φ : V × V → Kとお

く. W ⊂ V を線形部分空間とする. このとき

W⊥ := {x ∈ V | ∀y ∈W, φ(x, y) = 0}

とおき, W の直交部分空間という. V 自身の直交部分空間 V ⊥ を q の根基という. q の根基は Rad(q)と書くこ
ともある.

rank(q) = dim(V )− dim(V ⊥)

とおき, q の階数という.

定義 3.8 V ⊥ = {0}のとき, V が非退化であるという.

V の双対空間を V ∗ とおく. x ∈ V に対し, 写像 y 7→ φ(x, y) を φx とおく. 明らかに, 写像 α : V → V ∗,

x 7→ φx は線形写像である.
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命題 3.9 以下が同値である.

(i) V が非退化である.

(ii) 写像 α : V → V ∗, x 7→ φx が同型である.

(iii) MatB(q)は正則行列である.

証明

• (i) ⇐⇒ (ii)を示す. x ∈ V に対し,

x ∈ V ⊥ ⇐⇒ 任意の y ∈ V に対し φ(x, y) = 0

⇐⇒ φx = 0.

よって, Ker(α) = V ⊥ である. dimK(V ) = dimK(V
∗)より, αが同型写像であることと Ker(α) = 0

であることは同値である. ゆえに, (i) ⇐⇒ (ii)が成り立つ.

• (ii) ⇐⇒ (iii) を示す. B = (u1, . . . , un)を V の基底とし, B∗ を B の双対基底とする. このとき,

MatB,B∗(α) = MatB(q)

が成り立つ. ゆえに, αが同型である ⇐⇒ MatB(q)が正則である.

V をベクトル空間とし, q : V → Kを 2次形式とする. 線形部分空間W ⊂ V に対し, q のW への制限を

q|W : W → K

とおく. (W, q|W )が非退化であるとき, W が V の非退化部分空間であるという. 明らかに,

W が非退化 ⇐⇒ W ∩W⊥ = {0}.

補題 3.10 W ⊂ V が線形部分空間で, V = W ⊕ V ⊥ とする. このとき, W が非退化である. さらに,

W⊥ = V ⊥ かつ V =W ⊥ V ⊥ が成り立つ.

証明

• W⊥ = V ⊥ を示す. 明らかに, V ⊥ ⊂W⊥ である. 逆に, x ∈W⊥ のとき, xが V ⊥ 及びW と直交す
るので, xが V 全体と直交する. ゆえに, x ∈ V ⊥ である.

• W ∩W⊥ =W ∩ V ⊥ = 0より, W は非退化部分空間である.

ゆえに, rank(q) = dim(W )である. また, B が V の基底ならば, rank(q) = rank(MatB(q))が成り立つ.

命題 3.11 q を V 上の非退化な 2次形式とし, W を V の線形部分空間とする.

(1) dim(W⊥) = dim(V )− dim(W )である.

(2) (W⊥)⊥ =W である.

証明

• f : V → K が一次形式のとき, f の W への制限 f |W : W → K は W 上の一次形式である. また,

f 7→ f |W で定まる写像
γ : V ∗ →W ∗

は線形写像である. γ が全射であることは容易に示される. 合成写像 γ ◦ α : V → W ∗ を考える.
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γ ◦ αは全射であり, その核は

Ker(γ ◦ α) = {x ∈ V | ∀y ∈W, φ(x, y) = 0} =W⊥

である. dim(W ∗) = dim(W )であるので, dim(W ) + dim(W⊥) = dim(V )が成り立つ.

• 明らかに, W ⊂ (W⊥)⊥ である. また,

dim((W⊥)⊥) = dim(V )− dim(W⊥) = dim(V )− (dim(V )− dim(W )) = dim(W )

より, (W⊥)⊥ =W が成り立つ.

系 3.12 q が V 上の非退化な 2 次形式で, W ⊂ V を非退化な線形部分空間とする. このとき,

V =W ⊥W⊥ である.

証明

W が非退化より, W ∩W⊥ = {0}である. また, 命題 3.11より dim(W ) + dim(W⊥) = dim(V )が成り
立つ. 主張が従う.

補題 3.13 q を V 上の 2次形式とする.

(1) V =W1 ⊥W2 とする. このとき, q が非退化 ⇐⇒ W1,W2 が非退化
(2) q が非退化で, W ⊂ V を線形部分空間とする. このとき, W ⊂ V が非退化 =⇒ W⊥ が非退化

証明

(1)は (3.7)より直ちに従う. q が非退化で, W ⊂ V が非退化な線形部分空間のとき, V = W ⊥ W⊥ で
ある. (1)よりW⊥ は非退化である.

定理 3.14 q を V 上の 2次形式とし, r := rank(q)とおく. このとき,

MatB(q) =



c1
. . .

cr
0

. . .
0


, ci ∈ K∗ (3.8)

となる V の基底 B が存在する. このとき, B を直交基底という.

証明

V の次元に関する帰納法により示す. W を V ⊥ の補空間とする. 補題 3.10により V = W ⊥ V ⊥ であ
り, W が非退化である. ゆえに, V が非退化である場合を考えれば十分である. このとき, q(u1) 6= 0を
満たすベクトル u1 ∈ V が存在する. 明らかに U := Ku1 は非退化部分空間である. よって, 系 3.12より
V = U ⊥ U⊥ と書ける. 帰納法の仮定より, U⊥ の適当な基底 B′ = (u2, . . . , un)が存在し, MatB′(q|U⊥)

が対角行列である. よって, B = (u1, u2, . . . , un)とおくと, MatB(q)は対角行列である.

K の任意の元が 2 乗根を持つ場合を考える. 例えば, K = C はこの性質を持つ. B = (e1, . . . , en) が V の
基底で, MatB(q) が上の行列 (3.8) であるとする. 1 ≤ i ≤ r に対し, 仮定より ci = a2i (ai ∈ K∗) と書ける.
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e′i :=
1
ai
ei とおき, 基底 B′ = (e′1, . . . , e

′
r, er+1, . . . , en)を考える. このとき,

MatB′(q) =

(
Er 0
0 0

)
となる. よって, 以下の系が示せた.

系 3.15 K → K, x 7→ x2 が全射であるとする. このとき, 任意の q, q′ ∈ Q(V )に対し,

q ∼ q′ ⇐⇒ rank(q) = rank(q′).

3.3 等方ベクトル

定義 3.16 q を V 上の 2次形式とし, x ∈ V \ {0}とする. q(x) = 0のとき, xを等方ベクトルという.

例 3.17. V = Q2 で,
q(x1, x2) = x21 − 2x22

を考える.
√
2が無理数であるので, x21 − 2x22 = 0となる x1, x2 ∈ Q∗ が存在しない. ゆえに, q が非等方的であ

る. しかし, V = R2 の場合は,

x =

(√
2
1

)
は q(x1, x2) = x21 − 2x22 等方ベクトルである.

定義 3.18 W ⊂ V を線形部分空間とする.

(a) 等方ベクトル x ∈W \ {0}が存在するとき, W が等方的であるという.

(b) q|W = 0のとき, W が完全等方的であるという.

(c) W 内に等方ベクトルが存在しないときに, W を非等方部分空間という.

W が完全等方であるならば, (3.1)により 任意の x, y ∈W に対し φ(x, y) = 0である. ゆえに,

W が完全等方 ⇐⇒ W ⊂W⊥.

定義 3.19 q : V → Kを 2次形式とする.

η(q) := max{dim(W ) | W ⊂ V 完全等方的 }

とおき, q の指数という.

補題 3.20 V が非退化であるとし, W ⊂ V を完全等方的部分空間とする. このとき,

dim(W ) ≤ dim(V )

2

である. ゆえに, η(q) ≤ dim(V )
2 である.

証明

V が非退化であるので, dim(W⊥) = dim(V ) − dim(W ) である. また, W が完全等方的であるので,

W ⊂ W⊥ である. ゆえに, dim(W ) ≤ dim(V ) − dim(W )となり, すなわち dim(W ) ≤ dim(V )
2 が成り

立つ.
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3.4 双曲平面

定義 3.21 V が 2次元 Kベクトル空間で, q : V → Kを 2次形式とする. q に対応する双線型形式を φ

とおく. V が双曲平面であるとは,

φ(e1, e2) = 1, q(e1) = q(e2) = 0

を満たす基底 B = (e1, e2)が存在することをいう. 言い換えれば, B は以下を満たす.

MatB(q) =

(
0 1
1 0

)
.

また, このとき B は双曲基底と呼ばれる.

双曲基底は ∆B(q) = −1 を満たす. とくに, ∆B(q) 6= 0 より (V, q) は非退化である. x = x1e1 + x2e2

(x1, x2 ∈ K) のとき,
q(x) = 2x1x2

が成り立つ. また, e′1 = 1
2 (e1 + e2), e′2 = 1

2 (e1 − e2)と定義すると,

φ(e′1, e
′
2) =

1

4
(φ(e2, e1)− φ(e1, e2)) = 0

である. また, q(e′1) = 1, q(e′2) = −1である. ゆえに, B′ = (e′1, e
′
2)とおくと,

MatB′(q) =

(
1 0
0 −1

)
が成り立つ.

命題 3.22 V を 2 次元ベクトル空間とし, q を V 上の 2 次形式とする. このとき, 以下が同値で
ある.

(i) (V, q)が双曲平面である.

(ii) q が非退化 かつ 等方的である.

(iii) q(e1) = 0 かつ φ(e1, e2) 6= 0 を満たす V の基底 (e1, e2)が存在する.

(iv) ∆B(q) = −a2 を満たす V の基底 B 及び a ∈ K∗ が存在する.

証明

•「(i) =⇒ (ii)」はすでに知っている.

•「(ii) =⇒ (iii)」を示す. e1 ∈ V \ {0} を等方ベクトルとする. qが非退化であるので, e2 /∈ (Kx)⊥ が
取れる. このとき, e1, e2 は共線でないので, SpanK(e1, e2) = V となる.

•「(iii) =⇒ (i)」を示す. e1 が等方ベクトルで, φ(e1, e2) 6= 0とする. B = (e1, e2)とおくと,

MatB(q) =

(
0 s
s t

)
, s 6= 0

である. B と (e1,
1
se2)を入れ替えて, s = 1 として良い. t = 0ならば, (e1, e2)は双曲基底である.

t 6= 0の場合を考える. λ ∈ Kで, e′2 = λe1 + e2 とおく. φ(e1, e′2) = 1である. また, q(e′2) = t+ 2λ

である. よって, λ = − t
2 とおけば (e1, e

′
2)は双曲基底である.

•「(i) =⇒ (iii)」: B を双曲基底とすれば良い.

•「(iv) =⇒ (ii)」を示す. B = (e1, e2) が基底で, ∆B(q) = −a2 とする. 基底 ( 1ae1, e2) を考えて,
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∆B(q) = −1として良い. このとき,

MatB(q) =

(
r s
s t

)
, rt− s2 = −1

と書ける. r = 0ならば, e1は等方ベクトルであり, 主張が従う. r 6= 0のとき, x = λe1+e2 (λ ∈ K)

とおくと,
q(x) = rλ2 + 2sλ+ t

となる. この多項式の判別式は 4s2 − 4rt = 4である. ゆえに,

λ =
−s± 1

r

とおくと q(x) = rλ2 + 2sλ + t = 0である. よって, 等方ベクトルが存在する. ∆B(q) 6= 0より, q

は非退化である.

注意 3.23. (V, q) が双曲平面ならば, V はちょうど 2 つの等方直線を持つ. 実際, B = (e1, e2) が双曲基底で,

q(x1e1 + x2e2) = 2x1x2 である. ゆえに, 等方直線は Ke1 と Ke2 に限る.

3.5 双曲空間
V をベクトル空間とし, q を V 上の 2次形式とする.

定義 3.24 V = H1 ⊥ · · · ⊥ Hk となる双曲平面 H1, . . . , Hk が存在するとき, V を双曲空間という.

(xi, yi) を Hi の双曲基底とする. このとき, W = Span(x1, . . . , xk) は完全等方部分空間である. また,

B = (x1, . . . , xk, y1, . . . , yk)とおくと,

MatB(q) =

(
0k Ek

Ek 0k

)
が成り立つ. とくに, q の指数 (定義 3.19参照) は k = dim(V )

2 である.

命題 3.25 q を V 上の非退化な 2 次形式とし, W ⊂ V を線形部分空間とする. W0 = Rad(q|W ) =

W ∩W⊥ とおく. W ′ をW におけるW0 の補空間とする. また, (e1, . . . , ek)をW0 の基底とする. この
とき, 以下を満たすベクトル x1, . . . , xk ∈ V が存在する.

(1) 各 i = 1, . . . k に対し, Pi = Span(ei, xi)は双曲平面である.

(2) W ′, P1, . . . , Pk のどの２つも直交する.

証明

• k = dim(W0) に関する帰納法によって示す. まず, k = 1 の場合を考える. W ′ ⊊ W より,

W⊥ ⊊ W ′⊥ である. x1 ∈ W ′⊥ \ W⊥ とし, P1 = Span(e1, x1) とおく. W = W ′ ⊕ W0 かつ
x1 ∈W ′⊥ \W⊥ より, x1 /∈W⊥

0 である. ゆえに, φ(e1, x1) 6= 0である. e1 が等方ベクトルであるの
で, P1 は双曲平面である. また, e1, x1 ∈W ′⊥ より P1 とW ′ が直交する.

• 次に, k ≥ 2 とする. U := Span(e2, . . . , ek) ⊥ W ′ と定義する. U ⊊ W より, W⊥ ⊊ U⊥ であ
る. x1 ∈ U⊥ \W⊥ とし, P1 = Span(e1, x1) とおく. W = U ⊕ Ke1 かつ x1 ∈ U⊥ \W⊥ より,

φ(e1, x1) 6= 0が成り立つ. ゆえに, P1 は双曲平面である. また, P1 と U が直交する.

W1 := U ⊥ P1＝ Span(e2, . . . , ek) ⊥W ′ ⊥ P1
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とおく. W1 の根基 Rad(q|W1
) について考える. 明らかに, e2, . . . , ek ∈ W⊥

1 であるので,

Span(e2, . . . , ek) ⊂ Rad(q|W1
) である. また, 補題 3.10 により, W ′ が非退化である. 一方, P1

が非退化であるので, W ′ ⊥ P1 も非退化である. ゆえに, Rad(q|W1
) = Span(e2, . . . , ek) が成り立

つ. W ′
1 := W ′ ⊥ P1 とおくと, W1 = Rad(q|W1) ⊥ W ′

1 が成り立つ. 帰納法の仮定をW1 に適用で
きる. ゆえに, ベクトル x2, . . . , xk ∈ V が存在し, 以下が成り立つ.

(1) Pi = Span(ei, xi) が双曲平面である (i = 2, . . . , k).

(2) W ′
1, P2, . . . , Pk どの２つも直交する.

よって, ベクトル (x1, . . . , xk)が条件を満たす.

系 3.26 q を V 上の非退化な 2次形式とし, W ⊂ V を完全等方部分空間とする. 以下を満たす線形部
分空間 H が存在する.

(1) H が双曲空間である.

(2) W ⊂ H である.

(3) dim(H) = 2 dim(W )である.

証明

(e1, . . . , ek)をW の基底とする. 命題 3.25でW0 = W , W ′ = {0}とすれば, 互いに直交する双曲平面
P1, . . . , Pk (Pi = Span(ei, xi))が存在する. H = P1 ⊥ · · · ⊥ Pk とおけば良い.

系 3.27 q を V 上の非退化な 2次形式とする. このとき,

V が筝曲空間 ⇐⇒ dim(V ) = 2η(q).

証明

「=⇒」は既に知っている. 逆に, W ⊂ V が完全等方的部分空間で, dim(V ) = 2 dim(W ) とする. 系
3.26により, dim(H) = 2 dim(W )を満たす双曲空間 H が存在する. よって, H = V となり, V が双曲
空間である.

4 等長変換, 2次形式の直交群
4.1 等長写像
V1, V2 を 2つの Kベクトル空間とし, q1, q2 をそれぞれ V1, V2 上の 2次形式とする. また, f : V1 → V2 を K

線形写像とする.

定義 4.1 f が等長写像であるとは, 任意の x ∈ V1 に対し q2(f(x)) = q1(x)が成り立つことをいう.

V を Kベクトル空間とし, q : V → Kを 2次形式とする. このとき, 等長写像 f : V → V のことを V の等長
変換という. q を V 上の非退化な 2次形式とし, W を V の非退化部分空間とする. このとき, V =W ⊥W⊥ と
書ける. 任意の x ∈ V に対し, x = a+ b (a ∈W , b ∈W⊥)と一意的に表すことができる.

sW (x) = a− b

とおくことによって, 線形写像 sW : V → V が定まる. a, bが直交するので,

q(sw(x)) = q(a) + q(−b) = q(a) + q(b) = q(x)
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が成り立つ. ゆえに, sW は V の等長変換である. sW を W に関する対合変換という. ユークリッド空間とは
違って, V の任意の線形部分空間に関する対合変換が定義されているとは限らない. W が非退化部分空間の場合
のみ対合変換 sW が定義されていることに注意する. 実際, sW を定義するには V = W ⊥ W⊥ が成り立つこと
が必要である.

定義 4.2 q を V 上の非退化な 2次形式とする. 等長変換 f : V → V 全体のなす集合を O(q)とおき, q

の直交群という.

補題 4.3 O(q)は一般線形群 GL(V )の部分群である.

証明

• まず, f ∈ O(q)のとき f が全単射であることを示す. x ∈ V で f(x) = 0とすると, 任意の y ∈ V に
対し,

〈x, y〉 = 〈f(x), f(y)〉 = 0

となる. V が非退化であるので, x = 0となる. ゆえに, f ∈ GL(V )が成り立つ.

• f, g ∈ O(V )とする. このとき,

q((f ◦ g)(x)) = q(f(g(x))) = q(g(x)) = q(x)

となる. よって, f ◦ g ∈ O(q)である. また,

q(f−1(x)) = q(f(f−1(x))) = q(x)

より, f−1 ∈ O(q)である. 以上より O(q)は GL(V )の部分群である.

4.2 Wittの定理
q を V 上の非退化な 2次形式とし, W ⊂ V を線形部分空間とする. また, 等長写像 α : W → V が与えられて

いるとする. つまり, 任意の x ∈W に対し, q(α(x)) = q(x)である.

定理 4.4 このとき, α が V の等長変換 u : V → V に延長できる. つまり, u ∈ O(q) が存在し,

u(x) = α(x) (x ∈W ) である.

V

u が存在する

  

W

∪
α

// V

(1) まず, W が非退化である場合を考える. dim(W ) に関する帰納法により証明する. dim(W ) = 1 のと
き, W = Kx (x ∈ V \ {0}) と書ける. y = α(x), W ′ = Ky と定義する. α が等長変換であるので,

q(x) = q(y) 6= 0である. 以下の補題を示す.
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補題 4.5 q を V 上の非退化な 2次形式とする. x, y ∈ V で, q(x) = q(y) 6= 0のとき, 以下が成り
立つ.

• x+ y, x− y が直交する.

• x+ y, x− y の少なくとも一方が等方ベクトルでない.

• ε ∈ {±1}で z = x+ εy が等方的でないとする. このとき, H = (Kz)⊥ とおくと sH(x) = −εy
が成り立つ.

証明 : (補題 4.5の証明)

φ(x + y, x − y) = q(x) − q(y) = 0 より, x + y と x − y が直交する. また, B = (x + y, x − y)は
W = Span(x, y)の基底をなす.

MatB(q|W ) =

(
q(x+ y) 0

0 q(x− y)

)
である. q|W 6= 0より, q(x+ y) 6= 0または q(x− y) 6= 0である.

ε ∈ {±1} で z = x+ εy が非等方ベクトル (すなわち, q(z) 6= 0) であるとする. H = (Kz)⊥ とおく
と, V = H ⊥ Kz が成り立つ. x+ y, x− y が直交するので, x− ϵy ∈ H である. よって,

sH(x) = sH

(
1

2
(x− ϵy)

)
+ sH

(
1

2
(x+ ϵy)

)
=

1

2
(x− ϵy)− 1

2
(x+ ϵy) = −ϵy.

定理 4.4の証明に戻る. xと y = α(x)が q(x) = q(y) 6= 0を満たすので, 補題 4.5により sH(x) = ±y を
満たす線形部分空間 H が存在する. u = ∓sH とおくと, u(x) = y が成り立つ. W = Kxより u|W = αで
ある. ゆえに, dim(W ) = 1 かつ W が非退化の場合に定理 4.4の主張が示せた.

(2) 次に, dim(W ) ≥ 2 とする. W = W1 ⊥ W2 (dim(W1) ≥ 1, dim(W2) ≥ 1) を満たす線形部分空間
W1, W2 が取れる (実際, 定理 3.14 により W の直交基底 (e1, . . . , er) が存在する. W1 = Ke1, W2 =

SpanK(e2, . . . , er) とおけば良い). W が非退化より, W1, W2 も非退化である (補題 3.13(1) 参照). α の
W1 への制限 α : W1 → V を考える. 帰納法の仮定より, u|W1 = α|W1 を満たす u ∈ O(q) が存在する. 写
像 α′ : W → V を α′ = u−1 ◦ α によって定義する. 明らかに, α′|W1

= idW1
である. u′|W = α′ を満た

す u′ ∈ O(q) が存在することを示せば良い. なぜならば, このとき (u ◦ u′)|W = α となり, 主張が従う.

ゆえに, α と α′ を入れ替えて, α|W1
= idW1

として良い. このとき, 任意の x1 ∈ W1, x2 ∈ W2 に対し,

φ(x1, α(x2)) = φ(α(x1), α(x2)) = φ(x1, x2) = 0 である. ゆえに, α(W2) ⊂ W⊥
1 が成り立つ. 等長写像

α : W2 →W⊥
1 , x 7→ α(x)を考える. W1 が非退化より, W⊥

1 も非退化である (補題 3.13(2)参照). 帰納法の
仮定より u1 ∈ O(W⊥

1 )が存在し, u1|W2
= α|W2

が成り立つ. u|W = αを満たす u ∈ O(V )を以下のように
作る. まず, W1 が非退化であるので, V =W1 ⊥W⊥

1 であることに注意する. x ∈W1, y ∈W⊥
1 に対し,

u(x+ y) = x+ u1(y)

とおくことで, 等長写像 u : V → V を定める. u|W1
= idW1

および u|W⊥
1
が等長写像であるので, uも同様

である. また, x ∈ W1 のとき u(x) = x = α(x)であり, x ∈ W2 のとき u(x) = u1(x) = α(x)である. した
がって, u|W = αが成り立つ. 以上より, W が非退化部分空間の場合に, 定理 4.4が示せた.

(3) 最後に, W が退化である場合を考える. W0 = Rad(q|W ) とおき, W ′ を W における W0 の補空間と
する. (e1, . . . , ek) を W0 の基底とし, x1, . . . , xk ∈ V を命題 3.25 で与えられたものとする. つまり,

Pi = Span(ei, xi)は双曲平面であり, W ′, P1, . . . , Pk のどの 2つも直交する.

U1 :=W ′ ⊥ P1 ⊥ · · · ⊥ Pk
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とおくと, W ⊂ U1 であり, さらに U1 は非退化部分空間である. 同様に, α が等長写像なので, α(W ) =

α(W0) ⊥ α(W ′)である. また, α(W0)が α(W )の根基である. (α(e1), . . . , α(en))は α(W0)の基底である.

命題 3.25により, 適当なベクトル x′1, . . . , x
′
k ∈ V が存在し, P ′

i = Span(α(ei), x
′
i)は双曲平面である. さら

に, α(W ), P ′
1, . . . , P

′
n のどの 2つも直交する.

U2 := α(W ′) ⊥ P ′
1 ⊥ · · · ⊥ P ′

k

とおく. Pi, P ′
i が双曲平面であるので, 等長写像 αi : Pi → P ′

i が取れる.

β : U1 → U2, (x′, x1, . . . , xk) 7→ (α(x′), α1(x1), . . . , αk(xk))

と定めると, β : U1 → U2 は等長写像となる. U1 が非退化であるので, 上の (1), (2)により β が V の等長変
換 u ∈ O(q)に延長できる.

4.3 Wittの定理の応用
q を V 上の非退化な 2次形式とする.

系 4.6 W,W ′ ⊂ V を２つの線形部分空間とする. 以下が同値である.

(i) (W, q|W )と (W ′, q|W ′)が等長である. すなわち, 全単射である等長写像 u : W →W ′ が存在する.

(ii) W ′ = u(W )となる u ∈ O(q)が存在する.

証明

「(ii) =⇒ (i)」は明らかである. 逆に, (W, q|W ) と (W ′, q|W ′) が等長であるとし, α : W → W ′ を
全単射等長写像とする. 定理 4.4 より, α = u|W となる u ∈ O(q) が存在する. α が全単射より,

u(W ) = α(W ) =W ′ である.

定義 4.7 W を V の線形部分空間とする.

(a) q|W = 0のとき, W を完全等方部分空間 (Totally Isotropic Subspace, 略 TIS) という.

(b) W が完全等方部分空間であり, さらにW ⊊ W ′ を満たす完全等方部分空間W ′ が存在しないとき,

W を極大完全等方部分空間 (Maximal Totally Isotropic Subspace, 略MTIS) という.

命題 4.8

(1) W が TISならば, W を含むMTISが存在する.

(2) 全てのMTISが同じ次元を持つ.

証明

(1) は明らかである. W,W ′ を MTIS とする. dim(W ) ≤ dim(W ′) として良い. W1 ⊂ W ′ かつ
dim(W1) = dim(W ) を満たす線形部分空間 W1 をとる. q|W1 = 0 かつ q|W = 0 より, (W, q|W ) と
(W1, q|W1

) は明らかに等長である. 系 4.6 により, W = u(W1) を満たす u ∈ O(q) が存在する. W ′ が
TISより, u(W ′)も TISである. W ＝ u(W1) ⊂ u(W ′)であるので, W の極大性よりW = u(W ′)が成
り立つ. とくに, dim(W ) = dim(W ′)である.

V の全てのMTISの共通次元は q の指数 (定義 3.19参照) に他ならない.

命題 4.9 W,W ′ が V の線形部分空間で, W とW ′ が等長ならば, W⊥ とW ′⊥ も等長である.
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証明

α : W → W ′ を全単射等長写像とする. 定理 4.4 により, u|W = α を満たす u ∈ O(q) が存在する.

u(W ) =W ′ より, u(W⊥) = u(W )⊥ =W ′⊥ である. よって, W⊥ とW ′⊥ が等長である.

定理 4.10 V の線形部分空間で, 双曲空間 H および 非等方的空間 Gが存在し

V = H ⊥ G

と表せる. また, dim(H) = 2ν(q)が成り立つ. さらに, V = H ′ ⊥ G′ (H ′：双曲空間, G′：非等方的) が
同様の分解であるならば, u(H) = H ′ かつ u(G) = G′ を満たす u ∈ O(q)が存在する.

証明

• W を V のMTISとする. 系 3.26により, W ⊂ H かつ dim(H) = 2 dim(W )を満たす双曲空間 H

が存在する. H が非退化より, V = H ⊥ H⊥ となる. また, W がMTISであるので, H⊥ の中に等
方ベクトルが存在しない. よって, G = H⊥ とおけば良い.

• 次に, V = H ⊥ G (H：双曲空間, G：非等方的) のとき, dim(H) = 2ν(q)が成り立つことを示す.

W ⊂ H を H のMTISとする. H が双曲空間なので, dim(H) = 2 dim(W )である. ゆえに, W が
V のMTISであることを示せば良い.

W ⊕G ⊂W⊥ である.

dim(W ⊕G) = dim(W ) + dim(G) = dim(W ) + (dim(V )− dim(H))

= dim(V )− dim(W ) = dim(W⊥)

である. よって, W ⊕G = W⊥ が成り立つ. x ∈ W⊥ で, x = y + z (y ∈ W , z ∈ G)とする. この
とき, q(x) = q(y) + q(z) = q(z)である. Gが非等方であるので, z 6= 0のとき q(z) 6= 0である. ゆ
えに, W が V のMTISである. したがって, dim(H) = 2 dim(W ) = 2ν(q)が成り立つ.

• V = H ′ ⊥ G′ (H ′：双曲空間, G′：非等方的) とする. 以上より, dim(H) = dim(H ′) = 2ν(q) で
ある. H,H ′ が同次元の双曲空間であるので, 互いに等長である. ゆえに, u(H) = H ′ を満たす
u ∈ O(q)が存在する. G = H⊥, G′ = H ′⊥ より, u(G) = G′ である.

4.4 実 2次形式
以下, K = Rとする. 整数 r, s ≥ 0に対し,

Er,s :=

(
Er

−Es

)
と定義する. V を n次元実ベクトル空間とし, q : V → Rを非退化な 2次形式とする.

定理 4.11

(1) V の基底 B が存在し, 以下が成り立つ.

MatB(q) = Er,s =

(
Er

−Es

)
, r + s = n.

(2) 整数 (r, s)が基底 B の取り方に依らない.

(3) ν(q) = min{r, s}が成り立つ. 但し, ν(q)は q の指数である.
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証明

• 　 (1) を示す. 定理 3.14 により V の基底 B = (e1, . . . , en) が存在し, MatB(q) が対角行列である.

その対角成分を a1, . . . , an とおく. ei の順序を変えて, a1, . . . , ar が正実数, ar+1, . . . , an が負実数
であるとして良い. 1 ≤ i ≤ r のとき ai = b2i , r + 1 ≤ i ≤ nのとき ai = −b2i となるような実数 bi

が取れる. e′i =
1
bi
ei とおくと基底 (e′1, . . . , e

′
n)が (1)の条件を満たす.

• (3)を示す. B = (e1, . . . , en)を V の基底とし, MatB(q) = Er,s とする. まず, s ≤ r の場合を考え
る. このとき, B′ : (er−s+1, . . . , e2n)とおき, 部分空間 H = Span(er−s+1, . . . , e2n)を考える.

MatB′(q|H) =

(
Es

−Es

)
.

ゆえに, H は 2s 次元の双曲空間である. また, G = Span(e1, . . . , er−s) とおくと, q|G の行列は単
位行列であるので, 2 次形式 q|G 正定値である. とくに G は非等方的である. 定理 4.10 により,

ν(q) = s が成り立つ. 同様に, r ≤ s のとき, H = Span(e1, . . . , e2r), G = Span(e2r+1, . . . , en) と
おくと, H は双曲空間であり, Gは負定値である. とくに, Gは非等方的である. 定理 4.10により,

ν(q) = r が成り立つ. ν(q) = min{r, s}であることが示せた.

• 最後に, (2)を示す. r, s, r′, s′ ≥ 0を r + s = r′ + s′ = nを満たす整数とし, Er,s と Er′,s′ で定まる
Rn 上の 2次形式をそれぞれ q, q′ とおく. 「q ∼ q′ =⇒ (r, s) = (r′, s′)」を示せば良い. q ∼ q′ の
とき, 明らかに ν(q) = ν(q′) である. ゆえに, (3) により {r, s} = min{r′, s′} が成り立つ. よって,

(r′, s′) = (r, s)または (r′, s′) = (s, r)のどちらかが成り立つ. (3)の証明により r > sの場合に, 双
曲空間 H 及び正定値部分空間 Gが存在し, V = H ⊥ Gである. 一方, r < sの場合は, Gが負定値
部分空間である. 定理 4.10が与える分解 V = H ⊥ Gが一意的であるので, r > s ⇐⇒ r′ > s′ が成
り立つ. よって, (r′, s′) = (r, s)である.

定義 4.12 組 (r, s)を q の符号という.

定理 4.11により, 以下が成り立つ.

q が正定値である ⇐⇒ (r, s) = (n, 0)

q が負定値である ⇐⇒ (r, s) = (0, n).

系 4.13 V = V1 ⊥ V2 とする. Vi の符号を (ri, si) (i = 1, 2)とおくと, V の符号は (r1 + r2, s1 + s2)

である.

証明

ni = ri + si とおく. Bi = (e
(i)
1 , . . . , e

(i)
ni )を Vi の基底とし, MatBi

(q|Vi
) = Eri,si とする.

B = (e
(1)
1 , . . . , e(1)r1 , e

(2)
1 , . . . , e(2)r2 , e

(1)
r1+1, . . . , e

(1)
n1
, e

(2)
r2+1, . . . , e

(2)
n2

)

とおくと, MatB(q) = Er1+r2,s1+s2 が成り立つ.

定理 4.14 q : Rn → Rを 2次形式とする. このとき,

q(x) =
n∑

i=1

ci(fi(x))
2 (4.1)

となる線形独立な 1次形式 (f1, . . . , fn)が存在する.
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系 4.15 定理 4.14の記号をそのまま用いる. 以下が成り立つ.

(1) rank(q) = |{1 ≤ i ≤ n | ci 6= 0}|.
(2) rank(q) = nとし, q の符号を (r, s)とおく (但し, r + s = nである). このとき,

r = |{1 ≤ i ≤ n | ci > 0}|, s = |{1 ≤ i ≤ n | ci < 0}|.

証明 : (系 4.15の証明)

仮定より C = (f1, . . . , fn)が線形独立であるので, C は (Rn)∗ の基底である. C = B∗ となる Rn の基底
B = (u1, . . . , un) が取れる. 双対基底の定義より, fi(uj) = δij である (1 ≤ i, j ≤ n). x =

∑n
i=1 xiui

(yi ∈ R)とおくと, fi(x) = xi (1 ≤ i ≤ n) である. よって,

q(x) =
n∑

i=1

ci(fi(x))
2 =

n∑
i=1

cix
2
i

したがって,

MatB(q) =

c1 . . .
cn


である. (1), (2)は直ちに従う.

次に, 定理 4.14をガウスの方法で証明する. 定理の内容自体は簡単に定理 3.14より分かる. しかし, 実数 ci 及
び 1次形式 fi(x)を求めるには, ガウスの方法は役に立つ. とくに, このアルゴリズムを用いて実 2次形式の符号
を計算できる.

ガウスの方法 : x = (x1, . . . , xn)とおく. aij ∈ Rを用いて

q(x) =
n∑

i=1

aiix
2
i + 2

∑
i<j

aijxixj

と表せる.

■Case 1 : aii 6= 0 を満たす aii が存在する場合： i = 1 として良い (一般の場合は同様に議論する). また,

a11 = aとおく. このとき, 変数 x2, . . . , xn に関する 1次形式 B 及び 2次形式 C を用いて

q(x) = ax21 + x1B(x2, . . . , xn) + C(x2, . . . , xn)

と書ける. 以下のように変形できる.

q(x) = a

(
x1 +

B

2a

)2

+

(
C − B2

4a

)
よって,

c1 := a

f1(x) := x1 +
B(x2, . . . , xn)

2a

とおくと, q(x) = c1(f1(x))
2 + q′(x′) と表すことができる. 但し, q′(x′) = C(x′) − B(x′)2

4a は変数 x′ =

(x2, . . . , xn)に関する 2次形式である. そして, アルゴリズムを q′(x′)に適用し, 再び繰り返す.
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■Case 2 : 各 iに対し aii = 0である場合： q 6= 0として良い. このとき, aij 6= 0となる i < j が存在する. 以
下, (i, j) = (1, 2)とする (一般の場合は同様に議論できる). a12 = aとおく. 変数 x′ = (x3, . . . , xn)に関する 1

次形式 B, C 及び 2次形式 D を用いて

q(x) = ax1x2 + x1B(x3, . . . , xn) + x2C(x3, . . . , xn) +D(x3, . . . , xn)

と書ける. この式を以下のように変形できる.

q(x) = a

(
x1 +

C

a

)(
x2 +

B

a

)
+

(
D − BC

a

)
.

実数 u, v に対し uv = 1
4

(
(u+ v)2 − (u− v)2

)と書けるので,

q(x) =
a

4

(
x1 + x2 +

B + C

a

)2

− a

4

(
x1 − x2 +

C −B

a

)2

+

(
D − BC

a

)
である. ゆえに,

c1 :=
a

4
f1(x) := x1 + x2 +

B(x3, . . . , xn) + C(x3, . . . , xn)

a

c2 := −a
4

f2(x) := x1 − x2 +
C(x3, . . . , xn)−B(x3, . . . , xn)

a

とおくと, q(x) = c1(f1(x))
2 − c2(f2(x))

2 + q′(x′)と表すことができる. 但し, q′(x′) = D(x′)− B(x′)C(x′)
a は変

数 x′ = (x3, . . . , xn)に関する 2次形式である. そして, アルゴリズムを q′(x′)に適用し, 再び繰り返す.

例題 4.1. 以下の R3 上の 2次形式のランク, 符号を求めよ.

q(x) = x21 − x22 + 3x23 + 2x1x2 + 4x2x3

解答 : ガウスの方法で q を変形する.

q(x) = x21 + 2x1x2 − x22 + 3x23 + 4x2x3

= (x1 + x2)
2 − 2x22 + 3x23 + 4x2x3

= (x1 + x2)
2 − 2(x22 − 2x2x3) + 3x23

= (x1 + x2)
2 − 2(x2 − x3)

2 + 5x23.

よって, rank(q) = 3であり, q の符号は (2, 1)である.

V を有限次元実ベクトル空間とし, qを V 上の非退化な 2次形式とする. W を V の線形部分空間とし, BW を
W の基底とする.

ε(W ) := sgn(∆BW
(q|W )) ∈ {−1, 0, 1}

と定義する. 但し, 符号関数 sgnは (3.6)で定義された. 系 3.7により, ε(W )はW の基底 BW の取り方によら
ない. (V, q)が正定値ならば, 任意の線形部分空間W に対し q|W も正定値である. とくに, このとき任意の線形
部分空間W 6= 0に対し ε(W ) = 1が成り立つ.

補題 4.16 W1 ⊂ · · · ⊂ Wn = V を V の線形部分空間の列とし, 各 i = 1, . . . , nに対し, dim(Wi) = i

かつ ϵ(Wi) = 1とする. このとき, (V, q)が正定値である.

証明

次元に関する帰納法によって証明する. n = 1 のときに明らかである. dim(V ) ≥ 2 とする. 仮定より
ε(V ) = 1であるので, とくに V は非退化である. また, 帰納法の仮定より, W = Wn−1 が正定値である.

44



W が非退化であるので, V =W ⊥W⊥ と分解できる. W が V の超平面であるので, W⊥ = Ra (a 6= 0)

と書ける. 1 = ε(V ) = ε(W ) sgn(q(a)) = sgn(q(a))であるので, q(a) > 0が成り立つ. 系 4.13により, q

は正定値である.

A = (aij)i,j を n次正方行列とする. 1 ≤ i ≤ nに対し, Aの i次主小行列式を以下のように定義する.

∆i(A) :=

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1i
...

...
ai1 . . . aii

∣∣∣∣∣∣∣
定理 4.17 A ∈ Sn(R)を対称行列とする. このとき,

A ∈ S++
n (R) ⇐⇒ ∆1(A), . . . ,∆n(A) が正実数である.

証明

Aで定まる 2次形式 q(x) = txAxを考える. B = (e1, . . . , en)を標準基底とすると,定義よりMatB(q) =

Aである. 各 1 ≤ i ≤ nに対し Wi = Span(e1, . . . , ei)とおく.

•「=⇒」を示す. A ∈ S++
n (R) のとき q は正定値である. よって, 全ての線形部分空間 W に対し

ϵ(W ) = 1である. とくに, ϵ(Wi) = 1であり, ゆえに ∆i(A) > 0である.

•「⇐=」を示す. 仮定より, ϵ(Wi) = 1が成り立つ. 補題 4.16により, q が正定値である.

例 4.18. 以下の対称行列を考える.

A =

1 2 2
2 5 3
2 3 6


Aの主小行列式は

∆1(A) = 1, ∆2(A) =

∣∣∣∣1 2
2 5

∣∣∣∣ = 1

∆3(A) =

∣∣∣∣∣∣
1 2 2
2 5 3
2 3 6

∣∣∣∣∣∣ = 30 + 12 + 12− 20− 24− 9 = 1

ゆえに, Aは正定値である.

4.5 直交群の中心
q を V 上の非退化な 2次形式とする. V の次元を nとおく.

補題 4.19 W ⊂ V を非退化な線形部分空間とする. W に関する対合変換を sW とおく. このとき, 任
意の u ∈ O(q)に対し

u ◦ sW ◦ u−1 = su(W )

が成り立つ.

証明

t = u ◦ sW ◦ u−1 と定義する. u(W⊥) = u(W )⊥ より, V = u(W ) ⊥ u(W⊥)である. 任意の x ∈ W に
対し, t(u(x)) = u(sW (x)) = u(x)である. x ∈ W⊥ のとき, t(u(x)) = u(sW (x)) = u(−x) = −u(x)で
ある. ゆえに, t = su(W ) が成り立つ.
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補題 4.20 n ≥ 3とする. D ⊂ V を等方的直線とする (つまり, D = Kx かつ q(x) = 0である). この
とき, 2つの双曲平面 P1, P2 が存在し, D = P1 ∩ P2 が成り立つ.

証明

x ∈ D (x 6= 0)を等方ベクトルとする. V が非退化より, y /∈ D⊥ が取れる. このとき,　命題 3.22によ
り P1 = Span(x, y)は双曲平面である. n ≥ 3という仮定より, dim(D⊥) = n − 1 ≥ 2である. よって,

z ∈ D⊥, z /∈ D が取れる. このとき,

φ(x, y + z) = φ(x, y) + φ(x, z) = φ(x, y) 6= 0

である. ゆえに, P2 = Span(x, y + z)は双曲平面である. 明らかに, P1 ∩ P2 = D である.

定理 4.21 n ≥ 3のとき, O(q)の中心は {± idV }に限る.

証明

uを O(q)の中心の元とする. V の全ての直線 D に対し, u(D) = D が成り立つことを示す. W は非退
化部分空間ならば, sW = u ◦ sW ◦ u−1 = su(W ) である. よって, u(W ) = W が成り立つ. よって, D が
非退化の場合に u(D) = D である. また, D が等方的直線である場合に, 補題 4.20により双曲平面 P1,

P2 を用いて D = P1 ∩ P2 と書ける. 双曲平面は常に非退化であるので, 以上より u(W1) = W1 かつ
u(W2) = W2 である. よって, u(D) = D となる. したがって, V の全ての直線 D に対し, u(D) = D が
成り立つ. 線形代数学 C補題 4.21により, uはスカラー変換であり, すなわち u = λ idV (λ ∈ K∗) と書
ける. xを非等方ベクトルとすると, q(x) = q(u(x)) = q(λx) = λ2q(x)となり, ゆえに λ = ±1である.

よって, Z(O(q)) = {± idV }が成り立つ.

次に, SO(q)の中心について調べる.

補題 4.22 n ≥ 3とする. このとき, D ⊂ V が非等方的直線ならば, D = P1 ∩ P2 を満たす非退化な平
面 P1, P2 が存在する.

証明

D = Kx (x 6= 0) とおく. 仮定より dim(D⊥) = n − 1 ≥ 2 である. (e1, . . . , en−1) を D⊥ の直交基
底とする (定理 3.14 参照). D が非退化より, D⊥ も非退化であり, ゆえに q(ei) 6= 0 である. このと
き, P1 := Span(x, e1), P2 := Span(x, e2)とおく. Pi = D ⊥ Kei より, Pi は非退化である. 明らかに,

P1 ∩ P2 = D が成り立つ.

定理 4.23 n ≥ 3のとき SO(q)の中心は以下の通りである.

Z(SO(q)) =

{
{idV } nが奇数
{± idV } nが偶数

証明

u ∈ Z(SO(q))とする. P を V の非退化平面とすると, det(sP⊥) = 1であり, すなわち sP⊥ ∈ SO(q)で
ある. u ∈ Z(SO(q))より sP⊥ = u ◦ sP⊥ ◦ u−1 = su(P⊥) である. よって, u(P⊥) = P⊥ となる. 両辺の
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直交部分空間を取れば, u(P ) = P となる.

次に, 任意の直線D ⊂ V に対し u(D) = Dを示す. D ⊂ V が直線ならば, D = P1 ∩P2 を満たす非退化
平面 P1, P2 が存在する. 実際, D が等方的直線のときに補題 4.20から, D が非等方的直線のときは補題
4.22から分かる. したがって, u(D) = u(P1)∩ u(P2) = P1 ∩P2 = Dとなる. ゆえに, uはスカラー変換
であり, ゆえに u ∈ {± idV }となる. nが奇数のとき, − idV /∈ SO(q)であるので SO(q)の中心は自明で
ある.

4.6 dim(V ) = 2の場合
今, V を 2次元ベクトル空間とし, q を V 上の非退化な 2次形式とする.

定理 4.24

(1) u ∈ O(q)とする. det(u) = −1のとき, uは鏡映変換である. とくに, u2 = idV である.

(2) u ∈ SO(q)のとき, u = τ1 ◦ τ2 となる 2つの鏡映 τ1, τ2 が存在する.

(3) u ∈ SO(q)とし, τ を鏡映変換とする. このとき, τ ◦ u ◦ τ = u−1 である.

(4) SO(q)がアーベル群である.

証明

• (1)を示す. x ∈ V (x 6= 0)を非等方的ベクトルとする. uが等長変換であるので, u(x)も非等方的
である. q(u(x)) = q(x)が成り立つので, 補題 4.5により, u(x) = ±τ(x)を満たす鏡映変換 τ が存
在する. n = 2より, −τ も鏡映変換であることに注意する. よって, u(x) = s(x)となる鏡映変換 s

が存在する. t = s−1 ◦ uとおくと t ∈ SO(q)であり, t(x) = xが成り立つ. とくに, xは固有値 1に
関する tの固有ベクトルである. det(t) = 1より, tの 2つ目の固有値も 1である. D = Kxとおく
と u(D) = D である. ゆえに, u(D⊥) = D⊥ が成り立つ. y ∈ D⊥ (y 6= 0)とすると, y が tの固有
ベクトルでるので t(y) = y となる. V = D ⊥ D⊥ より, t = idV である. よって, u = sとなり, u

は鏡映変換である.

• (2)を示す. τ を鏡映変換とすると u = τ ◦ (τ ◦ u)と書ける. det(τ ◦ u) = −1より, τ ◦ uは鏡映変
換である. ゆえに, τ1 = τ , τ2 = τ ◦ uとおけば良い.

• (3)を示す. τ ◦ uは鏡映変換であるので, (1)より (τ ◦ u)2 = idV である. ゆえに τ ◦ u ◦ τ = u−1 が
成り立つ.

• (4)を示す. (3)より, u1, u2 ∈ SO(q)に対し τ ◦ (u1 ◦ u2) ◦ τ = (τ ◦ u1 ◦ τ) ◦ (τ ◦ u2 ◦ τ)である.

よって (u1 ◦ u2)−1 = u−1
1 ◦ u−1

2 となる. したがって, u1 ◦ u2 = u2 ◦ u1 が成り立つ.

定義 4.25 Lが可換体で, K ⊂ Lを部分集合とする. Kが Lの部分体であるとは, 以下が成り立つこと
をいう.

(i) 0, 1 ∈ K
(ii) x, y ∈ K =⇒ x− y ∈ K
(iii) x, y ∈ K =⇒ xy ∈ K
(iv) x ∈ K, x 6= 0 =⇒ 1

x ∈ K.

例えば, Qは Rの部分体であり, Rは Cの部分体である. K ⊂ Lのとき, LをKの体拡大といい, L/Kと書く.

例 4.26. 以下の集合を考える.
Q(

√
3) := {a+ b

√
3 | a, b ∈ Q}.
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√
3 が無理数だから, Q(

√
3) は (1,

√
3) を基底とする Q ベクトル空間である. Q(

√
3) が R の部分体であるこ

とを確認する. 定義 4.25 の (i), (ii) は明らかに成り立つ. (iii) について考える. x = a + b
√
3, y = c + d

√
3

(a, b, c, d ∈ Q)とすると,

xy = (a+ b
√
3)(c+ d

√
3) = (ac+ 3bd) + (ad+ bc)

√
3

となり, xy ∈ Q(
√
3)である. 最後に, (iv)について考える. x = a+ b

√
3 (a, b ∈ Q)で x 6= 0とする. このとき,

1

x
=

1

a+ b
√
3
=

a− b
√
3

(a+ b
√
3)(a− b

√
3)

=
a− b

√
3

a2 − 3b2
=

a

a2 − 3b2
− b

a2 − 3b2

√
3

である. 但し, a2 − 3b2 6= 0であることに注意する. ゆえに, 1
x ∈ Q(

√
3)である.

L/Kを体拡大とする. このとき, LをKベクトル空間と見ることができる. dimK(L) = [L : K]とおき, 体拡大
L/Kの次数という. 例えば, [C : R] = 2である. 同様に, (1,

√
3)は Q(

√
3)の基底であるので, [Q(

√
3) : Q] = 2

である. x ∈ Lのとき, 写像
mx : L → L, y 7→ xy

は明らかに K線形である (実は, mx は L線形写像でもある). mx を Kベクトル空間 Lの自己準同型として考
え, その行列式を NL/K(x) := det(mx)とおく. NL/K(x)を xのノルムという. x 6= 0のとき mx が全単射であ
るので, NL/K(x) 6= 0である. mxx′ = mx ◦mx′ (x, x′ ∈ L)が成り立つので, NL/K(xx

′) = NL/K(x)NL/K(x
′)

が成り立つ. よって, 写像
NL/K : L∗ → K∗, x 7→ NL/K(x)

は群準同型である. NL/K の核を
UL := {x ∈ L∗ | NL/K(x) = 1} (4.2)

とおく. とくに, UL は L∗ の部分群である.

例 4.27. 例えば, d ∈ Kとし, d = x2 となる x ∈ Kが存在しないとする. このとき, L = K(
√
d)は Kの 2次拡

大であり, B = (1,
√
d)は Lの基底をなす. x ∈ Lとし, x = a+ b

√
d (a, b ∈ K)と書く.

mx(1) = x = a+ b
√
d

mx(
√
d) = x

√
d = bd+ a

√
d

である. ゆえに,

MatB(mx) =

(
a bd
b a

)
である. ゆえに, NL/K(x) = a2 − db2. 例えば,

NQ(
√
3)/Q(a+ b

√
3) = a2 − 3b2 (a, b ∈ Q)

NC/R(a+ bi) = a2 + b2 (a, b ∈ R)

である. 同様に, L/Kが 2次拡大ならば, L = K(
√
d)となる d ∈ K∗ が存在する. 但し, d = x2 となる x ∈ K∗

が存在しない.

命題 4.28 V を 2 次元ベクトル空間とし, q を V 上の非退化 2 次形式とする. B を V の基底と
する.

(1) V が双曲平面ならば, SO(q) ' K∗ である.

(2) そうでなければ, d = ∆B(q)とおくと −d = x2 となる x ∈ K∗ が存在しない. また, L = K(
√
−d)

で以下が成り立つ.

SO(q) ' UL = {x ∈ L∗ | NL/K(x) = 1} = {a+ b
√
−d | a2 + db2 = 1}.
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注意 4.29. B′ が V の他の基底であるならば, d′ := ∆B′(q) = ∆B(q)× a2 となる a ∈ K∗ が存在する (系 3.6参
照). ゆえに, K(

√
−d) = K(a

√
−d) = K(

√
−d)である. ゆえに, Kの拡大体 Lは基底 B の取り方に依らない.

証明

• V が双曲平面であるとする. このとき, V の基底 B が存在し,

MatB(q) = J :=

(
0 1
1 0

)
である. ゆえに,

O(q) ' {A ∈ GL2(K) | tAJA = J}

となる. A ∈ GL2(K)で tAJA = J とする.

A =

(
α β
γ δ

)
, α, β, γ, δ ∈ K

とおくと,
tAJA =

(
α γ
β δ

)(
0 1
1 0

)(
α β
γ δ

)
=

(
2αγ αδ + βγ

αδ + βγ 2βδ

)
である. ゆえに αγ = βδ = 0である. γ = 0のとき, αδ = 1, β = 0となる. α = 0のとき, βγ = 1,

δ = 0となる. よって, Aは以下の形の行列である.

A =

(
α 0
0 α−1

)
または A =

(
0 α
α−1 0

)
である. 前者の場合は det(A) = 1である. 後者の場合は det(A) = −1である. したがって,

SO(q) '
{(

α 0
0 α−1

) ∣∣∣∣ a ∈ K∗
}

である. この群は明らかに K∗ と同型である.

• 次に, V が双曲平面でない場合を考える. 命題 3.22により, V が非等方的である. B = (u1, u2)を直
交基底とし, B に関する q の行列を

MatB(q) =

(
a 0
0 d

)
, a, d ∈ K∗

とおく. O(q) = O(λq) (λ ∈ K∗) であるので, q と q
a を入れ替えて, a = 1 として良い. このとき,

∆B(q) = dである. V が双曲平面でないので, 命題 3.22により, −d = x2 を満たす x ∈ Kが存在し
ない. ゆえに, L := K(

√
−d)は Kの 2次拡大である.

次に, (4.2)で定まる群 UL を考え, 準同型

UL → SO(q)

をつくる. 写像

γ1 : K2 → L, (x1, x2) 7→ x1 + x2
√
−d

γ2 : K2 → V, (x1, x2) 7→ x1u1 + x2u2

は K ベクトル空間の同型写像である. よって, γ : L → V , γ := γ2 ◦ γ−1
1 も同型写像である.

x = x1 + x2
√
−d ∈ L (x1, x2 ∈ K)に対し,

q(γ(x)) = q(x1u1 + x2u2) = x21 + dx22 = NL/K(x)

である. このことから NL/K : L → Kが L上の 2次形式であることが分かる. また, γ : L → V は等
長写像である. ゆえに,

ψ : O(q) → O(NL/K), u 7→ γ−1 ◦ u ◦ γ (4.3)
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は群同型である. z ∈ UL に対し, 写像 L → L, x 7→ zxをmz とおく. 任意の x ∈ UL に対し,

NL/K(mz(x)) = NL/K(zx) = NL/K(z)NL/K(x) = NL/K(x)

が成り立つ. よって, mz ∈ O(NL/K)である. また, mzz′ = mz ◦mz′ より, m : z 7→ mz は群準同型

m : UL → O(NL/K)

である. m は明らかに単射である. また, mz は固有ベクトルを持たないので, L の鏡映変換でな
い. ゆえに, mz ∈ SO(NL/K)が成り立つ. 最後に, m : UL → SO(NL/K)が全射であることを示す.

ρ ∈ SO(NL/K)とし, λ := ρ(1)とおく. NL/K(λ) = NL/K(ρ(1)) = NL/K(1) = 1より, λ ∈ UL であ
る. θ := m−1

λ ◦ ρとおくと, θ(1) = m−1
λ (λ) = 1となる. ゆえに, θ|D = id |D となう非等方的直線

D が存在する. よって, θ(D⊥) = D⊥ が成り立つ. また, θ ∈ SO(N) より, θ|D⊥ = id |D⊥ である.

L = D ⊥ D⊥ より, θ = idL となる. ゆえに ρ = mλ である. したがった, mは全単射である. 以上
より, ψ−1 ◦mは群同型 UL → O(q)である.

4.7 生成系
V を有限次元ベクトル空間とし, q を V 上の非退化な 2次形式とする.

定理 4.30 O(q)は鏡映変換によって生成される.

証明

次元に関する帰納法により証明する. dim(V ) = 1のとき明らかである. dim(V ) ≥ 2とし, u ∈ O(q)と
する.

(1) u(x) = x となる非等方ベクトルが存在する場合を考える: このとき, H = (Kx)⊥ とおくと,

u(H) = H が成り立つ. 帰納法の仮定より, u|H が鏡映変換の積で表すことができる. すなわち,

u|H = τ1 ◦ · · · ◦ τr

を満たす H の鏡映変換 τ1, . . . , τk が存在する. xが非等方的であるので, V = Kx ⊥ H が成り立つ.

各 iに対し, σi|Kx = idKx かつ σi|H = τi を満たす線形写像 σi が一意的に存在する. また, σi は鏡
映変換である. u = σ1 ◦ · · · ◦ σr が成り立つので, 主張が従う.

(2) 一般の場合を考える：x ∈ V \ {0}を非等方ベクトルとする. y = u(x)とおくと, q(y) = q(u(x)) =

q(x)であるので, 補題 4.5により x+ y と x− y が直交する. さらに, 適当な ε ∈ {±1} で x+ εy が
非等方ベクトルである. また, H = (x + εy)⊥ とおくと, sH(x) = −εy が成り立つ (sH が鏡映変換
だから, sH(y) = −εxも成り立つ). W = (Kx)⊥ とおくと, sW (x) = −xが成り立つ.

v =

{
sH ◦ u if ε = −1

sW ◦ sH ◦ u if ε = 1

と定義する. いずれの場合も, v(x) = xが成り立つ. (1)の場合より v が鏡映変換の積で表すことが
できる. u = sH ◦ v または u = sH ◦ sW ◦ v であるので, uも鏡映変換の積となる.

次に, SO(V )の生成系について考える.
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補題 4.31 s1, s2 を 2つの鏡映変換とする. このとき, s1 ◦ s2 = r1 ◦ r2 を満たす renversement r1, r2
が存在する.

証明

n = 2の場合に「鏡映変換」と「renversement」が一致するので, 明らかである. n = 3の場合は, S1, s2

が鏡映変換ならば, −s1, −s2 が renversementとなる. s1 ◦ s2 = (−s1) ◦ (−s2)と書けるので, 主張が成
り立つ. 次に, n ≥ 4とする.

Hi := Ker(si − idV )

とおく. si が鏡映変換であるので, Hi は非退化な超平面である. s1 = s2 の場合に s1 ◦ s2 = idV で
あるので, 主張が明らかである. ゆえに, s1 6= s2 として良い. このとき, H1 6= H2 である. よって,

dim(H1 ∩H2) = n− 2が成り立つ. Hi が非退化であるので, V = Hi ⊥ (Hi)
⊥ と表せる. (Hi)

⊥ は直線
であるので, (Hi)

⊥ = Kxi (xi 6= 0)と書ける. また, Hi が非退化より, (Hi)
⊥ も非退化である. ゆえに,

xi が非等方ベクトルである. 仮定より, x1, x2 は共線でない.

dim(H1 ∩ H2) = n − 2 より, dim((H1 ∩ H2)
⊥) = 2 が成り立つ. 明らかに x1, x2 ∈ (H1 ∩ H2)

⊥ で
あるので, (H1 ∩ H2)

⊥ = Span(x1, x2) が成り立つ. 線形部分空間 W に対し, q|W の根基を Rad(W )

とおく (つまり, Rad(W ) = W ∩ W⊥ である). 命題 3.11(2) により (W⊥)⊥ = W であるので,

Rad(W ) = Rad(W⊥)が成り立つ. よって,

Rad(H1 ∩H2) = Rad((H1 ∩H2)
⊥) = Rad(Span(x1, x2))

が成り立つ. x1, x2 が非等方ベクトルであるので, q|Span(x1,x2) 6= 0 である. よって, Rad(H1 ∩H2) =

Rad(Span(x1, x2)) の次元は ≤ 1 である. W を H1 ∩ H2 における Rad(H1 ∩ H2) の補空間とする.

補題 3.10 により, W が非退化である. また, dim(W ) ≥ n − 3 である. H1 ∩ H2 の中に n − 3 次
元の非退化な線形部分空間 W ′ がとれる (実際, dim(W ) = n − 3 のとき, W ′ = W とおけば良い.

dim(W ) = n− 2のとき, v1, . . . , vn−2 をW の直交基底とし, W ′ = Span(v1, . . . , vn−3)とおけば良い).

W ′ が非退化であるので, V = W ′ ⊥ W ′⊥ が成り立つ. W ′ ⊂ H1 ∩ H2 より, s1|W ′ = s2|W ′ = idW ′

である. (s1 ◦ s2)|W ′⊥ = r1 ◦ r2 となる W ′⊥ の renversement r1, r2 が存在する. ri|W ′ = idW ′ か
つ ri|W ′⊥ = −si|W ′ を満たす線形変換 r1, r2 が一意的に存在する. dim(W ′⊥) = 3 より r1, r2 は
renversement である. 明らかに s1 ◦ s2 = r1 ◦ r2 が成り立つ.

定理 4.32 n ≥ 3のとき, SO(q)は renversementによって生成される.

証明

σ ∈ SO(q)とする. 定理 4.30により, σ = s1 ◦ · · · ◦ sr となる鏡映変換 s1, . . . , sr が存在する. det(σ) = 1

より, r は偶数である. 補題 4.31により, σ は renversement の積で表すことができる.
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