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数学記号一覧

記号 説明
数論 gcd(a, b) aと bの最大公約数

lcm(a, b) aと bの最小公倍数
集合論 idX 集合 X の恒等写像

f ◦ g 写像 f, g の合成写像
f−1 全単射 f : X → Y の逆写像
f−1(A) 写像 f による集合 Aの逆像
|X| 集合 X の元の個数
∅ 空集合
X \ Y X から Y を引いた差集合
F(X,X) 写像 X → X 全体の集合

線形代数 det(A) 行列 Aの行列式
det(f) ベクトル空間 V の線形変換 f : V → V の行列式
χA(X) 行列 Aの固有多項式
χf (X) ベクトル空間 V の線形変換 f : V → V の固有多項式
En n次正方単位行列
W1 ⊕W2 線形部分空間W1, W2 の直和
Span(u1, . . . , un) ベクトル u1, . . . , un の線形結合全体のなす部分空間
Mn(K) 可換体 Kを成分とする n次正方行列全体の集合
GLn(K) 可換体 Kの元を成分とする n次正則行列全体のなす群
‖x‖ ベクトル xのノルム
On(R) n次直交行列全体の群
SOn(R) 行列式が 1である n次直交行列全体の群
W⊥ ユークリッド空間の線形部分空間W の直交補空間
Fp 可換体 Z/pZ (p：素数)

群論 x · y, xy 乗法的に書かれた演算
x+ y 加法的に書かれた演算
〈x〉 xで生成される巡回部分群
x−1 xの逆元
Ker 核
Im 像
Z(G) 群 Gの中心
xH 部分群 H による xの左剰余類
Hx 部分群 H による xの右剰余類
G/H 部分群 H による Gの左剰余類全体の集合 (または剰余群)

H\G 部分群 H による Gの右剰余類全体の集合
H ◁ G H が Gの正規部分群であることを意味する記号
G×H Gと H の直積
Aut(G) Gの自己同型群
NG(H) Gにおける部分群 H の正規化群
Gx xの安定化部分群
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Gx Gによる xの軌道
[G : H] 部分群 H の Gにおける指数
XG Gの X への作用に関する固定点全体の集合
Xg g で固定される元全体の集合
X/G Gの作用による X の軌道全体の集合
Sn n次対称群
S(X) 集合 X の次対称群
An n次交代群
(a1 · · · ak) 長さ k の巡回置換
np pシロー部分群の個数
N ⋊φ H φ : H → Aut(N) に関する外部半直積
G = N ⋊H Gが部分群 N と H の半直積であることを意味する記号
Z/nZ nを法とする剰余類群
(Z/nZ)× 剰余環 Z/nZの乗法群
Dn n次二面体群
D(G) 群 Gの導来部分群
[G,G] 同上
[x, y] xと y の交換子
Gab Gのアーベル化
ord(x) xの位数
sgn(σ) 置換 σ の符号
CentG(x) Gにおける xの中心化群
Inn(G) Gの内部自己同型全体のなす群

解析 lim 極限
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1 群
1.1 モノイド, 半群, 群
X を空でない集合とする. X 上の演算とは, 写像 X × X → X のことである. 例えば, Z × Z → Z,

(x, y) 7→ x+ y は Z上の演算である. 演算 f : X ×X → X が与えられているとき, f(x, y)を単に x · y または
xy と表す. 任意の x, y, z ∈ Gに対し

(xy)z = x(yz)

が成り立つとき, 演算が結合的である (または結合法則を満たす) という. 演算が結合法則を満たすときに Gが
半群であるという. 結合法則が成り立つときに, 有限個の元 x1, . . . , xn の積はカッコの入れ方に依らないので,

単に
x1x2 . . . xn

と表す. 各 xi が xに等しい場合, 上の積を xn と書き, xの n乗という. Gの元 eが単位元であるとは, 任意の
x ∈ Gに対し

ex = xe = x

であることをいう.

補題 1.1 単位元が高々一つ存在する.

証明

e, e′ を Gの単位元とする. このとき, e = ee′ = e′ となり, 主張が従う.

定義 1.2 単位元を持つ半群をモノイドという.

Gをモノイドとする. x ∈ Gが可逆元であるとは,

xy = yx = e (1.1)

を満たす元 y ∈ Gが存在することをいう. 上の条件を満たす元 y を xの逆元という.

補題 1.3 x ∈ Gが可逆元ならば, xの逆元は一意的に存在する.

証明

y, y′ ∈ Gを xの逆元とする (つまり, e = xy = yx = xy′ = y′xとする). このとき,

y = ye = y(xy′) = (yx)y′ = ey′ = y′

である. 主張が従う.

xの逆元を x−1 とおく. 逆元の定義より xx−1 = x−1x = eが成り立つ.

命題 1.4

(1) 単位元 eは可逆元であり, e−1 = eである.

(2) x ∈ Gを可逆元とする. このとき, x−1 も可逆元であり, (x−1)−1 = xである.

(3) x, y ∈ Gが可逆元ならば, xy も可逆元である. さらに (xy)−1 = y−1x−1 が成り立つ.
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証明

• (1)は ee = eから分かる.

• (2)を示す. xx−1 = x−1x = eより, x−1 も可逆元であり, その逆元は xである.

• (3)を示す. x, y を可逆元とする. このとき

xy(y−1x−1) = x(yy−1)x−1 = xx−1 = e

(y−1x−1)xy = y−1(x−1x)y = y−1y = e

よって, xy は可逆元であり, その逆元は y−1x−1 である.

例 1.5.

• (Z≥0,+)はモノイドであり, その単位元は 0である. 可逆元は 0のみである.

• (Z/nZ,+)は 0を単位元とするモノイドである. 全ての元が可逆元である.

• (Z/nZ,×)は 1を単位元とするモノイドである. 以下が成り立つ.

k が可逆元である ⇐⇒ gcd(k, n) = 1.

実際, k が可逆元になるためには, ak+ bn = 1となる a, b ∈ Zが存在することは必要十分である (このとき,

ak = 1となり, k の逆元は aである).

• (Mn(C),×)は単位行列を単位元とするモノイドである. 可逆元は正則行列である.

• X を集合とし, F(X,X)を写像 f : X → X 全体の集合とする. 写像の合成 (f, g) 7→ f ◦gに関してF(X,X)

はモノイドをなす (その単位元は恒等写像である). f : X → X が可逆元であるためには, f が全単射である
ことが必要十分である.

xが可逆元ならば, xのべき乗「xn」の定義を n ∈ Zの場合に拡張する. すなわち, n = 0のとき x0 = eと約
束し, n < 0のとき

xn := (x−1)−n

と定める. n,mが任意の整数ならば, 以下が成り立つ.

(1) xn+m = xnxm,

(2) xnm = (xn)m,

(3) x−n = (x−1)n = (xn)−1.

定義 1.6 Gがモノイドで, Gの全ての元が可逆元であるとき, Gを群という.

さらに, 任意の x, y ∈ Gに対し
xy = yx

が成り立つときに, Gが可換群またはアーベル群であるという.

例 1.7.

• (Z,+)と (Z/nZ,+)はアーベル群である.

• (C∗,×)はアーベル群である.

補題 1.8 H がモノイドで,
G = {x ∈ H | xが可逆元である }

とおくと, Gは H の演算に関して群をなす.
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証明

命題 1.4(3) より, x, y ∈ G ならば xy ∈ G である. よって, H の演算は G 上の演算 G × G → G,

(x, y) 7→ xy を引き起こす. e ∈ Gであるので, Gは明らかにモノイドである. また, x ∈ Gとする. この
とき, 命題 1.4により x−1 ∈ Gである. ゆえに, xは G内に可逆元を持つ. したがって Gは群である.

例 1.9.

• モノイド (Z/nZ,×)を考える. 補題 1.8により以下の部分集合は掛け算に関して群をなす.

(Z/nZ)× =
{
k ∈ Z/nZ

∣∣ gcd(k, n) = 1
}
.

• モノイド (Mn(C),×)を考える. 補題 1.8により GLn(C) = {A ∈ Mn(C) | 正則行列 }は行列の積に関し
て群をなす. n ≥ 2のとき GLn(C)はアーベル群でない.

• モノイド (F(X,X), ◦)を考える. 補題 1.8により

S(X) = {f : X → X | 全単射 } .

は写像の合成に関して群をなす. S(X) を X の対称群といい, その元を X の置換という. |X| ≥ 3のとき
S(X)はアーベル群でない. X = {1, 2, . . . , n}のとき, S(X) = Sn と書く.

定義 1.10 G, H を群とする. G×H の 2つの元 (g1, h1), (g2, h2)に対し

(g1, h1) · (g2, h2) = (g1g2, h1h2)

とおくと, G×H 上の演算が定まり, G×H が群になる. この群を Gと H の直積という.

1.2 部分群
Gを群とし, その単位元を eとおく.

定義 1.11 部分集合 H ⊂ Gが Gの部分群であるとは, 以下を満たすことをいう.

(a) e ∈ H.

(b) x, y ∈ H ならば, xy ∈ H である.

(c) x ∈ H ならば, x−1 ∈ H である.

{e}及び Gは明らかに Gの部分群である.

例 1.12. (Z,+)の部分群 nZ (n ≥ 0)である.

命題 1.13 H が部分群である ⇐⇒ H が空でなく, かつ任意の x, y ∈ H に対し xy−1 ∈ H である.

証明

•「=⇒」は明らかである.

•「⇐=」を示す. H 6= ∅より x ∈ H が取れる. 仮定より, xx−1 = e ∈ H となり, H は定義 1.11の条
件 (a)を満たす. 次に, 定義 1.11の (c)が成り立つことを確認する. x ∈ H とする. x−1 = ex−1 と
書ける. e ∈ H を示したので, 仮定より x−1 ∈ H となる. 最後に, 定義 1.11の (b)を示す. x, y ∈ H

とする. xy = x(y−1)−1 と書ける. 一方, 以上より y−1 ∈ H が成り立つ. ゆえに, xy ∈ H がいえる.

したがって, H は部分群である.
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命題 1.14 Gを群とし, S ⊂ Gを空でない部分集合とする. S を含む Gの部分群のうちに最小のもの
が存在する. それを 〈S〉とおくと,

〈S〉 = {sk1
1 . . . skm

m | si ∈ S, ki ∈ Z} (1.2)

が成り立つ. 任意の部分群 H ⊂ Gに対し, S ⊂ H ⇐⇒ 〈S〉 ⊂ H.

証明

上記の集合 (1.2) が部分群であることを示す. S 6= ∅ より 〈S〉 6= ∅ である. また, x, y ∈ 〈S〉 とし,

x = sk1
1 . . . skm

m , y = tr11 . . . trdd (si, ti ∈ S, ki, ri ∈ Z)とする. このとき,

xy−1 = sk1
1 . . . skm

m t−rd
d . . . t−r1

1

となる. とくに xy−1 ∈ 〈S〉である. したがって, 〈S〉は部分群である. H を部分群とし, S ⊂ H とする.

このとき, 任意の s1, . . . , sm ∈ S 及び k1, . . . , km ∈ Zに対し sk1
1 . . . skm

m ∈ H である. よって, 〈S〉 ⊂ H

となる. ゆえに, 〈S〉は S を含む部分群の中で最小のものである. また,「S ⊂ H ⇐⇒ 〈S〉 ⊂ H」が示さ
れた.

定義 1.15

(a) 〈S〉は S で生成される部分群と呼ばれる.

(b) 〈S〉 = Gのとき, S が Gを生成する (または, S が Gの生成系である) という.

(c) S = {x1, . . . , xn}のとき, 〈S〉を単に 〈x1, . . . , xn〉と書く.

命題 1.14により, 一つの元 x ∈ Gで生成された部分群は以下のように書ける.

〈x〉 = {xk | k ∈ Z}.

定義 1.16 G = 〈x〉となる x ∈ Gが存在するとき, Gを巡回群という. また, G = 〈x〉を満たす元 xは
Gの生成元と呼ばれる.

例えば, Z/nZは 1で生成されるので, 巡回群である. Z/2Z× Z/2Zは巡回群でない.

命題 1.17 G = Z/nZとする. k ∈ Zに対し, 以下が同値である.

(i) k と nが互いに素である.

(ii) k ∈ (Z/nZ)× である.

(iii) k が (Z/nZ,+)の生成元である.

証明

「(i) ⇐⇒ (ii)」は既に知っている. (ii)ならば, km = 1となるm ∈ Zが存在する. よって, 任意の d ∈ Z
に対し, d = (dm)k となる ゆえに, d は Z/mZ において k で生成される部分群に属する. よって, k は
Z/mZを生成する. 逆に, k が (Z/nZ,+)の生成元ならば, mk = 1となる m ∈ Zが存在する. よって,

mk = 1となり, k ∈ (Z/nZ)× である.
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定義 1.18 Gを群とする.

Z(G) := {x ∈ G | 任意の y ∈ Gに対し, xy = yx}

とおき, Gの中心という.

補題 1.19 Z(G)は Gの部分群である.

証明

明らかに, e ∈ Z(G)である. x, x′ ∈ Z(G)とすると, 任意の y ∈ Gに対し

(xx′)y = x(x′y) = x(yx′) = (xy)x′ = (yx)x′ = y(xx′)

である. よって, xx′ ∈ Z(G)である. また, x ∈ Z(G)ならば, xy = yxより,

x−1y = x−1(yx)x−1 = x−1(xy)x−1 = yx−1

となり, x−1 ∈ Z(G)である. 主張が従う.

明らかに, Gがアーベル群である ⇐⇒ Z(G) = Gが成り立つ.

例 1.20. Kを可換体とする. GLn(K)の中心は

Z(GLn(K)) = {λEn | λ ∈ K∗}

2 準同型
2.1 定義

定義 2.1 G,G′ を群とし, f : G→ G′ を写像とする. f が群準同型であるとは, 任意の x, y ∈ Gに対し

f(x · y) = f(x) · f(y)

が成り立つことをいう.

例 2.2.

• (R,+) と (R∗,×) は明らかにアーベル群である. 写像 exp: R → R∗, x 7→ exp(x) は exp(x + y) =

exp(x) exp(y)を満たすので, (R,+)から (R∗,×)への群準同型である.

• Kを可換体とする. 行列式は群の準同型 det : GLn(K) → K∗ である.

補題 2.3 f : G→ G′ を群準同型とする. G,G′ の単位元をそれぞれ e, e′ とおく.

(1) f(e) = e′ である.

(2) 任意の x ∈ Gに対し f(x−1) = f(x)−1 である.

証明

• f(e) = f(ee) = f(e)f(e)である. よって, 両辺に f(e)をかけると, f(e) = e′ となる.

• f(x)f(x−1) = f(xx−1) = f(e) = e′ である. よって, f(x−1) = f(x)−1 である.
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命題 2.4 f : G→ G′ を群準同型とする.

(1) H ⊂ Gが部分群ならば, f(H)は G′ の部分群である.

(2) H ′ ⊂ G′ が部分群ならば, f−1(H ′) = {x ∈ G | f(x) ∈ H ′}は Gの部分群である.

証明

• (1) を示す. f(e) = e′ かつ e ∈ H より e′ ∈ f(H) である. また, x, y ∈ f(H) とし, x = f(a),

y = f(b) (a, b ∈ H)とする. このとき, xy−1 = f(a)f(b)−1 = f(a)f(b−1) = f(ab−1)となる. H が
部分群だから, ab−1 ∈ H であり, ゆえに xy−1 ∈ f(H)である. したがって, f(H)は G′ の部分群で
ある.

• (2) 示す. f(e) = e′ かつ e′ ∈ H ′ より, e ∈ f−1(H ′) である. また, a, b ∈ f−1(H ′) ならば,

f(ab−1) = f(a)f(b−1) = f(a)f(b)−1 である. f(a), f(b) ∈ H ′ より, f(ab−1) ∈ H ′ となる. よって,

ab−1 ∈ f−1(H ′)である. 以上より, f−1(H ′)は Gの部分群である.

命題 2.5 f : G→ G′ を群準同型とし, S ⊂ Gを空でない部分群とする. 以下が成り立つ.

f(〈S〉) = 〈f(S)〉.

証明

f(〈S〉) = {f(sk1
1 . . . skm

m ) | si ∈ S, ki ∈ Z}

= {f(s1)k1 . . . f(sm)km) | si ∈ S, ki ∈ Z}
= 〈f(S)〉.

系 2.6 f : G→ G′ を全射群準同型とする. Gが巡回群ならば, G′ も巡回群である.

証明

G = 〈x〉とする. 命題 2.5により, G′ = f(G) = f(〈x〉) = 〈f(x)〉となるので, G′ は f(x)によって生成
される.

2.2 準同型の核・像

定義 2.7 f : G→ G′ を群準同型とする. G,G′ の単位元をそれぞれ e, e′ と表す.

(a) Ker(f) := {x ∈ G | f(x) = e′}とおき, f の核という.

(b) Im(f) := {f(x) | x ∈ G}とおき, f の像という.

補題 2.8 Ker(f)は Gの部分群であり, Im(f)は G′ の部分群である.

証明

Ker(f) = f−1({e′}), Im(f) = f(G)であるので, 主張が命題 2.4から従う.
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例 2.9. f(x) = exp(ix)で定まる群準同型 f : R → C∗ を考える.

Ker(f) = {x ∈ R | f(x) = 1} = 2πZ

である. また,
Im(f) = {z ∈ C∗ | |z| = 1}

が成り立つ.

例 2.10. 置換の符号は群の準同型 sgn: Sn → {±1}, σ 7→ sgn(σ) を与える. その核の元は偶置換と呼ばれ,

An = {σ ∈ Sn | sgn(σ) = 1}は交代群と呼ばれる.

定義 2.11

(a) 群準同型 f : G→ G′ が全単射であるとき, f を群同型という.

(b) 群準同型 G→ Gのことを Gの自己準同型という.

(c) 群同型 G→ Gのことを Gの自己同型という.

G1, G2 が群で, 群同型 G1 → G2 が存在するときに, G1 ' G2 と表す.

補題 2.12 f : G→ G′ が群同型ならば, f−1 : G′ → Gも群同型である.

証明

f−1 は明らかに全単射であるので, f−1 が群準同型であることを示せば十分である. つまり, f−1(xy) =

f−1(x)f−1(y) (x, y ∈ G′)を示ば良い.

f(f−1(xy)) = xy = f(f−1(x))f(f−1(y)) = f(f−1(x)f−1(y))

が成り立つ. f が単射だから, f−1(xy) = f−1(x)f−1(y)となる.

例 2.13. 指数関数 exp: (R,+) → (R>0,×)は群同型であり, その逆写像は ln : (R>0,×) → (R,+)である.

2.3 剰余類

定義 2.14 Gを群とし, H を Gの部分群とする. x ∈ Gに対し,

xH := {xh | h ∈ H}
Hx := {hx | h ∈ H}.

とおき, それぞれ xの左剰余類, 右剰余類という.

補題 2.15 x, x′ ∈ Gに対し, 以下が同値である.

(i) xH = x′H

(ii) x ∈ x′H

(iii) x′ ∈ xH

(iv) xH ∩ x′H 6= ∅
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証明

(i) =⇒ (ii) =⇒ (iv), 及び　 (i) =⇒ (iii) =⇒ (iv) は明らかである. 最後に, (iv) =⇒ (i) を示す.

y ∈ xH ∩ x′H とする. このとき, y = xh = x′h′ となる h, h′ ∈ H が取れる. よって, 任意の k ∈ H に
対し,

xk = (xh)h−1k = (x′h′)h−1k = x′(h′h−1k) ∈ x′H

となる. ゆえに, xH ⊂ x′H である. 同様の議論で x, x′ の役割を交換することで, x′H ⊂ xH が分かる.

ゆえに, xH = x′H である.

左剰余類全体の集合, 右剰余類全体の集合をそれぞれ G/H, H\Gと表す.

命題 2.16 Gが左剰余類に分割される. つまり, Gの元の族 {xi}i∈I が存在し,

G =
⊔
i∈I

xiH (2.1)

が成り立つ (記号⊔は共通部分を持たない和集合を意味する). 同様に, Gが右剰余類に分割される.

証明

左剰余類全体の族を (Ci)i∈I とおく. 各 i ∈ I に対し, 代表元 xi ∈ Ci を取る. とくに, Ci = xiH である.

任意の x ∈ Gに対し, x ∈ xH であるので, G =
⋃

i∈I Ci である. また, 補題 2.15により, i 6= j ならば
Ci ∩ Cj = ∅である. 主張が従う.

(2.1)を満たす Gの元の族 {xi}i∈I を左剰余類の代表系という. 右剰余類の代表系は同様に定義されている.

例 2.17. G = S3 で, H = {id, (12)}とする. 明らかに, H は Gの部分群である. H による左剰余類, 右剰余
類はそれぞれ以下の通りである.

idH = {id, (12)} = (12)H = H

(13)H = {(13) id, (13)(12)} = {(13), (123)} = (123)H

(23)H = {(23) id, (23)(12)} = {(23), (132)} = (132)H

H id = {id, (12)} = H(12) = H

H(13) = {id(13), (12)(13)} = {(13), (132)} = H(132)

H(23) = {id(23), (12)(23)} = {(23), (123)} = (123)H.
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補題 2.18 以下の写像は well-definedであり, 全単射である.

ψ : G/H −→ H\G, xH 7→ Hx−1.

証明

• ψ が well-defined であることを示す. xH = x′H (x, x′ ∈ G) のとき, Hx−1 = Hx′−1 を示せば良
い. 写像 ι : G→ G, g 7→ g−1 による xH の像は

ι(xH) = {h−1x−1 | h ∈ H} = Hx−1

ゆえに, Hx−1 = ι(xH) = ι(x′H) = Hx′−1 となる.

• ψ の単射性を示す. Hx−1 = Hx′−1 (x, x′ ∈ G)と仮定する. このとき ι(xH) = ι(x′H)であるので,

ιの単射性より xH = x′H である. よって, ψ は単射である.

• ψ の全射性を示す. y ∈ Gならば, ψ(y−1H) = H(y−1)−1 = Hy である. ゆえに, ψ は全射である.

定義 2.19 G/H が有限集合のとき, H を有限指数の部分群という. G/H の元の個数を Gにおける H

の指数といい, [G : H]と表す. 補題 2.18により,

[G : H] = |G/H| = |H\G|.

2.4 正規部分群・剰余群

定義 2.20 Gを群とし, H ⊂ Gを部分群とする. H が正規部分群であるとは,

g ∈ G, h ∈ H =⇒ ghg−1 ∈ H.

が成り立つことをいう. このとき, H ◁ Gと表す.

g ∈ Gに対し,
gHg−1 := {ghg−1 | h ∈ H}

とおく. gHg−1 は Gの部分群であることは容易に確認できる. H が正規部分群であることは, 任意の g ∈ Gに
対し gHg−1 ⊂ H であることを意味する. このとき, g と g−1 を入れ替えて, g−1Hg ⊂ H も成り立つ. ゆえに,
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H ⊂ gHg−1 である. まとめると, 以下が成り立つ.

H が Gの正規部分群である ⇐⇒ 任意の g ∈ Gに対し, gHg−1 = H

⇐⇒ 任意の g ∈ Gに対し, gH = Hg.

例 2.21.

• {e}と Gは Gの正規部分群である.

• Z(G) ⊂ Gを Gの中心とし, H を Z(G)に含まれる部分群とする. このとき, H が Gの正規部分群である.

実際, このとき g ∈ G, h ∈ H に対し ghg−1 = gg−1h = h ∈ H である.

• Gがアーベル群ならば, Gの全ての部分群が正規部分群である.

命題 2.22 f : G→ G′ を群準同型とする. このとき, Ker(f)は Gの正規部分群である. また, H ′ ⊂ G′

が G′ の正規部分群ならば, H := f−1(H ′)は Gの正規部分群である.

証明

H ′ ◁ G′ とし, H := f−1(H ′)とおく. g ∈ G, h ∈ H のとき,

f(ghg−1) = f(g)f(h)f(g)−1

である. f(h) ∈ H ′ であるので, 正規性より f(g)f(h)f(g)−1 ∈ H ′ である. ゆえに ghg−1 ∈ H となり,

H が正規部分群である. Ker(f) = f−1({e})であるので, 正規部分群である.

H を G の正規部分群とする. このとき, 左剰余類全体の集合 G/H に自然な演算を入れることができる.

g, g′ ∈ Gに対し,
(gH)(g′H) := (gg′)H (2.2)

とおくことで, G/H の演算を定義する. この演算が well-defined であることを確認しよう. 結果が剰余類の代
表元の取り方に依らないことを示せば良い. g1, g2, g′1, g′2 ∈ Gで, g1H = g2H, g′1H = g′2H とする. このとき,

g1g2H = g′1g
′
2H を示せば良い. Gの元 g, g′ に対し,

gHg′ := {ghg′ | h ∈ H}

とおくことで部分集合 gHg′ を定義する (一般には部分群でない). H の正規性より, 以下が成り立つ.

g1g
′
1H = g1g

′
2H = g1Hg

′
2 = g2Hg

′
2 = g2g

′
2H.

ゆえに, (2.2)で定まる G/H の演算は well-definedである.

命題 2.23

(1) この演算に関して G/H は群をなす.

(2) π(x) = xH で定まる写像 π : G→ G/H は群準同型である.

(3) Ker(π) = H である.

証明

• 結合法則は容易に確認できる. また, eH = H は明らかに単位元である. 最後に, x ∈ G のとき
(xH)(x−1H) = (x−1H)(xH) = eH = H であるので, 全ての元が可逆元である.

• x, y ∈ Gのとき, π(xy) = xyH = (xH)(yH) = π(x)π(y)であり, π は群準同型である.

• π(x) = H ⇐⇒ xH = H ⇐⇒ x ∈ H である.
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π は「自然な射影」と呼ばれる.

命題 2.24 Gを群とし, H を Gの部分群とする. [G : H] = 2ならば, H が Gの正規部分群である.

証明

g /∈ H とする. 仮定より G = H t gH = H tHg が成り立つ. ゆえに gH = Hg である. よって, H が
正規部分群である.

2.5 準同型定理

定理 2.25: (準同型定理) f : G→ G′ を群準同型とする. このとき, 写像

f̃ : G/Ker(f) → Im(f), xKer(f) 7→ f(x)

は well-definedであり, 群同型写像である.

証明

• f̃ が well-definedであることを示す. xKer(f) = yKer(f) (x, y ∈ G)のとき, f(x) = f(y)を示せ
ば良い. y = xzとなる z ∈ Ker(f)が存在する. ゆえに, f(y) = f(xz) = f(x)f(z) = f(x)e′ = f(x)

となる.

• f̃ が単射であることを示す. f(x) = f(y) (x, y ∈ G) と仮定する. z = x−1y とおくと, f(z) =

f(x−1)f(y) = f(x)−1f(y) = e′ となる. よって, z ∈ Ker(f) である. y = xz より, xKer(f) =

yKer(f)である.

• f̃ が全射であることと, 群準同型写像であることは明らかである. 以上より, f̃ は群同型である.

注意 2.26. f : G → G′ を群準同型とする. ι : Im(f) → G′ を自然な包含写像とし, π : G → G/Ker(f) を
自然な射影とする. また, f̃ : G/Ker(f) → Im(f) を準同型定理で与えられた群同型写像とする. このとき,

f = ι ◦ f̃ ◦ π と分解できる.

G
f

//

π

��

G′

G/Ker(f)
f̃

// Im(f)

ι

OO

例 2.27. f : R → C∗, x 7→ exp(2iπx)を考える. 明らかに, f は (R,+)から (C∗,×)への準同型である. また,

f の像は U = {z ∈ C | |z| = 1}であり, f の核は Zである. よって群同型

R/Z ' U, x+ Z 7→ exp(2iπx)

が存在する.

系 2.28 f : G→ G′ を全射準同型とし, H ′ ⊂ G′ を正規部分群とする. このとき, H = f−1(H ′)で, 群
同型

G/H ' G′/H ′, gH 7→ f(g)H ′

が存在する.
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証明

π′ : G′ → G′/H ′ を自然な射影とし, α : π′ ◦ f とおく. f が全射より, α も全射である. Ker(α) =

f−1(H ′) = H であるので, 準同型定理により

G/H → G′/H ′, gH 7→ α(g) = f(g)H ′

が存在する.

2.6 自己準同型群
G を群とする. G の自己同型 G → G 全体の集合を Aut(G) で表す. f, f ′ : G → G が G の自己同型ならば,

f ◦ f ′ も自己準同型である. また, 補題 2.12により f−1 も自己同型である. ゆえに, Aut(G)は S(G)の部分群
をなす. Aut(G)は Gの自己同型群と呼ばれる. g ∈ Gとする. x ∈ Gに対し φg(x) = gxg−1 とおくことによっ
て, 写像

φg : G→ G

を定める. x, y ∈ Gに対し φg(xy) = gxyg−1 = (gxg−1)(gyg−1) = φg(x)φg(y)であるので, φg は準同型写像
である. また,

φg ◦ φg−1 = φg−1 ◦ φg = idG

が成り立つので, φg は全単射であり, Gの自己同型である. φg (g ∈ G)という形の自己同型を Gの内部自己同
型という. g, g′ ∈ Gに対し,

φgg′ = φg ◦ φg′

である. ゆえに, 写像 φ : G→ Aut(G), g 7→ φg は群準同型である. φの像を Inn(G)とおき, Gの内部自己同型
群という. また,

Ker(φ) = {g ∈ G | φg = idG}
= {g ∈ G | 全ての x ∈ Gに対し, gxg−1 = x}
= {g ∈ G | 全ての x ∈ Gに対し, gx = xg}
= Z(G)

が成り立つ. ゆえに, 準同型定理により, 以下のような同型写像が存在する.

G/Z(G) ' Inn(G).

Inn(G)に属さない Gの自己同型を Gの外部自己同型という.

補題 2.29 Inn(G)が Aut(G)の正規部分群である.

証明

σ ∈ Aut(G)とする. このとき, 任意の g, x ∈ Gに対し,

(σ ◦ φg ◦ σ−1)(x) = σ(gσ−1(x)g−1)

= σ(g)σ(σ−1(x))σ(g)−1

= σ(g)xσ(g)−1

= φσ(g)(x).

よって, σ ◦ φg ◦ σ−1 = φσ(g) が成り立つ. とくに, σ ◦ φg ◦ σ−1 ∈ Inn(G)である.
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例 2.30. G = Z/nZの自己同型群について考える. 以下の群同型が存在することを示す.

Aut(Z/nZ) ' (Z/nZ)×. (2.3)

まず, k ∈ (Z/nZ)× に対し, fk(m) = km (m ∈ Z/nZ)とおくことによって, 写像 fk : Z/nZ → Z/nZを定める.

k が可逆元であるので, fk は明らかに Z/nZの自己同型である. また, fkk′ = fk ◦ fk′ (k, k′ ∈ (Z/nZ)×) より,

写像 k 7→ fk は群準同型 (Z/nZ)× → Aut(Z/nZ)である. 明らかに, k 7→ fk は単射である. 最後に, 全射性につ
いて考える. f ∈ Aut(Z/nZ)とする. 1が Z/nZの生成元だから, 系 2.6により f(1)も生成元である. ゆえに,

f(1) = k, k ∈ (Z/nZ)× である. よって, 任意のm ∈ Z/nZに対し, f(m) = mf(1) = kmである. したがって,

f = fk となり, 主張が従う.

2.7 導来部分群
Gを群とする.

定義 2.31 x, y ∈ Gに対し, [x, y] := xyx−1y−1 とおき, xと y との交換子という. 交換子全体の集合
で生成される部分群を Gの導来部分群といい, D(G)または [G,G]と表す.

x, y が交換する ⇐⇒ [x, y] = e (2.4)

が成り立つことに注意する.

命題 2.32

(1) D(G)を含む任意の部分群 H は Gの正規部分群であり, 剰余群 G/H はアーベル群である.

(2) 逆に, H ⊂ Gを正規部分群とし, G/H がアーベル群であるとする. このとき, D(G) ⊂ H である.

証明

• D(G) ⊂ H とする. g ∈ G, h ∈ H とする. 仮定より, [g, h] = ghg−1h−1 ∈ H である. よって,

ghg−1 = [g, h]h ∈ H となり, ゆえに H が正規部分群である. g ∈ G に対し, g := gH とおく.

g 7→ g が群準同型 G → G/H であるので, g, g′ ∈ Gに対し, [g, g′] = [g, g′]である. [g, g′] ∈ H よ
り, [g, g′] = eとなる. したがって, [g, g′] = eとなり, (2.4)により g と g′ が交換する.

• 自然な射影 π : G → G/H, g 7→ g を考える. 任意の g, h ∈ Gに対し π([g, g′]) = [g, g′] = eである.

ゆえに, [g, g′] ∈ Ker(π) = H となる. よって, D(G) ⊂ H である.

G/D(G)は群 Gのアーベル化と呼ばれ, Gab と表される.

定義 2.33 H を Gの部分群とする. H が特性部分群であるとは, Gの任意の自己同型 φ : G→ Gに対
し φ(H) ⊂ H であることをいう.

また, このとき仮定より φ−1(H) ⊂ H も成り立つので, φ(H) = H となる. H が特性部分群ならば, 正規部分
群でもある. なぜならば, g ∈ Gとし, 内部自己同型 φg : x 7→ gxg−1 を考える. 仮定より φg(H) = gHg−1 = H

であるので, H が正規である.

命題 2.34 D(G)は Gの特性部分群である.
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証明

φ : G → G を自己同型とし, g, h ∈ G とする. このとき, φ([g, h]) = [φ(g), φ(h)] が成り立つ. よって,

φ(D(G)) ⊂ D(G)である.

3 位数
3.1 定義

定義 3.1 Gを有限群とする. Gの位数とは, Gの元の個数のことである.

定義 3.2 Gを群とし, x ∈ Gとする.

(a) 部分群 〈x〉が有限ならば, ord(x) = |〈x〉|とおき, xの位数という.

(b) 部分群 〈x〉が無限ならば, xの位数が無限であるという.

命題 3.3 xの位数が n ∈ Nであるとする. このとき,

〈x〉 = {e, x, x2, . . . , xn−1}

が成り立つ (ただし, e, x, . . . , xn−1 は相異なる). さらに, 〈x〉 ' Z/nZである.

証明

写像 φ : Z → G, k 7→ xk を考える. 明らかに φは群 (Z,+)から Gへの準同型である. Im(φ) = 〈x〉で
ある. Ker(φ)は Zの部分群であるので, Ker(φ) = mZとなるm ∈ Z≥0 が存在する. 準同型定理により
同型写像 Z/mZ ' 〈x〉が存在する. とくに n = |〈x〉| = |Z/mZ| = mとなる. Z/nZ = {0, 1, . . . , n− 1}
より, 〈x〉 = {e, x, x2, . . . , xn−1}である.

系 3.4 xの位数が n ∈ Nであるとする. このとき, 任意の整数m ∈ Zに対し, 以下が成り立つ.

xm = e ⇐⇒ n | m.

証明

準同型 φ : Z → 〈x〉, k 7→ xk を考える. 命題 3.3により Ker(φ) = {m ∈ Z | xm = e} = nZである. 主
張が従う.

例 3.5. G = GL2(C)とし, x =

(
0 −1

1 −1

)
, y =

(
0 1

−1 0

)
とする.

x2 =

(
−1 1
−1 0

)
, x3 =

(
1 0
0 1

)
より, xの位数は 3である. 同様に, y2 = −E2, y3 = −y, y4 = E2 より y の位数は 4である. 一方,

xy =

(
1 0
1 1

)
より, xy の位数は無限である.
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n,m ∈ Zとする. このとき, nZ+mZが Zの部分群であるので, nZ+mZ = dZを満たす d ≥ 0が一意的に
存在する. d = gcd(n,m)とおき, n,mの最大公約数という.

命題 3.6 xが位数 n ∈ Nの元とする. このとき, 任意の k ∈ Zに対し,

ord(xk) =
n

gcd(k, n)

である. とくに, k ≥ 1が nの約数ならば, ord(xk) = n
k である.

証明

d = gcd(k, n)とおく. n = dn′, k = dk′ となる互いに素な整数 n′, k′ が存在する. とくに kn′ = k′nで
ある. ゆえに,

(xk)n
′
= xkn

′
= xk

′n = e

である. ゆえに, ord(xk) | n′ である. 逆に, (xk)m = e ならば, xkm = e となり, ゆえに n | km であ
る. よって, n′ | k′mとなる. n′, k′ が互いに素だから, n′ | mとなる. とくに, m = ord(xk)とおけば,

n′ | ord(xk)がいえる. 以上より,
ord(xk) = n′ =

n

gcd(k, n)
.

命題 3.7 x, y ∈ G が交換する元で, n = ord(x) と m = ord(y) が互いに素であるとする. このとき,

ord(xy) = nmである.

証明

x, y が交換するので, (xy)mn = xmnymn = eである. また, (xy)k = eとすると,

e = (xy)km = xkmykm = xkm

である. ゆえに, n | kmとなる. gcd(n,m) = 1より, n | k である. 同様に, m | k であることが分かる.

nと mが互いに素だから, nm | k となる. とくに, nm | ord(xy)である. 以上より, ord(xy) = nmが
成り立つ.

3.2 ラグランジュの定理

定理 3.8: (ラグランジュ定理) Gを有限群とし, H を Gの部分群とする. このとき

|G| = |H| · [G : H]

が成り立つ.

証明

{x1, . . . , xm}を左剰余類の代表系とする. とくに, m = [G : H]である. このとき

G =

m⊔
i=1

xiH

である. ゆえに, |G| =
∑m

i=1 |xiH| が成り立つ. 次に, 任意の x ∈ G に対し, |H| = |xH| であること
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を示す. 写像 γ : H → xH, h 7→ xh は明らかに全射である. また, xh = xh′ ならば x−1 をかけるこ
とによって h = h′ が導ける. ゆえに, γ は全単射であり, とくに |H| = |xH| が成り立つ. したがって,

|G| = m|H|となり, 主張が従う.

系 3.9 Gを有限群とし, |G| = nとおく. このとき, 任意の x ∈ Gに対し xn = eが成り立つ.

証明

H = 〈x〉とおき, d = |H|とおく. ラグランジュ定理により, ord(x) = dは nの約数である. 系 3.4によ
り xn = eである.

例 3.10. G = (Z/nZ)× とする. Gが位数 φ(n)のアーベル群である. 但し, φはオイラー関数である. 系 3.9に
より全ての x ∈ Gに対し, xφ(n) = 1が成り立つ. すなわち, gcd(k, n) = 1を満たす任意の整数 k ∈ Zに対し,

kφ(n) ≡ 1 (mod n)

が成り立つ. とくに, n = pが素数のとき, フェルマーの小定理が得られる. つまり, pで割り切れない任意の整
数 k に対し, kp−1 ≡ 1 (mod p)である.

3.3 巡回群

定理 3.11 Gを巡回群とする.

(1) Gが有限ならば, G ' Z/nZである (ただし, n = |G|である).

(2) Gが無限ならば, G ' Zである.

証明

(1)は命題 3.3から分かる. (2)を示す. G = 〈x〉となる x ∈ Gが取れる. 準同型 φ : Z → G, k 7→ xk を
考える. φは全射であるので, Z/Ker(φ) ' Gである. Gが無限だから, Ker(φ) = 0 となる. したがっ
て, G ' Zである.

命題 3.12 Gを位数 nの巡回群とする.

(1) H ⊂ Gが部分群ならば, H が巡回群である.

(2) 対応 H 7→ |H|によって, Gの部分群は nの正の約数に一対一に対応している.

証明

• x ∈ G を生成元とし, 準同型 ϕ : Z → G, k 7→ xk を考える. ϕ−1(H) が Z の部分群だから,

ϕ−1(H) = mZ (m ∈ N)と表せる. ϕが全射だから,

H = ϕ(ϕ−1(H)) = ϕ(mZ) = 〈xm〉 (3.1)

である. ゆえに, H は巡回群である.

• 以下の写像が全単射であることを示す.

{Gの部分群 } → {nの正の約数 }, H 7→ |H|. (3.2)

まず, 全射性について考える. d を n の正の約数とする. m = n/d とおくと, 命題 3.6 により
ord(xm) = dである. よって, H := 〈xm〉は位数 dの部分群であり, 写像 (3.2)は全射である.
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最後に, 単射性について考える. H ′ を位数 d の部分群とし, m = n
d とおく. ϕ−1(H ′) = rZ と

なる r ≥ 1 が存在する. nZ ⊂ ϕ−1(H ′) より, r は n の約数である. H ′ = ϕ(rZ) = 〈xr〉 より,

|H ′| = d = n/r, すなわち r = mが成り立つ. したがって, 〈xm〉は位数 dの唯一の部分群である.

命題 3.13 Gの位数が素数であるとする. このとき, Gは巡回群である.

証明

x ∈ G \ {e}で, H = 〈x〉とおく. |H|が |G|の約数であり, かつ |H| > 1であるので, |H| = |G|となる.

よって, G = H である.

定理 3.14 pを奇素数とする. このとき, (Z/pmZ)× (m ≥ 1)は巡回群である.

証明

レポート 1参照.

4 群作用
4.1 定義
Gを群とし, X を空でない集合とする. 写像 f : G ×X → X が与えられているとする. g ∈ G, x ∈ X に対

し, f(g, x)を単に g · xまたは gxと表す. Gの単位元を eとおく.

定義 4.1 以下が成り立つとき, f が Gの X への群作用であるという.

• g · (g′ · x) = (gg′) · x, g, g′ ∈ G, x ∈ X.

• e · x = x, x ∈ X.

Gが X に作用しているとする. このとき, 写像 ρ(g) : X → X, x 7→ g · xは全単射であることに注意する. な
ぜならば, 定義 4.1を言い換えれば

• ρ(gg′) = ρ(g) ◦ ρ(g′), g, g′ ∈ G.

• ρ(e) = idX

である. このことから, ρ(g) ◦ ρ(g−1) = ρ(g−1) ◦ ρ(g) = idX である. ゆえに ρ(g) は全単射である. また,

g 7→ ρ(g)で定まる写像
ρ : G→ S(X)

は群準同型である. 逆に, 群準同型 ρ : G → S(X)が与えられているとき, 写像 (g, x) 7→ ρ(g)(x)は定義 4.1の
条件を満たすので, 群作用が定まる.

定義 4.2

(a) ρ : G→ S(X)が単射であるとき, 作用が忠実であるという.

(b) 任意の x, y ∈ X に対し g ∈ Gが存在し, g · x = y であるとき, 作用が推移的であるという.
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4.2 群作用の例
■自明作用 Gを群, X を集合とする. 全ての g ∈ G, x ∈ X に対し, g · x = xとおくと, Gの X への群作用が
定まる. この作用は自明作用と呼ばれ, 自明準同型 G → S(X), g 7→ idX に対応している. |X| > 1のとき推移
的でない. |G| > 1のとき忠実でない.

■左移動作用 Gを群とする. g, h ∈ Gに対し,

g · h = gh

とおくことによって, Gの自分自身への作用が定まる. この作用は「左移動による作用」と呼ばれる. 明らかに推
移的な作用である. 実際, h1, h2 ∈ Gならば, g = h2h

−1
1 とおくと g · h1 = h2 である. この作用で定まる群準同

型 ρ : G → S(G)を考える. g ∈ Ker(ρ)ならば, 任意の h ∈ Gに対し, g · h = hであり, すなわち gh = hであ
る. hの逆元を両辺にかけて, g = eとなる. 従って, 作用は忠実である.

今, Gが有限群であるとし, n = |G|とおく. 忠実性より, 単射群準同型
ρ : G→ S(X) ' Sn

が得られる. したがって, 以下の定理が分かる.

定理 4.3 Gが位数 nの群ならば, Gと同型である Sn の部分群が存在する.

Sn は位数 n!の群であることに注意する.

■右移動作用 Gを群とする. g, h ∈ Gに対し,

g · h = hg−1

とおくことによって, Gの自分自身への作用が定まる. この作用は「右移動による作用」と呼ばれ, 左移動と同じ
性質を持つ.

■共役作用 g, h ∈ Gに対し,
g · h := ghg−1

とおくことによって, Gの自分自身への群作用が定まる. この作用を「Gの共役による作用」という. この作用
に対応する群準同型

ρ : G→ S(G), g 7→ (h 7→ ghg−1)

の像は Gの自己同型群 Aut(G) ⊂ S(G)に含まれる. さらに, ρは §2.6で定義された群準同型 G → Aut(G)に
一致する. とくに, Ker(ρ) = Z(G) が成り立つ.

■部分群の共役 群 G の 2 つの部分群 H,H ′ が共役であるとは, H ′ = gHg−1 (g ∈ G) と表せるときにいう.

X を Gの部分群全体のなす集合とする. g ∈ G, H ∈ X に対し,

g ·H := gHg−1

とおくことによって, Gの X への作用が定まる.

■左剰余類への作用 H を Gの部分群とする. g, x ∈ Gに対し, g · (xH) := gxH とおくことで, Gの G/H へ
の作用が定まる. この作用は明らかに推移的である.

■作用の制限 群 G が集合 X に作用しているとする. H を G の部分群とする. このとき, H × X → X,

(h, x) 7→ h · xは H の X への作用である.

一方, Y ⊂ X を部分集合とする. 任意の g ∈ G及び y ∈ Y に対し g · y ∈ Y が成り立つと仮定する. このとき,

G× Y → Y , (g, y) 7→ g · y は Gの Y への作用である.
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4.3 軌道
群 Gが集合 X に作用しているとする. x, y ∈ X とする. このとき,

x ∼ y ⇐⇒ g ∈ Gが存在し, y = g · x

とおくことで, X 上の同値関係「∼」が定まる. 実際, 任意の x, y, z ∈ X, g, g′ ∈ G に対し, 以下が成り
立つ.

• 反射性：x = e · xより x ∼ xである.

• 対称性：y = g · xならば, g−1 · y = g−1 · (g · x) = (g−1g) · x = e · x = xとなる. よって, 「x ∼ y」 =⇒
「y ∼ x」が成り立つ.

• 推移性：y = g · xかつ z = g′ · y ならば, z = g′ · (g · x) = (g′g) · xとなる. ゆえに,「x ∼ y」かつ「y ∼ z」
=⇒ 「x ∼ z」が成り立つ.

定義 4.4 Gによる xの軌道とは,
Gx = {g · x | g ∈ G}

で定まる X の部分集合のことをいう.

言い換えれば, xの起動は同値関係「∼」に関する xの同値類にほかならない. とくに, 以下の命題が同値関係
の一般的な性質から従う.

命題 4.5 X が軌道に分割される. つまり, (Xi)i∈I を Gによる全ての軌道とすると, 以下が成り立つ.

X =
⊔
i∈I

Xi (共通部分のない和集合).

Gによる軌道全体の集合をX/Gとおく. X の元の族 {xi}i∈I が軌道の代表系であるとは, 任意の軌道 Y ⊂ X

に対し Y = Gxi を満たす i ∈ I が一意に存在するときにいう. 言い換えれば, 各軌道の中から一つの元を選び,

それらの元を集めた集合のことである.

例 4.6. Kを可換体とし, G = GL2(K)とおく. GがM2(K)に共役により作用している (つまり, P ∈ GL2(K),

M ∈ M2(K)に対し, P ·M = PMP−1 で定まる作用). このとき, 有理標準形の存在定理より, 以下の集合は軌
道の代表系をなす. {(

0 a
1 b

) ∣∣∣∣ a, b ∈ K
}
∪ {λE2 | λ ∈ K}.

例 4.7. Gを群とし, H ⊂ Gを部分群とする. H の Gへの右移動による作用 (すなわち, h ∈ H, g ∈ Gに対し
h · g := hg−1 で定まる作用) を考える. このとき, g ∈ Gに対し, g の H による起動は左剰余類

gH = {gh | h ∈ H}

に他ならない.

4.4 安定化部分群

定義 4.8 x ∈ X に対し,
Gx = {g ∈ G | g · x = x}

とおき, xの安定化部分群という.
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Gx が G の部分群であることを示す. 明らかに e ∈ Gx である. g, g′ ∈ Gx ならば, (gg′) · x = g · (g′ · x) =
g · x = xとなり, gg′ ∈ Gx である. 最後に, g ∈ Gx とする. このとき, g · x = xより g−1 · x = g−1 · (g · x) =
(g−1g) · x = e · x = xである. ゆえに g−1 ∈ Gx が成り立つ. 以上より Gx は Gの部分群である.

命題 4.9 y = g · x (g ∈ G) とする. このとき, Gy = gGxg
−1 が成り立つ.

証明

任意の h ∈ Gに対し,

h ∈ Gy ⇐⇒ h · y = y

⇐⇒ h · (g · x) = g · x
⇐⇒ (hg) · x = g · x
⇐⇒ (g−1hg)h · x = x

⇐⇒ g−1hg ∈ Gx

⇐⇒ h ∈ gGxg
−1.

例 4.10. Gの自分自身への共役による作用を考える. このとき, x ∈ Gの安定化部分群は以下の部分群である.

Gx = {g ∈ G | gxg−1 = x}
= {g ∈ G | gx = xg}.

つまり, Gx は xと交換する元全体の部分群である. この部分群を xの中心化群といい, CentG(x)と表す.

例 4.11. Gを群とし, X = {Gの部分群 }とする. Gが共役により X に作用している (§4.2参照). このとき,

部分群 H ⊂ Gの安定化部分群は H の正規化群といい, NG(H)と表す. すなわち,

NG(H) = {g ∈ G | gHg−1 = H}

である. 明らかに, H ⊂ NG(H)である. また, H ◁ NG(H)である.

命題 4.12 Gが X に作用しているとする.

作用が忠実である ⇐⇒
⋂
x∈X

Gx = {e}

が成り立つ.

証明

Gの X への作用に対応する準同型を ρ : G→ S(X)とおく. このとき,

Ker(ρ) = {g ∈ G | 任意の x ∈ X に対し g · x = x}
= {g ∈ G | 任意の x ∈ X に対し g ∈ Gx}

=
⋂
x∈X

Gx

である. 主張が従う.
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命題 4.13 Gが X に作用しているとする. x ∈ X に対し, 写像

α : G/Gx → Gx, gGx 7→ g · x

は well-definedであり, 全単射である.

証明

• αが well-definedであることを示す. gGx = g′Gx (g, g′ ∈ G)のとき, g · x = g′ · xを示せば良い.

仮定より, g′ = ghとなる h ∈ Gx が存在する. よって, g′ · x = (gh) · x = g · (h · x) = g · xとなる.

よって, αは well-definedである.

• αが単射であることを示す. g · x = g′ · xを仮定する. h = g−1g′ とおくと, h · x = g−1 · (g′ · x) =
g−1 · (g · x) = (g−1g) · x = e · x = x である. よって, h ∈ Gx である. したがって, g′ = gh より
g′Gx = gGx である. ゆえに, αは単射である.

• αが全射であるのは明らかである.

定理 4.14 有限群 Gが有限集合 X に作用しているとする. {x1, . . . , xm}を X の軌道の代表系とする.

このとき, 以下が成り立つ.

|X| =
m∑
i=1

[G : Gxi
].

証明

Xi = Gxi とおくと, 命題 4.5により, X = X1 t · · · tXm である. よって, |X| =
∑m

i=1 |Xi|である. さ
らに, 命題 4.13により全単射 G/Gxi

→ Xi が存在するので, |Xi| = |G/Gxi
| = [G : Gxi

]である. 主張
が従う.

任意の g ∈ G に対し g · x = x が成り立つとき, x が X の固定点であるという. 以下の条件が互いに同値で
ある.

(i) xが固定点である.

(ii) Gx = Gである.

(iii) Gx = {x}.
X の固定点全体の集合をXG と表す. 有限群 Gが有限集合X に作用しているとし, {x1, . . . , xm}を軌道の代表
系とする. 定理 4.14により |X| =

∑m
i=1[G : Gxi ]である. また, xiが固定点ならば, Gxi = Gより [G : Gxi ] = 1

である. よって,
|X| = |XG|+

∑
xi /∈XG

[G : Gxi ]. (4.1)

4.5 バーンサイドの補題
Gを有限群とし, Gが有限集合 X に作用しているとする. g ∈ Gに対し,

Xg := {x ∈ X | g · x = x}

とおく. つまり, Xg は g で固定される X の元全体の集合である. バーンサイドの補題と呼ばれる以下の結果は,

軌道の個数の公式を与えるものである.

25



定理 4.15: バーンサイドの補題

|X/G| = 1

|G|
∑
g∈G

|Xg| である.

証明

X1, X2 を共通部分を持たない２つの部分集合で, G の作用によって保たれているものとする. つま
り, 任意の x ∈ Xi, g ∈ G に対し g · x ∈ Xi であるとする (i = 1, 2). このとき, (X1 t X2)/G =

(X1/G) t (X2/G)かつXg = Xg
1 tXg

2 と書けるので, 定理の出張がX1 及びX2 の場合に成り立つなら
ば, X1 tX2 の場合にも成り立つ. X が軌道に分割されるので, X = Ga (a ∈ X)の場合に帰着できる.

このとき, |X/G| = 1であるので,
∑

g∈G |Xg| = |G|を示せば良い. 以下の集合を考える.

A := {(g, x) ∈ G×X | g · x = x}

第 1 成分に関して数えると, |A| =
∑

g∈G |Xg| が成り立つ. 一方, 第 2 成分に関して数えると, |A| =∑
x∈X |Gx| が成り立つ. X = Ga より, X のどの 2 つもの元 x, y の安定化部分群が共役である (命題

4.9参照). とくに, |Gx| = |Gy|である. よって, |A| = |Ga||Ga|である. |Ga| = [G : Ga] =
|G|
|Ga| より,

|A| = |G|となる. 主張が従う.

4.6 例：立方体の対称群
R3 の以下の 8つの点を考える.

A =

−1
−1
−1

 , B =

 1
−1
−1

 , C =

−1
1
−1

 , D =

−1
−1
1

 ,

E =

 1
1
−1

 , F =

 1
−1
1

 , G =

−1
1
1

 , H =

1
1
1

 .

立方体 ABCDEFGH を X とおく.

Γ = {g ∈ GL3(R) | g(X) = X}
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とおき, X の変換群という. 明らかに, Γ は有限群である. とくに, N = |Γ| とおくと, 任意の γ ∈ Γ に対し
γN = 1である. ゆえに, γ の全ての固有値は 1の冪根である. また, 多項式XN − 1が重根を持たないので, g が
C上対角化可能である. まず, Γに属する鏡映について考える.

(i) α = PQを立方体の一辺とし, P,Q,O の 3点を含む平面をW とおく. 超平面W に関する直交鏡映 τα は
明らかに Γに属する (図 1参照).

(ii) i ∈ {1, 2, 3}に対し, xi = 0で定まる平面をWi とおく. Wi に関する直交鏡映 τi は Γの元である (図 2参
照).

図 1: 鏡映 τα 図 2: 鏡映 τi

補題 4.16 Γは
{± id} ∪ {τα | α が X の一辺 }

によって生成される.

証明

• {± id} ∪ {τα | α が X の一辺 } で生成される部分群を Γ′ とおく. Γ′ = Γ を示す. γ ∈ Γ とし,

γ ∈ Γ′ を示す. 明らかに, Γ′ がX の頂点全体の集合に推移的に作用している. よって, γ(A) = σ(A)

となる σ ∈ Γ′ が存在する. ゆえに, (σ−1 ◦γ)(A) = Aである. γ と σ−1 ◦γ を入れ替えて, γ(A) = A

として良い.

• Aを通る 3つの辺を α1 = AB, α2 = AC, α3 = AD とおく. 明らかに, ταi
は αi を固定し, 他の 2

つの辺を置き換える.
SA := 〈τα1 , τα2 , τα3〉

と定義する. SA の全ての元が Aと H を固定し, 頂点 {B,C,D}を置き換える. 同様に, SA は頂点
{E,F,G}を置き換える.

• 次に, γ(B) ∈ {B,C,D} が成り立つことを示す. γ(B) ∈ {E,F,G} と仮定する. 以上より,

γ(B) = σ′(G)を満たす σ′ ∈ SAが存在する. γ′ = σ′−1◦γとおくと, γ′(A) = A, γ′(B) = Gである.

H = −A, G = −Bより γ′(H) = H, γ′(G) = Bである. ゆえに, γ′({A,B,G,H}) = {A,B,G,H}
かつ γ′({C,D,E, F}) = {C,D,E, F}が成り立つ. A,B,G,H を含む平面, C,D,E, F を含む平面
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をそれぞれ P1, P2とおくと, 以上より γ′(Pi) = Piである. よって, D = P1∩P2で γ′(D) = Dが成
り立つ. ゆえに, γ′|D = idD または γ′|D = − idD である. γ′|D = idD の場合, P1 = RA⊕Dが固有
値 1に対応する固有空間に含まれ, γ′(B) = Gに矛盾する. γ′|D = − idD の場合, P1 = RB ⊕D が
固有値 −1に対応する固有空間に含まれ, γ′(A) = Aに矛盾する. このことから, γ(B) ∈ {B,C,D}
である.

• 以上より, γ(B) = σ′′(B)となる σ′′ ∈ SA が存在する. γ と σ′′−1 ◦ γ を入れ替えて, γ(A) = Aかつ
γ(B) = B として良い. このとき γ|P1

= idP1
となるので, γ の固有多項式 χγ(X)は R上分解する.

γ の固有値が 1の冪根であるので, χγ(X) = (X − 1)3 または (X − 1)2(X + 1)である.

(1) χγ(X) = (X−1)3ならば, γが対角化可能であるので γ = idとなる. χγ(X) = (X−1)2(X+1)

ならば, det(γ) = −1である.

(2) 辺 AB を αとおき, 鏡映 τα を考える. γ0 := γ ◦ τα とおくと, γ0|P1
= idP1

かつ det(γ0) = 1で
ある. 上のケース (1)より, γ0 = idとなり, γ = τα である.

いずれの場合 γ ∈ Γ′ であるので, 主張が従う.

とくに, 補題 4.16 により Γ ⊂ O3(R) である. また, 補題 4.16 の証明より, γ ∈ Γ で γ(A) = A ならば, γ が
{B,C,D}の置換を引き起こす. このことから,

ΓA = {γ ∈ Γ | γ(A) = A}

とおくと, 群準同型 uA : ΓA → S({B,C,D}) が得られる. B,C,D が R3 を生成するので, uA は単射である.

また, Im(uA) が {B,C,D} の全ての互換を含むので, uA は全射である. よって, uA は群同型となり, とくに
|ΓA| = 6 である. 命題 4.13 により Γ/ΓA を A の軌道と同一視できるので, [Γ : ΓA] = 8 であり, すなわち
|Γ| = 8× |ΓA| = 8× 6 = 48である.

Γ0 := Γ ∩ SO3(R) = {γ ∈ Γ | det(γ) = 1}

とおく. すなわち, Γ0 は立方体 X を保つ回転変換全体の部分群である.

命題 4.17 群同型

Γ ' S4 × {±1}
Γ0 ' S4

が存在する.

証明

• 立方体の対角線全体の集合を D とおく. つまり,

D = {AH,BG,CF,DE}

とおく.
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図 3: 立方体の対角

Γ ⊂ O3(R)より, 任意の頂点 P,Qに対し ‖γ(PQ)‖ = ‖PQ‖ (γ ∈ Γ)である. ゆえに, Γは立方体の
対角線全体の集合に作用している. この作用に対応する群準同型

ρ : Γ → S(D)

を考える. |D| = 4より, S(D) ' S4 である.

• Ker(ρ) = {± id}が成り立つことを示す. γ ∈ Ker(ρ)とすると γ(A) ∈ {A,H}である. γ と −γ を
入れ替えて, γ(A) = Aとして良い. このとき, γ(B) ∈ {B,C,D} ∩ {B,G}より, γ(B) = B である.

同様に, γ(C) = C となり, γ = idである. したがって, Ker(ρ) = {± id}である.

• 次に, ρが全単射であることを示す. s1, s2 を立方体の２つの対角線とし, P = (s1 ⊕ s2)
⊥ とおく. P

に関する直交鏡映を τP とおくと, ρ(τP )は s1 と s2 を置き換える D の互換である. 対称群 S4 が互
換によって生成されるので, ρは全単射である.

• [Γ : Γ0] = 2 であるので, |Γ0| = 24 である. Γ0 ∩ Ker(ρ) = {id} より, ρ : Γ0 → S4 は単射である.

|Γ0| = |S4|より, ρ : Γ0 → S4 は群同型である. 最後に, Γの任意の元が ±γ (γ ∈ Γ0)と表せるので,

Γ ' {±1} × Γ0 ' {±1} ×S4.

S(D) の各元について, 群同型 Γ0 ' S(D) によってそれに対応している Γ0 の元について考える. 対称群
S(D) ' S4 の 24個の元は以下のように 5つの種類 (共役類) に分類できる.

(i) 長さ 4 の巡回置換 (6 個). それらは立方体の一面の中点を通る直線に関する ±π
2 回転変換に対応している

(図 4参照).

(ii) 長さ 3の巡回置換 (8個). それらは立方体の対角線に関する ± 2π
3 回転変換に対応している (図 5参照).

(iii) 互いに素である２つの互換の積 (3個). それらは立方体の一面の中点を通る直線に関する π 回転変換に対
応している (図 4参照).

(iv) 互換 (6個). それらは立方体の一辺の中点を通る直線に関する π 回転変換に対応している (図 6参照).

(v) 恒等置換 (1個). 恒等写像 id に対応している.
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図 4: 回転 (i)と (iii)
図 5: 回転 (ii)

図 6: 回転 (iv)

5 シローの定理
5.1 p群

定義 5.1 Gを有限群とし, pを素数とする. Gの位数が pk (k ≥ 1)のとき, Gを p群という.

命題 5.2 Gを p群とし, Gが有限集合 X に作用しているとする. このとき, 以下が成り立つ.

|X| ≡ |XG| (mod p).

証明

x1, . . . , xm を軌道の代表系とする. (4.1)により

|X| = |XG|+
∑

xj /∈XG

[G : Gxj ]

である. xj /∈ XG より, [G : Gxj ] > 1である. [G : Gxj ]は Gの約数だから, pの冪である. 主張が従う.
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命題 5.3 Gが p群ならば, Gの中心は非自明である.

証明

G の自分自身への共役作用を考える. このとき, 固定点の集合は G の中心 Z(G) に一致する. よって,

0 ≡ |G| ≡ |Z(G)| (mod p)となる. とくに Z(G) 6= {e}である.

定理 5.4 Gを p群とする. このとき,以下の条件を満たす部分群の列 {e} = G0 ⊊ G1 ⊊ · · · ⊊ Gm = G

が存在する.

(1) Gi ◁ Gである (0 ≤ i ≤ m).

(2) [Gi+1 : Gi] = p (0 ≤ i ≤ m− 1).

証明

Gの位数に関する帰納法によって証明する. |G| = pのとき明らかである. |G| = pm とおく (m ≥ 2). 命
題 5.3により, eとは異なる元 x ∈ Z(G)が取れる. xの位数を pk (k ≥ 1)とおく. 明らかに, y = xp

k−1

の位数は pである. H = 〈y〉とおく. H ⊂ Z(G)より, H ◁ Gである. p群 G′ = G/H を考える. |G′| =
|G|
|H| < |G|だから,帰納法の仮定より条件 (1), (2)を満たす部分群の列 {e′} = G′

0 ⊊ G′
1 ⊊ · · · ⊊ G′

r = G′

が存在する. π : G→ G′ を自然な射影とし, Gi = π−1(G′
i)とおく. 系 2.28により Gi+1/Gi ' G′

i+1/G
′
i

であり, ゆえに [Gi+1 : Gi] = p (0 ≤ i ≤ r − 1)が成り立つ. また, G′
i ◁ G

′ より Gi ◁ Gである. 以下の
列が得られた.

{e} ⊊ H = G0 ⊊ · · · ⊊ Gr = G. (5.1)

ここで, |G0| = |H| = pである. よって, Gの場合も主張が成立する.

例 5.5. pを素数とし, Z/pZ = Fp とおく (Fp は可換体である). Fp の元を成分とする以下の形の 3次正方行列
を考える.

M(a, b, c) =

1 a c
0 1 b
0 0 1

 , a, b, c ∈ Fp

このような行列全体を集めた集合を Gとおく. 明らかに, Gは GL3(Fp)の位数 p3 の部分群である. とくに, G

は p群である.

M(a, b, c)×M(a′, b′, c′) =M(a+ a′, b+ b′, c+ c′ + ab′)

M(a, b, c)−1 =M(−a,−b, ab− c)

[M(a, b, c),M(a′, b′, c′)] =M(0, 0, ab′ − a′b)

よって,

Z(G) =


1 0 c
0 1 0
0 0 1

 ∣∣∣∣∣∣ c ∈ Fp


H := {M(0, b, c) | b, c ∈ Fp}と定義すると, G2 ◁ Gである. ゆえに, 以下の列が定理 5.4の条件を満たす.

{id} = G0 ⊊ G1 = Z(G) ⊊ G2 ⊊ G3 = G.

命題 5.6 Gを位数 p2 の群とする. このとき, G ' Z/p2Zまたは G ' Z/pZ×Z/pZである. とくに G

はアーベル群である.
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証明

命題 5.3 により, Z(G) 6= {e} である. ゆえに, |Z(G)| ∈ {p, p2} である. |Z(G)| = p と仮定する.

x ∈ G \ Z(G) とすると, 〈x, Z(G)〉 ⊂ CentG(x) である. とくに |CentG(x)| > p であり, ゆえに
CentG(x) = Gである. よって x ∈ Z(G)となり, 仮定に矛盾する. したがって, Z(G) = Gが成り立つ.

すなわち, Gはアーベル群である. 位数 p2 の元が存在する場合は, 命題 3.3により G ' Z/p2Zである.

そうでなければ, G \ {e}の全ての元は位数 pを持つ. a ∈ G \ {e}, b ∈ G \ 〈a〉とすると, 写像

〈a〉 × 〈b〉 → G, (x, y) 7→ xy

は群同型である. 以上より G ' Z/pZ× Z/pZとなる.

5.2 pシロー部分群
Gを有限群とし, その位数を nと書く. pを nの素因数とする. n = pkm と書くことができる. ただし, k ≥ 1,

gcd(p,m) = 1とする.

定義 5.7 H を Gの部分群とする.

(a) |H| = pd (d ≥ 1)のとき, H を p部分群という.

(b) |H| = pk のとき, H を Gの pシロー部分群という.

すなわち, pシロー部分群は p部分群の中で最大位数のものである.

例 5.8. Fp = Z/pZ とおくと, Fp は可換体である. 群 G = GLn(Fp) を考える. まず, G の位数を求める.

A ∈ Mn(Fp) を n次正方行列とする. Aの列を x1, . . . , xn とおく (ただし, xi ∈ Fn
p である). このとき,

Aが正則である ⇐⇒ 全ての i = 1, . . . , nに対し, xi /∈ Span(x1, . . . , xi−1)

が成り立つ (ただし, i = 1のとき Span(∅) = {0}と約束する). 上の条件を満たすベクトルの列 x1, . . . , xn の個
数について考える.

• x1 としては Fn
p \ {0}の任意のベクトルが取れるので, ちょうど pn − 1個がある.

• x2 としては Span(x1)に属さない Fn
p\の任意のベクトルが取れるので, ちょうど pn − p個がある.

• 帰納法的に (x1, . . . , xi−1)が線型独立であるように x1, . . . , xi−1を取ったとき, xi ∈ Fn
p\Span(x1, . . . , xi−1)

を満たすベクトルの取り方はちょうど pn − pi−1 個ある.

以上より,
|G| = (pn − 1)(pn − p) . . . (pn − pn−1)

が成り立つ. とくに,

|G| = p
n(n−1)

2

n∏
i=1

(pi − 1)

と書ける. ここで,
∏n

i=1(p
i − 1) は明らかに p で割り切れない. H を以下のような形の行列全体の部分集合と

する. 
1 ∗ . . . ∗

. . . . . .
...

. . . ∗
1

 , ∗ ∈ Fp.

明らかに, H が Gの部分群である. また, 対角線の上にある全ての成分を自由に Fp から取れるので,

|H| = p
n(n−1)

2
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が成り立つ. したがって, H は Gの pシロー部分群である.

5.3 シローの定理

補題 5.9 Gを有限群とし, H ⊂ Gを部分群とする. pを |H|の素因数とする.

(1) Gが pシロー部分群を持つならば, H も pシロー部分群を持つ.

(2) さらに, S が Gの pシロー部分群ならば, 適当な a ∈ Gが存在し, H ∩ aSa−1 がH の pシロー部分
群である.

証明

明らかに, (2)を示せば十分である. S ⊂ Gを pシロー部分群とする. h ∈ H 及び gS ∈ G/S (g ∈ G)に
対し, h · (gS) = hgS とおくことによって, H のX = G/S への群作用を定める. S がGの pシロー部分
群だから, |X| = [G : S]は pの倍数でない. よって, その濃度が pの倍数でないような軌道 Hx (x ∈ X)

が存在する. x = aS (a ∈ G)とおくと, xの安定化部分群は Hx = H ∩ aSa−1 である. 命題 4.13によ
り, |Hx| = [H : Hx]である. ゆえに, H における Hx の指数が pの倍数でない. また, S が p群だから,

aSa−1 も p群であり, ゆえに Hx も p群である. したがって, Hx = H ∩ aSa−1 は H の pシロー部分群
である.

定理 5.10: (シローの定理) Gを有限群とし, |G| = nとおく. pを nの約数とする.

(1) Gは pシロー部分群を持つ.

(2) K が Gの p部分群ならば, K を含む Gの pシロー部分群が存在する.

(3) S, S′ が pシロー部分群ならば, S′ = gSg−1 となる g ∈ Gが存在する.

(4) pシロー部分群の数を np とおくと, np ≡ 1 (mod p)かつ np | nが成り立つ. また, S が Gの pシ
ロー部分群ならば, np = [G : NG(S)]である.

証明

• (1)を示す. 置換 σ ∈ Sn に対し, 置換行列Mσ をMσ = (δi,σ(j))i,j によって定義する.

γ : Sn → GLn(Fp), σ 7→Mσ

で定まる写像は明らかに単射群準同型である. 定理 4.3により, G ' G′ となるSn の部分群 G′ が存
在する. G′′ := γ(G′)とおくと, γ の単射性より G ' G′ ' G′′ となる. 例 5.8により GLn(Fp)が p

シロー部分群を持つので, 補題 5.9により G′′ も pシロー部分群を持つ. Gが G′′ と同型であるので,

Gは pシロー部分群を持つ.

• (2)を示す. S を Gの pシロー部分群とする. 補題 5.9により, a ∈ Gが存在し, H ∩ aSa−1 がH の
pシロー部分群である. しかし, H が p群であるので, その pシロー部分群はH 自身に限る. よって,

H ∩ aSa−1 = H となり, すなわち H ⊂ aSa−1 である. |aSa−1| = |S|より, aSa−1 は H を含む G

の pシロー部分群である.

• (3) を示す. S, S′ を G の p シロー部分群とする. 補題 5.9 で H = S′ とすると, 適当な a ∈ G を
用いて S′ ∩ aSa−1 が S′ の p シロー部分群である. よって S′ ∩ aSa−1 = S′ となり, すなわち
S′ ⊂ aSa−1 となる. |S′| = |S| = |aSa−1|より, S′ = aSa−1 が成り立つ.

• 最後に, (4)を示す. X を Gの pシロー部分群全体の集合とする. Gが共役によって X に作用して
いる. また, S が pシロー部分群ならば, (3)より X = {gSg−1 | g ∈ G}が成り立つ. よって, Gが
X に推移的に作用している. S の安定化部分群は NG(S)であるので, np = |X| = [G : NG(S)]であ
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る. とくに, np | n である. G の作用を S に制限することによって, S の X への作用が定まる. S

が p群だから, |X| ≡ |XS | (mod p)である (命題 5.2参照). 以下は, XS = {S}であることを示す.

明らかに, S ∈ XS である. 逆に, S′ ∈ XS とする. このとき, hS′h−1 = S′ (h ∈ S) であるので,

S ⊂ NG(S
′)である. 一方, S′ ⊂ NG(S

′)が成り立つ. また, S, S′ が NG(S
′)の pシロー部分群であ

る. (3)を群 NG(S
′)に適用させると, S, S′ が NG(S

′)において共役である. しかし, h ∈ NG(S
′)の

とき, hS′h−1 = S′ だから, S = S′ となる. 以上より, XS = {S}である. ゆえに, |X| ≡ |XS | = 1

(mod p)が成り立つ.

注意 5.11. S を Gの pシロー部分群とする. 定理 5.10(iv)より

np = 1 ⇐⇒ NG(S) = G ⇐⇒ S ◁ G

が成り立つ.

系 5.12: (コーシーの定理) Gを位数 nの群とし, pを nの素因数とする. このとき, 位数 pの元が G

内に存在する.

証明

H を Gの pシロー部分群とし, x ∈ H (x 6= e)とする. xの位数は pk (k ≥ 1)である. ゆえに, xp
k−1 の

位数は pである.

系 5.13 p, q が素数で, p < q かつ q 6≡ 1 (mod p)とする. Gを位数 pq の群とする. このとき, Gは巡
回群である.

証明

np, nq をそれぞれ Gの pシロー部分群の個数, q シロー部分群の個数とする. シロー定理より,

np ≡ 1 (mod p) かつ np | pq
nq ≡ 1 (mod q) かつ nq | pq

がいえる. ゆえに, np = nq = 1 となる. Hp,Hq をそれぞれ p シロー部分群, q シロー部分群とする.

np = nq = 1より Hp と Hq は正規部分群である. 次に, Hp と Hq の元が交換することを示す. x ∈ Hp,

y ∈ Hq とし, xと y の交換子
z = [x, y] = xyx−1y−1

を考える. Hq の正規性より, xyx−1 ∈ Hq である. よって, z ∈ Hq となる. 同様に, Hp の正規性より
yxy−1 ∈ Hq が成り立つ. よって, z ∈ Hp となる. したがって, z ∈ Hp ∩Hq である. Hp とHq の位数が
互いに素だから, ラグランジュ定理より Hp ∩Hq の位数は 1となり, すなわち Hp ∩Hq = {e}である.

とくに, z = eとなり, ゆえに xy = yxが成立する. よって, Hp と Hq の元が交換する.

最後に, x ∈ Hp, y ∈ Hq を単位元とは異なるものとする. このとき, ord(x) = p, ord(y) = q である.

x, y が交換し, その位数が互いに素だから, 命題 3.7により ord(xy) = pq である. ゆえに, xy は Gの生
成元である.

例 5.14. Gを位数 15の群とする. このとき, Gは巡回群である.
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6 半直積
6.1 外部半直積
N , H を 2つの群とし, 群準同型

φ : H → Aut(N)

が与えられているとする. このとき, φに関する N と H の半直積を次のように定義する. G = N ×H とおく.

Gの元 (n1, h1)と (n2, h2)に対し,

(n1, h1) · (n2, h2) := (n1φ(h1)(n2), h1h2)

とおくことによって, Gに演算を入れる.

定理 6.1

(1) この演算に関して Gは群である.

(2) N , H の単位元をそれぞれ eN , eH とおくと, Gの単位元は (eN , eH)である.

(3) (n, h) ∈ Gの逆元は (φ(h−1)(n−1), h−1)である.

証明

• 演算が結合的であることを確認する. (ni, hi) ∈ N ×H (i = 1, 2, 3)とする. このとき,

(n1, h1) · ((n2, h2) · (n3, h3)) = (n1, h1) · (n2φ(h2)(n3), h2h3)
= (n1φ(h1) (n2φ(h2)(n3)) , h1h2h3)

= (n1φ(h1)(n2)φ(h1h2)(n3), h1h2h3)

= (n1φ(h1)(n2), h1h2) · (n3, h3)
= ((n1, h1) · (n2, h2)) · (n3, h3).

よって, 演算が結合法則を満たす.

• φ(h)(eN ) = eN かつ φ(eH) = idN より, 任意の (n, h) ∈ Gに対し,

(n, h) · (eN , eH) = (eN , eH) · (n, h) = (n, h)

が成り立つ. ゆえに (eN , eH)は単位元である.

• 最後に,

(n, h) · (φ(h−1)(n−1), h−1) = (nφ(h)(φ(h−1)(n−1), hh−1)

= (nφ(hh−1)(n−1), eH)

= (n idN (n−1), eH)

= (eN , eH)

である. 一方,

(φ(h−1)(n−1), h−1) · (n, h) = (φ(h−1)(n−1)φ(h−1)(n), h−1h)

= φ(h−1)(n−1n), eH)

= φ(h−1)(eN ), eH)

= (eN , eH)

である. よって, (n, h)が逆元として (φ(h−1)(n−1), h−1)を持つ. 以上より, Gは群である.
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定義 6.2 Gを N と H の (外部)半直積といい, G = N ⋊φ H と表す.

以下の 2つの写像を考える.

ιN : N → G, n 7→ (n, eH)

ιH : H → G, h 7→ (eN , h)

この写像はそれぞれ単射群準同型である. ιN , ιH の像をそれぞれ N , H と同一視し, 単に N , H と表す. 第 2成
分への射影

πH : G→ H, (n, h) 7→ h

を考える. Gの演算の定義より, πH は群準同型である. また, Ker(πH)が成り立つので, N は Gの正規部分群
である. しかし, H が正規部分群であるとは限らない. 以下, 「φが自明な準同型である」とは, 全ての h ∈ H に
対し φ(h) = idN であることを意味する.

定理 6.3 以下が同値である.

(i) H が Gの正規部分群である.

(ii) φが自明な準同型である.

(iii) Gの演算が直積 N ×H の演算と一致する.

証明

「(ii) =⇒ (iii) =⇒ (i)」は明らかである. (i) を仮定する. このとき, 任意の h,∈ H, n ∈ N に対し,

(n−1, eH) · (eN , h) · (n−1, eH)−1 が H に属する.

(n−1, eH) · (eN , h) · (n−1, eH)−1 = (n−1, h) · (n, eH)

= (n−1φ(h)(n), h)

である. ゆえに, 上の元の第 1成分が eN となり, すなわち φ(h)(n) = nが成り立つ. したがって, 任意の
h ∈ H に対し φ(h) = idN である.

6.2 内部半直積
まず, φ : H → Aut(N) を群準同型とし, φに関する N と H の外部半直積 G = N ⋊φ H を考える. ιN , ιH

により, N , H を Gの部分群として考える.

補題 6.4 N,H は以下を満たす.

(1) N ◁ Gである.

(2) Gの部分群として N ∩H = {eG}である.

(3) G = NH である.

条件 (3)の集合 NH について補足説明をする. 一般の群 Gの 2つの部分群K,H に対し,

KH = {kh | k ∈ K, h ∈ H}

とおく. KH は部分群とは限らない. しかし, K,H の一方が他方の正規化部分群に含まれるとき, KH が部分群
であることが容易に証明できる. また, そのときKH = HK も成り立つ. 上の補題を証明する.
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証明

(1) と (2) は明らかである. (3) を確認する. G = N ⋊φ H のとき, 任意の (n, h) ∈ G に対し
(n, h) = (n, eH) · (eN , h)と表すことができるので, 条件 (3)が満たされている.

今, 群 G及び 2つの部分群 N,H が与えられているとする.

定義 6.5 Gが N と H の内部半直積であるとは, N,H が以下の条件を満たすことをいう.

(1) N ◁ Gである.

(2) Gの部分群として N ∩H = {eG}である.

(3) G = NH である.

このとき, G = N ⋊H と表す.

注意 6.6. 定義 6.5の 3つ条件は以下の条件と同値である.

(1) N ◁ Gである.

(2) Gの部分群として N ∩H = {eG}である.

(3’) G = 〈N ∪H〉 である (つまり, Gが N と H によって生成される).

実際, N ◁ Gより, NH は部分群である. ゆえに, 〈N ∪H〉 = NH = HN が成り立つ.

「外部半直積」と「内部半直積」の関係について説明する.

• 群 N,H 及び準同型 φ : H → Aut(N) が与えられているとし, G を φ に関する外部半直積とする. このと
き, N と ιN (N)また H と ιH(H)を同一視すると, N,H が上の 3つの条件を満たすので, Gは N と H の
内部半直積である.

• 逆に, 群 G 及び部分群 N,H が与えられているとし, G が N と H の内部半直積であるとする. とくに,

N ◁ Gであるので, Gが共役によって N に作用している. この作用を H に制限し, 以下の準同型を考える.

φ : H → Aut(N), h 7→ (n 7→ hnh−1)

φに関する N と H の外部半直積 N ⋊φ H を考える.

f : N ⋊φ H → G, (n, h) 7→ nh

と定義する. f が群準同型であることを確認する. 任意の n1, n2 ∈ N , h1, h2 ∈ H に対し,

f((n1, h1) · (n2, h2)) = f(n1φ(h1)(n2), h1h2)

= n1h1n2h
−1
1 h1h2

= n1h1n2h2

= f(n1, h1)f(n2, h2)

である. ゆえに, f は群準同型である. 条件 (2) より, f は全射である. また, (n, h) ∈ Ker(f) ならば,

nh = eg より n = h−1 ∈ N ∩H となる. 条件 (1)より, n = h = eG となる. よって, f は単射である. 以上
より, Gと N ⋊φ H は互いに同型である.

以上より, 「内部半直積」と「外部半直積」の定義は単純に考え方の違いだけで、本質的に同等である。

例 6.7. a ∈ C∗, b ∈ Cに対し, fa,b(z) = az + bとおくことで写像 fa,b : C → Cを定義し,

G := {fa,b | a ∈ C∗, b ∈ C}
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とおく. a, a′ ∈ C∗, b, b′ ∈ Cのとき,

fa,b ◦ fa′,b′ = faa′,ab′+b

f−1
a,b = f 1

a ,− b
a

が成り立つ. よって,Gは写像の合成に関して群をなす. また,

N := {f1,b | b ∈ C}
H := {fa,0 | a ∈ C∗}

とおくと, N,H は Gの部分群である. 以上より, 写像 fa,b 7→ aは群準同型 G → C∗ である. その核は N であ
るので, N は Gの正規部分群となる. N ∩H = {id} は明らかに成り立つ. また, fa,b = f1,b ◦ fa,0 であるので,

Gが N と H によって生成される. したがって, G = N ⋊H が成り立つ. 写像 a 7→ fa,0 と b 7→ f1,b によって,

それぞれ N ' C かつ H ' C∗ となる. H の N への共役作用は自然な作用

C∗ → Aut(C), a 7→ (z 7→ az)

に対応する. Gは外部半直積 C⋊ C∗ と同型である.

6.3 半直積の同型
2つの群 N , H 及び群準同型 φ : H → Aut(N)が与えられているとする. また, γ ∈ Aut(H)をH の自己同型

とする. 合成写像
φ ◦ γ : H → Aut(N)

を考える.

命題 6.8 以下の写像は群同型である.

α : N ⋊φ◦γ H → N ⋊φ H, (n, h) 7→ (n, γ(h))

証明

上の写像は明らかに全単射であるので, 群準同型であることを示せば十分である. 任意の n1, n2 ∈ N ,

h1, h2 ∈ H に対し, 以下が成り立つ.

α((n1, h1) · (n2, h2)) = α(n1φ(γ(h1))(n2), h1h2)

= (n1φ(γ(h1))(n2), γ(h1h2))

= (n1, γ(h1)) · (n2, γ(h2))
= α(n1, h1) · α(n2, h2).

主張が従う.

今, s ∈ Aut(N)とし,
Γs : Aut(N) → Aut(N), f 7→ s ◦ f ◦ s−1 (6.1)

と定義する. 群準同型 Γs ◦ φ : H → Aut(N)を考える.

命題 6.9 以下の写像は群同型である.

β : N ⋊φ H → N ⋊Γs◦φ H, (n, h) 7→ (s(n), h)
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証明

上の写像は明らかに全単射であるので, 群準同型であることを示せば十分である. 任意の n1, n2 ∈ N ,

h1, h2 ∈ H に対し, 以下が成り立つ.

β((n1, h1) · (n2, h2)) = β(n1φ(h1)(n2), h1h2)

= (s(n1)s(φ(h1)(n2)), h1h2)

= (s(n1)Γs(φ(h1))(s(n2)), h1h2)

= (s(n1), h1) · (s(n2), h2)
= β(n1, h1) · β(n2, h2).

主張が従う.

命題 6.10 p, q を素数とし, p | q − 1とする. このとき, 位数 pq の群は同型を除いてちょうど 2つ存在
する.

証明

pシロー部分群の個数, q シロー部分群の個数をそれぞれ np, nq とおく.

np ≡ 1 (mod p) かつ np | q
nq ≡ 1 (mod q) かつ nq | p

である. p < q より, nq = 1 となる. Hp, Hq をそれぞれ p シロー部分群, q シロー部分群とする.

nq = 1より, Hq は正規部分群である. ラグランジュ定理より |Hp ∩Hq|が pと q の公約数であるので,

Hp ∩Hq = {e}となる. また, HqHp は部分群であり, その位数は > q であるので, HqHp = Gが成り立
つ. したがって,

G = Hq ⋊Hp

である. 命題 3.13により Hp ' Z/pZ, Hq ' Z/qZである. よって, G ' Z/qZ ⋊φ Z/pZと表すことが
できる. ただし, ここで φ : Z/pZ → Aut(Z/qZ)は群準同型である. φが自明な準同型ならば, 定理 6.3

により G ' Z/qZ× Z/pZ ' Z/pqZである.

最後に, 非自明な群準同型 φ : Z/pZ → Aut(Z/qZ) について考える. このとき, φ が単射であるので,

Im(φ)は位数 pの部分群である. 例 2.30により Aut(Z/qZ) ' (Z/qZ)× である. また, 定理 3.14により
(Z/qZ)× は巡回群である. p | q − 1だから, 巡回群 (Z/qZ)× はただ一つの位数 pの部分群を持つ (命題
3.12参照). ゆえに, φの像が一意に定まる. よって, φ,φ′ : Z/pZ → Aut(Z/qZ)が非自明な準同型なら
ば, φ′ = φ ◦ γ となる γ ∈ Aut(Z/pZ)が存在する. 命題 6.8により,

Z/qZ ⋊φ′ Z/pZ ' Z/qZ ⋊φ Z/pZ

となる. 以上より, 位数 pq の群は同型を除いてちょうど 2 つ存在し, Z/pqZ と Z/qZ ⋊φ Z/pZ に限る
(φ : Z/pZ → Aut(Z/qZ)は非自明な準同型である).

6.4 二面体群
n ≥ 3とする. k = 0, 1, . . . , n− 1に対し,

Ak =

(
cos( 2kπn )

sin( 2kπn )

)
とする. A0, A1, . . . , An−1 を頂点とする正 n角形 Pn を考える.
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定義 6.11 正 n角形 Pn の対称群を Dn とおき, 二面体群という. つまり,

Dn := {f ∈ GL2(R) | f(Pn) = Pn}.

例えば, 以下の線型変換が Dn に属する.

• 2π
n 回転変換 r (図 7). r(Ai) = Ai+1 (0 ≤ i ≤ n − 2), r(An−1) = A0 が成り立つので, r ∈ Dn である. 明
らかに, ord(r) = nである.

• x軸に関する鏡映変換 s (図 8, 図 9). つまり,

s =

(
1 0
0 −1

)
である. s(Ai) = An−i (1 ≤ i ≤ n− 1), s(A0) = A0 であるので, s ∈ Dn である. 明らかに, ord(s) = 2で
ある.

図 7: 回転 r (n = 6)

図 8: 鏡映 s (n = 6) 図 9: 鏡映 s (n = 5)

Dn は正 n角形 Pn の頂点全体の集合に作用している. また, この作用は明らかに忠実である. したがって, 単
射準同型

ιn : Dn → S({A0, . . . , An−1}) ' Sn (6.2)
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が得られる. とくに, Dn は有限群である.

補題 6.12 Dn が sと r で生成される.

証明

• N = |Dn| とおくと, ラグランジュの定理より任意の f ∈ Dn に対し fN = id が成り立つ. 多項式
XN − 1の全ての根が単根であるので, f は C上対角可能である.

• H = 〈r, s〉とおく. Dn = H であることを示す. f ∈ Dn とする. 明らかに, H が Pn の頂点に推移
的に作用している. よって, f(A0) = g(A0)を満たす g ∈ H が存在する. f と g−1 ◦ f を入れ替えて,

f(A0) = A0 として良い.

• このとき, f は固有値として 1を持つので, f の固有多項式 χf が Rで分解する. よって, f の固有値
は 1の乗根であるので, χf = (X − 1)2 または X2 − 1が成り立つ.

(1) χf = (X − 1)2 ならば, f が対角可能だから f = idとなる.

(2) χf = X2 − 1ならば, det(f) = −1, det(f ◦ s) = 1となる. 上の (1)より, f ◦ s = idである. し
たがって f = sである.

いずれの場合, f ∈ H となり, 主張が従う.

とくに, Dn ⊂ O2(R)である. det(sr) = −1より, sr は直交鏡映である. とくに (sr)2 = srsr = idが成り立
つ. よって,

srs = r−1 (6.3)

ゆえに srks = (srs)r = r−k, k ∈ Z (6.4)

である. とくに R = 〈r〉が正規部分群である. Dn/Rが sの剰余類で生成されるので, [Dn : R] = 2となる. ゆ
えに, |Dn| = 2|R| = 2nである. また, 以下が成り立つ.

Dn = {id, r, . . . , rn−1} ∪ {s, sr, . . . , srn−1}.

H = 〈s〉とおく. 以上より, Dn は Rと H の内部半直積である. R ' Z/nZ, H ' Z/2Zと同一視する. このと
き, (6.3)により H の Rへの共役作用は 1 7→ − idで定まる準同型

φ : Z/2Z → Aut(Z/nZ)

に対応する. ゆえに,
Dn ' Z/nZ ⋊φ Z/2Z

である.

補題 6.13 Dn の中心は以下の通りである.

Z(Dn) =

{
{id} (nが奇数)
{± id} (nが偶数).

証明

まず, r の中心化群について考える. 明らかに, 〈r〉 ⊂ CentDn(r) である. [Dn : 〈r〉] = 2 であることと,

s /∈ CentDn
(r)であることより, CentDn

(r) = 〈r〉がいえる. とくに, Z(Dn) ⊂ 〈r〉. k ≥ 1で x = rk と
おく. sxs = x−1 より, x = rk ∈ Z(Dn) ⇐⇒ x2 = idである. nが奇数のとき, 〈r〉は位数 2の元を持
たないので, Z(Dn) = {id}となる. nが偶数のとき, 巡回群 〈r〉に属する位数 2の元は rn/2 = − idに限
る. 主張が従う.
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Dn の導来部分群を [Dn, Dn]と表す (定義 2.31参照).

補題 6.14 [Dn, Dn] = 〈r2〉である. また,

Dn/[Dn, Dn] '

{
Z/2Z (nが奇数)
Z/2Z× Z/2Z (nが偶数).

証明

sr−1s = r より, [r, s] = rsr−1s = r2 である. ゆえに, 〈r2〉 ⊂ [Dn, Dn] である. n が奇数のとき,

〈r2〉 = 〈r〉 が正規部分群であり, さらに Dn/〈r〉 ' Z/2Z がアーベル群である. 命題 2.32(2) より
[Dn, Dn] ⊂ 〈r〉 = 〈r2〉であるので, [Dn, Dn] = 〈r2〉が成り立つ.

n が偶数のとき, sr2s = r−2 = rn−2 = (r2)
n−2
2 と書けるので, s ∈ NDn

(〈r2〉) である. また, r ∈
NDn(〈r2〉) も成り立つので, NDn(〈r2〉) = Dn となり, すなわち 〈r2〉 が正規部分群である. また,

Dn/〈r2〉 ' Z/2Z× Z/2Zである. 実際, r, sの剰余類は Dn/〈r2〉を生成し, それぞれの位数は 2である.

とくに, Dn/〈r2〉はアーベル群であるので, [Dn, Dn] ⊂ 〈r2〉である. 主張が従う.

次に, Dn の自己同型について考える. 以下の Aut(Dn)の部分群を考える.

Fix(r) := {σ ∈ Aut(Dn) | σ(r) = r}
Fix(s) := {σ ∈ Aut(Dn) | σ(s) = s}

定理 6.15 Aut(Dn) = Fix(r)⋊ Fix(s)が成り立つ. つまり,

• Fix(r) ◁Aut(Dn)である.

• Fix(r) ∩ Fix(s) = {id}である.

• Fix(r)と Fix(s)が Aut(Dn)を生成する.

また, 以下が成り立つ.

(1) Fix(s) ' (Z/nZ)× である.

(2) Fix(r) ' Z/nZである.

(3) Fix(s) の Fix(r) への共役作用は, 掛け算で定まる自然な作用 (Z/nZ)× → Aut(Z/nZ) に対応して
いる.

証明

まず, 〈r〉が Dn の特性部分群であることを示す. σ ∈ Aut(Dn)とする. ord(σ(r)) = ord(r) = n ≥ 3よ
り, σ(r) ∈ 〈r〉である. 実際, Dn \ 〈r〉の全ての元は直交鏡映であるので, その位数は 2である. よって,

σ(〈r〉) = 〈σ(r)〉 = 〈r〉が成り立つ. つまり, 〈r〉が Dn の特性部分群である.

ゆえに, σ : Dn → Dn が自己同型ならば, σ が 〈r〉の自己同型 σ|⟨r⟩ を引き起こす. ゆえに, 以下の群準同
型が得られる.

α : Aut(Dn) → Aut(〈r〉), σ 7→ σ|⟨r⟩.

この準同型の核は Fix(r) である. 実際, Ker(α) ⊂ Fix(r) は明らかである. 逆に, σ(r) = r なら
ば, σ(rk) = rk (k ∈ Z) となり, すなわち σ|⟨r⟩ = id⟨r⟩ であり, σ ∈ Ker(α) である. したがって,

Ker(α) = Fix(r)である. とくに, Fix(r) ◁Aut(Dn)である.

群同型 Z/nZ → 〈r〉, k 7→ rk によって, 〈r〉 と Z/nZを同一視する. 同様に, Aut(〈r〉) と Aut(Z/nZ) '
(Z/nZ)× を同一視する. 具体的に, a ∈ (Z/nZ)× のとき, aに対応している Aut(〈r〉)のものは rk 7→ rak

で定まる自己同型である. σ ∈ Fix(r)とする. σ(〈r〉) = 〈r〉より σ(s) /∈ 〈r〉である. よって, σ(s) = srm
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となるm ∈ Z/nZが存在する. 逆に, m ∈ Z/nZに対し, Dn の自己同型 τm を以下のように定義する.

τm(rk) = rk,　
τm(srk) = srm+k　 k ∈ 0, 1, . . . , n− 1.

τm が準同型であることは, 以下の式から分かる.

τm(srksrk
′
) = τm(rk

′−k) = rk
′−k

一方, τm(srk) τm(srk
′
) = srm+ksrm+k′

= rm+k′−m−k = rk
′−k

である. とくに, 以下が成り立つ.

Fix(r) = {τm | m ∈ Z/nZ}.

また, τm+m′ = τm ◦ τm′ (m,m′ ∈ Z/nZ) が成り立つので, Z/nZ → Fix(r), m 7→ τm は群同型である.

次に, Fix(r)∩Fix(s) = {id}を示す. σ ∈ Aut(Dn)で σ(r) = rかつ σ(s) = sとすると, Dn = 〈r, s〉よ
り, σ = idである. よって Fix(r) ∩ Fix(s) = {id}が成り立つ.

次に, Fix(s)の元について調べる. a ∈ (Z/nZ)× に対し, Dn の自己同型 σa を次のよう定める.

σa(r
k) = rak, k ∈ 0, 1, . . . , n− 1

σa(sr
k) = srak.

σa が準同型であることは以下の式から分かる.

σa(sr
ksrk

′
) = σa(r

k′−k) = ra(k
′−k)

一方, σa(sr
k) σa(sr

k′
) = sraksrak

′
= rak

′−ak = ra(k
′−k).

また, σa が全単射であるので, σa ∈ Aut(Dn)である. 定義より σa(s) = sであるので, σa ∈ Fix(s)であ
る. 逆に, σ ∈ Fix(s)とすると, σ(r) = ra となる a ∈ (Z/nZ)× が存在する. ゆえに σ(r) = ra = σa(r)

かつ σ(s) = s = σa(s)である. r, sがDn の生成系であるので, σ = σa となる. よって, 以下が成り立つ.

Fix(s) = {σa | a ∈ (Z/nZ)×}.

また, σa ◦ σb = σab (a, b ∈ (Z/nZ)×) が成り立つので, 写像 (Z/nZ)× → Fix(s), a 7→ σa は群同型で
ある.

任意の σ ∈ Aut(Dn) に対し σ = τ1 ◦ τ2 となる τ1 ∈ Fix(r) 及び τ2 ∈ Fix(s) が存在することを示す.

σ ∈ Aut(Dn)とする. σ(r) = ra となる a ∈ (Z/nZ)× が存在する. τ := σ ◦ σ−1
a とおく. σ|⟨r⟩ = σa|⟨r⟩

より, τ |⟨r⟩ = idであり,　すなわち τ ∈ Fix(r)である. また, σ = τ ◦ σa が成り立つ. 以上より,

Aut(Dn) = Fix(r)⋊ Fix(s)

と書ける. 最後に, m ∈ Z/nZ, a ∈ (Z/nZ)× とすると

σa ◦ τm ◦ σ−1
a (s) = σa(sr

m) = sram = τam

であるので (3)が分かる.
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7 対称群
7.1 対称群の復習
置換 σ ∈ Sn に対し, その符号 sgn(σ) ∈ {±1}が定義できる. 符号は群準同型

sgn: Sn −→ {±1}

を与える. 符号 1の置換を偶置換と呼び, 偶置換全体のなす部分群を交代群といい, An と表す. 準同型の定理に
より同型写像Sn/An ' {±1}が存在するので, An が指数 2の部分群である. また, An = Ker(sgn)より, An が
Sn の正規部分群でる.

同様に, X が有限集合ならば, X の対称群 S(X) が定義できる (例 1.9 参照). X = {x1, . . . , xn} (ただし
n = |X|) とおく. f : X → X を全単射とする.

f(xi) = xσ(i), i = 1, . . . , n

を満たす置換 σ ∈ Sn が一意的に存在する. このとき, sgn(σ)は X の元の添字の付け方によらないことに注意
する. なぜならば, X = {x′1, . . . , x′n}とおくと, x′i = xτ(i) となる τ ∈ Sn が存在する. また, f(x′i) = x′σ′(i) で
定まる置換 σ′ を考える. このとき,

f(xτ(i)) = f(x′i) = x′σ′(i) = xτ(σ′(i))

一方, f(xτ(i)) = xσ(τ(i))

である. ゆえに, τ(σ′(i)) = σ(τ(i))であり, すなわち σ′ = τ−1στ である. とくに, sgn(σ) = sgn(σ′)が成り立
つ. 以上より,

sgn(f) := sgn(σ)

とおくことによって, well-definedな群準同型 sgn: S(X) → {±1}が定まり, さらにそれが X の元の添字の付
け方によらない. sgnの核を A(X)とおく.

k ≥ 2 とし, i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} が相異なるとする. i1, . . . , ik 以外の元を固定する置換で, σ(ij) = ij+1

(1 ≤ j < k)かつ σ(ik) = i1 を満たすものを
(i1 . . . ik)

とおき, 長さ k の巡回置換という. 長さ k の巡回置換の符号は (−1)k+1 である. よって, 巡回置換が偶置換であ
るためには, その長さが奇数であることが必要十分である. c1, . . . , cr を巡回置換とし, ci = (ai,1 . . . ai,ki

)とお
く. 全ての ai,j が相異なるときに, c1, . . . , cr が互いに素であるという.

定理 7.1 σ ∈ Sn とする. σ が互いに素な巡回置換の積 c1 . . . cr で表せる. また, ci の順序を除いてこ
の分解が一意的である.

例 7.2. 以下の置換を考える.

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 2 6 5 4 7 8 1

)
σ = (1 3 6 7 8)(4 5)と分解できる.

定理 7.3 以下の集合はそれぞれ Sn の生成系である.

(1) 互換全体の集合：{(i j) | 1 ≤ i < j ≤ n}.
(2) 隣接互換全体の集合：{(i i+ 1) | 1 ≤ i < n}.
(3) σ = {(1 2 . . . n)}, τ = (1 2)の 2つの元.
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証明

• (1)を示す. 定理 7.1により, 任意の長さ k の巡回置換が互換の積と分解できることを示せば十分で
ある.

(c1 . . . ck) = (c1 ck)(c1 ck−1) . . . (c1c2)

が成り立つので, 主張が分かる.

• (2)を示す. (1)より, 任意の互換が隣接互換の積と表せることを示せば十分である. 1 ≤ i < j ≤ n

とすると,

(i j) = (i i+ 1)(i+ 1 j)(i i+ 1)

(i+ 1 j) = (i+ 1 i+ 2)(i+ 2 j)(i+ 1 i+ 2)

...
(j − 2 j) = (j − 2 j − 1)(j − 1 j)(j − 2 j − 1).

である. 以上より, (i j)が 2(j − i)− 1個の隣接互換の積で表せる.

• (3)を示す. (2)より, 任意の隣接互換が σ = (1 2 . . . n)と τ = (1 2)で生成される部分群に属する
ことを示せば良い. 以下が成り立つ.

(2 3) = στσ−1

(3 4) = σ(2 3)σ−1

...

(n− 1 n) = σ(n− 2 n− 1)σ−1.

以上より, 全ての隣接互換が σ と τ で生成されるので, 主張が分かる.

命題 7.4 n ≥ 3とする. 長さ 3の巡回置換全体の集合が An を生成する.

証明

σ ∈ Anとする. 定理 7.3により, 互換 t1, . . . , tr が存在し, σ = t1 . . . tr と表せる. また, sgn(σ) = 1より,

r が偶数である. よって, 2つの互換の積が長さ 3の巡回置換の積と表せることを示せば良い. t = (ab),

t′ = (ac) のとき, tt′ = (acb) より従う. t, t′ が互いに素であるとき, t = (ab), t′ = (cd) とおく (但し
a, b, c, dは相異なる). このとく, s = (bc)とおくと, tt′ = (ts)(st′)と書ける. 以上より, tsと st′ は長さ
3の巡回置換であるので主張が従う.

系 7.5 An は Sn の指数 2の唯一の部分群である.

証明

H をSn の指数 2の部分群とする. 命題 2.24により, H ◁Sn である. よって, Sn/H は位数 2の群であ
る. ゆえに, 任意の σ ∈ Sn に対し, σ2H = H であり, すなわち σ2 ∈ H が成り立つ. τ = (abc)が長さ 3

の巡回置換ならば, τ = (acb)2 と書けるので, τ ∈ H である. よって, 長さ 3の巡回置換の全てが H に属
する. 命題 7.4により, An ⊂ H となり, ゆえに H = An が成り立つ.

命題 7.6 n ≥ 3のとき, Sn の中心は自明である.
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証明

σ ∈ Z(Sn)とする. 任意の a, b ∈ {1, . . . , n}に対し, (ab) = σ(ab)σ−1 = (σ(a)σ(b))が成り立つ. ゆえ
に, σ({a, b}) = {a, b}が成り立つ. cを a, bとは異なる元とする. 同様に, σ({a, c}) = {a, c} が成り立つ
ので, σ(a) = aである. 以上より, σ = idである.

7.2 k-推移的作用
自然数 k 及び集合 X に対し,

Xk = {(x1, . . . , xk) ∈ Xk | x1, . . . , xn は相異なる }.

とおく. G を群とし, G が X に作用しているとする. このとき, (x1, . . . , xk) ∈ Xk, g ∈ G に対し g ·
(x1, . . . , xk) = (g · x1, . . . , g · xk)とおくことによって, Gの Xk への群作用が定まる.

定義 7.7 Gの Xk への作用が推移的であるとき, Gが X に k-推移的に作用しているという.

Sn の {1, . . . , n}への自然な作用 (すなわち σ · k = σ(k) で定まる作用) を考える.

命題 7.8 1 ≤ k ≤ nとする. Sn が {1, . . . , n}に k-推移的に作用している.

証明

a = (a1, . . . , ak) と b = (b1, . . . , bk) をそれぞれ {1, . . . , n} の相異なる元からなる 2 つの組とす
る. σ(ai) = bi とおくと, σ : {a1, . . . , ak} → {b1, . . . , bk} が全単射である. 明らかに, σ を全単射
{1, . . . , n} → {1, . . . , n}に延長できる. σ · a = bが成り立つ. よって, Sn が {1, . . . , n}に k-推移的に
作用している.

命題 7.9 1 ≤ k ≤ n− 2とする. An が {1, . . . , n}に k-推移的に作用している.

証明

a = (a1, . . . , ak)と b = (b1, . . . , bk)をそれぞれ {1, . . . , n}の相異なる元の組とする. A = {a1, . . . , ak}
とおく. k ≤ n− 2という仮定より, x, y ∈ {1, . . . , n} \A を満たす元 x, y (x 6= y)が取れる. 命題 7.8に
より σ(ai) = bi (i = 1, . . . , k)を満たす置換 σ ∈ Sn が存在する. σ /∈ An の場合, σ′ = σ ◦ (x y)を考え
る. σ′ ∈ An かつ σ′(ai) = bi が成り立つ. 以上より, σ · a = bを満たす σ ∈ An が存在する. 主張が従う.

7.3 共役類
σ ∈ Sn とし, θ = (i1 . . . ik) (k ≥ 2) を長さ k の巡回置換とする. このとき,

σθσ−1 = (σ(i1) . . . σ(ik))

が成り立つ. とくに, 巡回置換の共役元は, 同じ長さの巡回置換である.
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定理 7.10 σ, σ′ ∈ Sn とする. また, σ, σ′ を以下のように互いに素な巡回置換に分解されるとする.

σ = c1 . . . cr

σ′ = c′1 . . . c
′
s.

このとき, σ と σ′ が Sn において共役になるためには, 以下の条件が必要十分である.

r = s かつ 順序を除いて c1, . . . , cr の長さは c′1, . . . , c
′
r の長さと一致する. (7.1)

証明

• σ, σ′ が共役であるとし, σ′ = τστ−1 (τ ∈ Sn)とする. このとき,

σ′ = τστ−1 = (τc1τ
−1) . . . (τcrτ

−1)

である. τciτ
−1 は長さ ki の巡回置換である. また, c1, . . . , cr が互いに素であるので,

τc1τ
−1, . . . , τcrτ

−1 も互いに素である. 分解の一意性より, 順序を除いて 巡回置換 {τciτ−1}i
と {c′i}i が一致する. とくに, r = sであり, かつ順序を除いて ci と c′i の長さが一致する.

• 逆に, 条件 (7.1)が成り立つとする. このとき, ci, c′i の順序を変えて, 各 ci の長さが c′i の長さに等し
いとして良い. ci = (ai,1 . . . ai,ki

), c′i = (a′i,1 . . . a′i,ki
)とおく. {ai,j}i,j , また {a′i,j}i,j は相異な

る元からなる部分集合で, その濃度が等しい. ゆえに,

τ(ai,j) = a′i,j , 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ ki

を満たす置換 τ ∈ Sn が存在する. ゆえに, τciτ−1 = c′i となり, すなわち τστ−1 = σ′ である.

例 7.11. 以下の置換を考える.

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 5 8 7 1 4 6 2

)
, σ′ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
5 8 4 7 6 1 2 3

)
σ = (1 3 8 2 5)(4 7 6)であり, σ′ = (1 5 6)(2 8 3 4 7)である. よって, σ, σ′ は 順序を除いて同じ長さを持つ互
いに素な巡回置換の積で表せる. ゆえに, σ と σ′ が共役である.

命題 7.12

(1) 2 ≤ k ≤ nとする. 長さ k の巡回置換の全てが Sn において共役である.

(2) n ≥ 5とする. k が奇数で 3 ≤ k ≤ n− 2とする. このとき, 長さ k の巡回置換の全てが An におい
て共役である.

証明

(1)は定理 7.10から分かる. (2)を示す. 長さ k の 2つの巡回置換 σ = (a1 . . . ak), σ′ = (b1 . . . bk)を
考える. 命題 7.9により, τ(ai) = bi を満たす τ ∈ An が存在する. τστ−1 = σ′ となり, 主張が従う.

7.4 n = 3の場合
• S3 の位数は 6 = 2× 3である. 正規部分群として A3 を持つ. S3, A3 は以下の元から構成されている.

S3 = {id, (12), (23), (13), (123), 132)}
A3 = {id, (123), (132)}.

A3 は S3 の唯一の 3シロー部分群である. S3 の 2シロー部分群は 〈(12)〉, 〈(23)〉, 〈(13)〉の 3つである.
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• S3 のそれぞれの元の中心化群を調べる. 命題 7.6 により Z(S3) = {id} であるので, 任意の τ ∈ S3

(τ 6= id)に対し CentS3(τ) 6= S3 である. また, 〈τ〉 ⊂ CentS3(τ)が成り立つ. 〈τ〉の指数は 2または 3で
あるので, ラグランジュ定理により CentS3

(τ) = 〈τ〉であることが分かる.

• S3 の導来部分群について考える. 明らかに, S3/A3 はアーベル群であるので, D(S3) ⊂ A3 が成り立つ. ま
た, S3 がアーベル群でないので, D(S3) 6= {id}である. よって, D(S3) = A3 である.

• N = A3, H = 〈(12)〉とおくと,
S3 = N ⋊H

が成り立つ.

• 位数 6 の群について考える. (6.2) より, n ≥ 3 のとき単射準同型 Dn → Sn が存在する. n = 3 のとき,

|S3| = |D3| = 6より, この写像は群同型である. また, 命題 6.10より, 位数 6 = 2× 3の群は同型を除いて
ちょうど 2つ存在する. 以下の命題が分かる.

命題 7.13 Gを位数 6の群とする.

(1) Gがアーベル群ならば, G ' Z/6Z である.

(2) Gがアーベル群でない場合は, G ' S3 である.

7.5 n = 4の場合
7.5.1 シロー部分群

• A4, S4 の位数はそれぞれ 12 = 22 × 3, 24 = 23 × 3である. A4, S4 はそれぞれ, 以下のような形の元から
構成されている. ただし, 以下は a, b, c, dを {1, 2, 3, 4}の相異なるものとする.

A4 : id, (abc), (ab)(cd)

S4 : id, (ab), (abc), (ab)(cd), (abcd)

A4 の 2シロー部分群は位数 4の部分群である. (abc)という形の置換は位数 3の元だから, 2シロー部分群
に属さない. ゆえに,

H2 := {id, (12)(23), (13)(24), (14)(23)}

は A4 の唯一の 2シロー部分群である. とくに, H2 ◁A4 である. 長さ 3の巡回置換の各元は 3シロー部分群
を生成する. ゆえに, 3シロー部分群の個数は 4である. それらは S4 の 3シロー部分群でもある.

• 次に, S4 の 2シロー部分群について考える. τ を H2 の元とする (τ 6= id). 定理 7.10により, S4 における
τ の共役類は H2 \ {id}である. ゆえに, 命題 4.13により,

3 = [S4 : CentS4
(τ)] =

|S4|
|CentS4

(τ)|

が成り立つ. よって, |CentS4
(τ)| = 8であり, すなわち CentS4

(τ)はS4 の 2シロー部分群である. シロー
の定理より全ての 2シロー部分群が互いに共役であるので, S4 の 2シロー部分群は

CentS4(τ), τ ∈ H2 \ {id}

の 3つである. 明らかに, H2 ⊂ CentS4
(τ)である. さらに, τ = (ab)(cd)と書くと, (ab)と (cd)が τ と交

換する (ただし, a, b, c, dが相異なるとする). ゆえに, CentS4
(τ) = 〈(ab),H2〉 = 〈(cd),H2〉である.

7.5.2 元の中心化部分群
以下の表は, S4, A4 の元の中心化部分群をまとめたものである.
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元 CentS4
(τ)

id S4

(ab) 〈(ab), (cd)〉
(ab)(cd)　 〈H2, (ab)〉

(abc) 〈(abc)〉
(abcd) 〈(abcd)〉

表 2: S4 の元の中心化部分群

元 CentA4(τ)

id A4

(abc) 〈(abc)〉
(ab)(cd) H2

表 3: A4 の元の中心化部分群

証明

τ ∈ A4 のとき, CentA4(τ) = CentS4(τ) ∩ A4 と書けるので, S4 における中心化群のみについて考えれ
ば十分である. ただし, a, b, c, dは {1, 2, 3, 4}の相異なるものとする.

• S4 の互換の数は 6である. 全ての互換が互いに共役であるので, 任意の互換 τ に対し,

6 =
|S4|

|CentS4(τ)|

が成り立つ. ゆえに, |CentS4(τ)| = 4である. τ = (ab)とおき, {1, 2, 3, 4} \ {a, b} = {c, d}とおく.

明らかに (cd) ∈ CentS4
(τ)である. ゆえに, CentS4

(τ) = 〈(ab), (cd)〉である.

• τ = (ab)(cd)とする (ただし, a, b, c, dは相異なる). このとき, CentS4
(τ) = 〈H2, (ab)〉が成り立つ

ことは既に §7.5.1で示した.

• 次に, τ = (abc)とする (ただし, a, b, cは相異なるとする). S4 では, 長さ 3の巡回置換はちょうど 8

個があり, それが全て共役である. よって,

8 =
|S4|

|CentS4(τ)|

であり, すなわち |CentS4(τ)| = 3が成り立つ. したがって, CentS4(τ) = 〈τ〉である.

• τ = (abcd) とする (ただし, a, b, c, d は相異なるとする). S4 では, 長さ 4の巡回置換はちょうど 6

個があり, それが全て共役である. よって,

6 =
|S4|

|CentS4(τ)|

であり, すなわち |CentS4
(τ)| = 4が成り立つ. したがって, CentS4

(τ) = 〈τ〉である.

7.5.3 部分群一覧
以下の表は, S4, A4 の部分群及びそれぞれの正規化群を位数別にまとめたものである.

さらに, D(S4) = D(A4) = H2 が成り立つ.

証明

• A4 の場合を考える. 位数 6の部分群が存在しないことのみ確認する. 他の位数の部分群の形は既に
知っている. H を A4 の部分群とし, |H| = 6とする. 命題 2.24により, H ◁A4 となる. H に含まれ
る 3シロー部分群が存在する. A4 の 3シロー部分群が全て共役であることと, H が A4 の正規部分
群であることから, 全ての 3シロー部分群がH に含まれ, |H| = 6に矛盾する. ゆえに, A4 の中で位
数 6の部分群が存在しない.

H ⊂ An が An の部分群ならば, NAn
(H) = NSn

(H) ∩ An と書けるので, Sn における正規化群の
みについて考えれば十分である. 以下, S4 の部分群及びそれらの正規化群を求める. H ⊂ Sn を部
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位数 S4 の部分群 正規化群
1 {id} S4

2 〈(ab)〉 〈(ab), (cd)〉
　　 　 〈(ab)(cd)〉 〈H2, (ab)〉

3 〈(abc)〉 〈(ab), (bc)〉
4 〈(abcd)〉 〈H2, (ac)〉

　　 　 〈(ab), (cd)〉 〈H2, (ab)〉
　　 　 H2 S4

6 〈(ab), (bc)〉 〈(ab), (bc)〉
8 〈H2, (ab)〉 〈H2, (ab)〉
12 A4 S4

24 S4 S4

表 4: S4 の部分群

位数 部分群 正規化群
1 {id} A4

2 〈(ab)(cd)〉 H2

3 〈(abc)〉 〈(abc)〉
4 H2 A4

6 なし なし
12 A4 A4

表 5: A4 の部分群

分群とする.

• |H| = 1のとき, H = {id}であり, NSn
({id}) = Sn である.

• |H| = 2とする. このとき, H = 〈τ〉, τ = (ab) または τ = (ab)(cd)と書ける. ただし, a, b, c, dが相
異なるとする. 明らかに, NS4(〈τ〉) = CentS4(τ)となり, 主張が表 1から従う.

• |H| = 3 とする. このとき, τ = (abc) で H = 〈τ〉 と表すことができる (ただし, a, b, c が相異
なる). 位数 3 の部分群はちょうど 4 個が存在し, シロー定理より全てが共役である. ゆえに,

[S4 : NS4
(H)] = 4, すなわち NS4

(H) = 6である. 明らかに, 〈(ab), (bc)〉 ⊂ NS4
(H)である. よっ

て, NS4(H) = 〈(ab), (bc)〉が成り立つ.

• |H| = 4とする. このとき, 以下の 3つの場合に分けて考える.

(a) まず, H = 〈(abcd)〉 の場合を考える. この形の部分群はちょうど 3 つ存在する. また, 長
さ 4 の巡回置換は全て S4 において互いに共役であるので, それら共役である. ゆえに,

[S4 : NS4(H)] = 3であり, すなわち NS4(H) = 8である. よって, NS4(H)は 2シロー部分群
である. 明らかに, (ac) ∈ NS4(H)であるので, NS4(H) = 〈H2, (ac)〉が成り立つ.

(b) H = H2 の場合は, H ◁S4 であるので NS4
(H) = S4 である.

(c) 最後に, H の中で互換 τ = (ab) が存在する場合を考える. H が可換群であるので, H ⊂
CentS4

(τ) である. 表 1 により, CentS4
(τ) = 〈(ab), (cd)〉 (a, b, c, d が相異なる) が成り立つ.

よって H = 〈(ab), (cd)〉 である. この形の部分群は全て共役であり, ちょうど 3 つが存在する.

ゆえに, NS4
(H) の指数が 3 となり, すなわち |NS4

(H)| = 8 である. ゆえに NS4
(H) は 2 シ

ロー部分群である. 明らかに (ab) ∈ NS4
(H)であるので, NS4

(H) = 〈H2, (ab)〉が成り立つ.

• |H| = 6 とする. このとき, H の中で長さ 3 の巡回置換 (abc) が存在する. H ′ = 〈(abc)〉 とおくと
[H : H ′] = 2であるので, H ′ ◁ H である. よって, H ⊂ NS4(H

′)である. NS4(H
′) = 〈(ab), (bc)〉

であり, 位数 6 の部分群である. ゆえに H = 〈(ab), (bc)〉 が成り立つ. {1, 2, 3, 4} \ {a, b, c} = {d}
とおくと, H は d を固定する置換全体の部分群である. ゆえに, σHσ−1 (σ ∈ S4) は σ(d) の固
定部分群である. よって, H の共役類の濃度は 4 となり, NS4

(H) の指数も 4 である. すなわち,

|NS4
(H)| = 6である. したがって, NS4

(H) = H が成り立つ.

• 位数 8の部分群は 2シロー部分群である. §7.5.1 により, それらは 〈H2, (ab)〉 という形である. S4

の 2シロー部分群の個数は 3であるので, NS4
(H)の指数は 3である. ゆえに, NS4

(H) = H が成
り立つ.

• 位数 12の部分群は系 7.5により A4 に限る. An が正規部分群だから, その正規化群は S4 である.
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• |H| = 24のとき, H = S4, NS4(H) = S4 である.

7.6 単純群

定義 7.14 Gを群とする. Gが単純であるとは, Gが非自明な正規部分群を持たないとき (すなわち, G

の正規部分群が {e}と Gに限るとき)にいう.

定理 7.15 n ≥ 5 のとき, An が単純群である.

証明

(1) まず, n = 5のときに定理の主張を証明する. A5 の位数は 60である. A5 の置換は以下のように分類
できる.

• 単位元 (1個).

• (ab)(cd)という形の置換 (但し, a, b, c, d ∈ {1, 2, 3, 4, 5}は相異なる). このようなものは位数 2

の元であり, ちょうど 15個が存在する.

• 長さ 3の巡回置換 (20個). このような元の位数は 3である.

• 長さ 5の巡回置換 (24個). このような元の位数は 5である.

命題 7.12により, 長さ 3の巡回置換の全てが A5 において共役である. 同様に, (ab)(cd)という形の
元の全てが A5 において共役である. なぜならば, σ = (ab)(cd), σ′ = (a′b′)(c′d′)とおき, σ, σ′ の唯
一の固定点をそれぞれ e, e′ とおく. 命題 7.9により τ(a) = a′, τ(b) = b′, τ(e) = e′ を満たす τ ∈ A5

が存在する. ゆえに, {τ(c), τ(d)} = {c′, d′}であり, τστ−1 = σ′ となる.

H ⊂ A5 (H 6= {id}) を正規部分群とする. 正規性より σ ∈ H ならば σ の全ての共役元が H に属
する. よって, (ab)(cd)という形の元が H に属するならば, この形の元の全てが H に属する. (abc)

という形の元の場合も同様である. また, σ を長さ 5 の巡回置換とし, σ ∈ H とする. このとき,

〈σ〉 ⊂ H であるので, H が A5 の 5シロー部分群を含む. 5シロー部分群が互いに共役であるので,

全ての長さ 5の巡回置換が H に属する.

H には少なくとも 2種類の元が存在する. なぜならば, 単位元を含めて 1 + 15 = 16, 1 + 20 = 21,

1 + 24 = 25のいずれも 60 = |A5|の約数でないからである. よって, |H| ≥ 1 + 15 + 20 = 36とな
る. したがって, |H| = 60となり, H = A5 が成り立つ.

(2) 次に, n > 5 の場合を考える. H ⊂ An (H 6= {id}) を正規部分群とし, σ ∈ H (σ 6= id) とする.

σ(a) 6= aを満たす a ∈ {1, . . . , n}をとり, b = σ(a)とおく. また, c /∈ {a, b, σ(b)}を満たす元 cが
存在する. τ = (acb)とおき, γ = [τ, σ] = τστ−1σ−1 とおく. H が正規部分群より, τστ−1 ∈ H で
ある. ゆえに, γ ∈ H である. また, τ−1 = (abc)より, στ−1σ−1 = (σ(a) σ(b) σ(c))である. A :=

{a, b, c, σ(a), σ(b), σ(c)}と定める. b = σ(a)より, |A| ≤ 5が成り立つ. γ = (acb)(σ(a) σ(b) σ(c))

より, 任意の k ∈ {1, . . . , n} \ Aに対し, γ(k) = k が成り立つ. |A| < 5の場合は Aに元を付け加え
て |A| = 5として良い. 以下の群を考える:

G = {θ ∈ An | 全ての k /∈ Aに対し, θ(k) = k}.

|A| = 5より G ' A5 である. また, H ′ := H ∩Gとおくと H ′ ◁ Gである. 以上より γ ∈ Gが成り
立つ. n = 5のケースより Gは単純群であるので, H ′ = Gとなる. とくに, (abc) ∈ H ′ ⊂ H であ
る. 長さ 3の巡回置換の全てが An において互いに共役である (7.12参照). ゆえに, H の正規性よ
り, それらが全て H に属する. また, 長さ 3の巡回置換全体が An を生成するので, H = An となる.
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系 7.16 n ≥ 5とし, σ ∈ An (σ 6= id)とする. σ の共役元全体の集合を S := {τστ−1 | τ ∈ Sn}とお
く. このとき, S が Sn を生成する.

証明

任意の σ ∈ An に対し, σSσ−1 = S である. ゆえに, H := 〈S〉 とおくと, σHσ−1 = H が成り立つ．
よって, H が An の正規部分群である. したがって, H = An が成り立つ.

系 7.17 n ≥ 5とし, 3 ≤ k ≤ nを奇数とする. このとき, 長さ k の巡回置換全体の集合は An の生成系
をなす.

命題 7.18 n ≥ 5のとき, Sn の正規部分群は {1}, An, Sn の 3つに限る.

証明

H ◁ Sn とする. このとき, H ∩ An ◁ An である. よって, H ∩ An = {id} または H ∩ An = An であ
る. H ∩ An = {id} の場合は, sgn: H → {±1} は単射になる. ゆえに |H| ≤ 2 となる. |H| = 2 なら
ば, 位数 2の置換 τ が存在し, H = {id, τ}である. よって, 任意の τ ∈ Sn に対し τστ−1 = σ となり,

σ ∈ Z(Sn) が成り立つ. Sn の中心が自明であることに矛盾する. ゆえに, H = {1} である. 最後に,

H ∩ An = An のとき An ⊂ H となるので, H = An または H = Sn である.

7.7 Sn の自己同型群

命題 7.19 φ : Sn → Sn を自己同型とする. 以下が同値である.

(i) φが内部自己同型である.

(ii) 全ての互換 tに対し φ(t)が互換である.

(iii) 互換 tが存在し, φ(t)が互換である.

証明

•「(ii) =⇒ (iii)」は明らかである. また, 互換の共役元が互換であるので, 「(i) =⇒ (ii)」が成り立つ.

•「(iii) =⇒ (ii)」を示す. t′ を他の互換とする. 全ての互換が互いに共役であるので, t′ = σtσ−1 とな
る σ ∈ Sn が存在する. よって, φ(t′) = φ(σ)φ(t)φ(σ)−1 となる. φ(t)が互換であるので, φ(t′)も
互換である.

•「(ii) =⇒ (i)」を示す. τi := (1 i) とおく (2 ≤ i ≤ n). i 6= j のとき, τiτj 6= τjτi であるの
で, φ(τi)φ(τj) 6= φ(τj)φ(τi) である. ゆえに, φ(τi) と φ(τj) は互いに素な互換でない. よって,

φ(τ2) = (a1 a2) かつ φ(τ3) = (a1 a3) と書ける (但し a1, a2, a3 は相異なる元である). 全ての
i = 2, . . . , n に対し, φ(τi) = (a1 ai) であることを示す. i > 3 の場合を考えれば十分である.

γ = (a2 a3)とおくと,

γ = (a1 a2)(a1 a3)(a1 a2) = φ(τ2)φ(τ3)φ(τ2)
−1 = φ(τ2τ3τ

−1
2 ) = φ((2 3)) (7.2)

と表せる. φ(τi) は φ(τ2) = (a1 a2) 及び φ(τ3) = (a1 a3) の両方とは素でなく, かつ (7.2) より
φ(τi) 6= (a2 a3)であるので, φ(τi) = (a1 ai)となる aiが存在する. 但し, {a1, . . . , an} = {1, . . . , n}
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であるので, i 7→ ai は {1, . . . , n}の置換である. この置換を αとおくと,

φ(τi) = (a1 ai) = (α(1) α(i)) = ατiα
−1

となる. {τ2, . . . τn}が Sn を生成するので, 全ての σ ∈ Sn に対し φ(σ) = ασα−1 となる. 以上よ
り, φが内部自己同型である.

k1, . . . , kn ∈ Z≥0 で n =
∑n

i=1 iki が成り立つとする (ki = 0も可). 全ての i = 2, . . . , nに対し,

c
(i)
1 , c

(i)
2 , . . . , c

(i)
ki

を ki 個の長さ i の巡回置換とし, c(i)j (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ki) のどの 2 つも互いに素であるとする. さらに,

i = 1のとき c
(1)
j = id (1 ≤ j ≤ k1) とする. また,

σ =
∏
i,j

c
(i)
j

とおく. ただし, c(i)j は互いに素であるので, 上の積は置換の順序によらず一意的に定まることに注意する. 以下,

σ の中心化群 CentSn
(σ)について考える.

定理 7.20 このとき, CentSn(σ)の位数は
∏n

i=1 ki! i
ki である.

証明

τ ∈ Sn とする. 全ての i, j に対し, τc(i)j τ−1 は長さ iの巡回置換である. 2 ≤ i ≤ nに対し, c(i)j によっ
て動かされるもの全体の集合を X

(i)
j とおく. また,

c
(i)
j = (x

(i)
j,1 . . . x

(i)
j,i)

とおく (つまり, X(i)
j = {x(i)j,1, . . . , x

(i)
j,i} である).

τστ−1 =
∏
i,j

τc
(i)
j τ−1

また,
τc

(i)
j τ−1 = (τ(x

(i)
j,1) . . . τ(x

(i)
j,i))

である. 互いに素な巡回置換への分解の一意性より, τστ−1 = τ が成り立つためには, 以下の条件がが必
要十分である.

(1) 置換 γi ∈ Ski (i = 1, . . . , n)が存在し, τ(X(i)
j ) = X

(i)
γi(j)

(j = 1, . . . , ki) である.

(2) (τ(x
(i)
j,1) . . . τ (x

(i)
j,i)) = (x

(i)
γi(j),1

. . . x
(i)
γi(j),i

)である.

よって, 全射群準同型
ζ : CentSn

(σ) →
n∏

i=1

Ski
, τ 7→ (γ1, . . . , γn)

が定まる. 但し, ki = 0 のとき, Ski = {1} とする. ζ の核について考える. τ ∈ Ker(ζ) のとき, 全て
の i, j に対し, τ(X(i)

j ) = X
(i)
j である. とくに, τ(x(i)j,1) ∈ X

(i)
j である. さらに, 上の条件 (2)より, τ は

τ(x
(i)
j,1)で一意に定まる. ゆえに, 写像

Ker(ζ) →
n∏

i=1

ki∏
j=1

X
(i)
j , τ 7→ (τ(x

(i)
j,1))i,j
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は全単射である. したがって, |X(i)
j | = iより

|Ker(ζ)| =
n∏

i=1

ki∏
j=1

i =
n∏

i=1

iki

である. 以上より,

|CentSn(σ)| = | Im(ζ)||Ker(ζ)| =
n∏

i=1

ki!i
ki

が成り立つ.

定理 7.21 n 6= 6のとき, Sn の全ての自己同型が内部自己同型である. すなわち, Aut(Sn) = Int(Sn)

が成り立つ.

証明

φ ∈ Aut(Sn)とする. 命題 7.19より, 任意の互換 τ に対し, φ(τ)が互換であることを示せば良い. φ(τ)

は位数 2の元であるので, m個の互いに素な互換 τ1, . . . , τm が存在し,

φ(τ) = τ1 . . . τm

が成り立つ (ただし, m ≥ 1 である). また, CentSn(φ(τ)) = φ(CentSn(τ)) が成り立つので,

|CentSn(τ)| = |CentSn(φ(τ))|である. τ の場合は k1 = n−2, k2 = 1で, φ(τ)の場合は k1 = n−2m,

k2 = mで定理 7.20を使えば

|CentSn
(τ)| = 2(n− 2)!

|CentSn(φ(τ))| = (n− 2m)! m! 2m

となる. ゆえに,
2(n− 2)! = (n− 2m)! m! 2m

が成り立つ. m ≥ 2と仮定する. このとき,

(n− 2)× (n− 3)× · · · × (n− 2m+ 1) = (2m)× (2m− 2)× · · · × 4

となる. 左辺の積は (2m−2)個の項を持ち, 右辺の積はm−1個の項を持つ. このことから, 2m > n−2

がいえる. また 2m ≤ nより, 2m = n− 1または 2m = nが成り立つ. 2m = n− 1ならば,

(n− 2)× (n− 3)× · · · × 2 = (n− 1)× (n− 3)× · · · × 4

ゆえに (n− 2)× (n− 4)× · · · × 3× 2 = n− 1

であり, n − 2 | n − 1 となり矛盾する. よって, 2m = n である. m = 2, n = 4 のときに成立しない.

m > 2のとき,

(n− 2)× (n− 3)× · · · × 1 = n(n− 2)× · · · × 4

ゆえに (n− 3)× (n− 5)× · · · × 3 = n/2

となる. よって, n/2 ≥ n− 3, すなわち n ≤ 6となる. したがって, n = 6, m = 3の場合のみ成り立つ.

以上より, n 6= 6の場合にm = 1である. 命題 7.19により, φは内部自己同型である.

最後に, S6 の自己同型について調べる. まず, Sn の指数 nの部分群について考える. i ∈ {1, . . . , n}に対し,

Hi := {σ ∈ Sn | σ(i) = i}
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とおくと, Hi は {1, . . . , n} \ {i}の対称群と同一視できる. とくに, Hi ' Sn−1 であり, [Sn : Hi] = nである.

σ ∈ Sn に対し, σHiσ
−1 = Hσ(i) が成り立つことに注意する. よって, {H1, . . . , Hn}の n個の部分群は互いに

共役である.

補題 7.22 以下が同値である.

(i) Aut(Sn) = Inn(Sn)である.

(ii) Sn の指数 nの部分群は {H1, . . . , Hn}に限る.

証明

n = 3, 4のとき, (i)及び (ii)の両方が成り立つことは, 定理 7.21と §7.4, §7.5から分かる. ゆえに, n ≥ 5

と仮定して良い.

•「(i) =⇒ (ii)」を示す. H ⊂ Sn を指数 n の部分群とする. Sn は自然に Sn/H に作用している
(§4.2参照). H の安定化部分群は {σ ∈ Sn | σH = H} = H である. この作用に対応する群準同型

ρ : Sn → S(Sn/H)

を考える. ρ が群同型であることを示す. Ker(ρ) が Sn の正規部分群である. また, H の安定化部
分群が H と一致するので, Ker(ρ) ⊂ H である. とくに, [Sn : H] ≥ n である. 命題 7.18 により
H = {id}となり, ゆえに ρが単射である. ρの定義域と終域の濃度が等しいより, ρは群同型である.

f(1) = H を満たす全単射 f : {1, . . . , n} → Sn/H をとる. γ ∈ Snならば, f ◦γ ◦f−1 ∈ S(Sn/H)

である. ゆえに, 群同型
ψ : Sn → S(Sn/H), γ 7→ f ◦ γ ◦ f−1

が得られる. よって, ψ−1 ◦ ρ が Sn の自己同型である. 仮定より, ψ−1 ◦ ρ が内部自己同型である.

つまり, 適当な θ ∈ Sn が存在し,

(ψ−1 ◦ ρ)(σ) = θσθ−1, σ ∈ Sn

となる. ゆえに, ρ(θ−1σθ) = ψ(σ) = f ◦ σ ◦ f−1 である. とくに,

θ−1σθH = f(σ(1)), σ ∈ Sn

が成り立つ. ゆえに, 任意の σ ∈ Sn に対し,

σ(1) = 1 ⇐⇒ f(σ(1)) = f(1) = H

⇐⇒ θ−1σθH = H

⇐⇒ σ ∈ θHθ−1

よって, θHθ−1 = {σ ∈ Sn | σ(1) = 1} = H1 である. ゆえに, H = θ−1H1θ = Hθ−1(1) である.

•「(ii) =⇒ (i)」を示す. ρ : Sn → Sn を自己同型とする. ρ(Hi)が指数 nの部分群であるので, 仮定
より, ρ(Hi) = Hσ(i) となる置換 σ ∈ Sn が存在する. σ で定まる Sn の内部自己同型 τ 7→ στσ−1

を φσ とおく. 明らかに, φσ(Hi) = Hσ(i) が成り立つ. よって, γ = ρ−1 ◦ φσ とおくと, γ は
γ(Hi) = Hi (i = 1, . . . , n)を満たす. γ = idSn

を示せば良い. τ = (ab)が互換ならば, 明らかに

τ ∈ ∩i ̸=a,bHi

である. γ(Hi) = Hi より, γ(τ) ∈ ∩i ̸=a,bHi = {id, τ} となる. γ(τ) 6= id より γ(τ) = τ となる.

よって, γ が恒等写像である. 以上より, ρ = φσ となり, 内部自己同型である.
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系 7.23 n 6= 6のとき, Sn の指数 nの部分群は {H1, . . . , Hn}に限る.

証明

定理 7.21と補題 7.22より従う.

以下, n = 6の場合を考える.

命題 7.24 S6 の外部自己同型が存在する. また, [Aut(S6) : Inn(S6)] = 2である.

証明

まず, Aut(S6) 6= Inn(S6)を示す. 補題 7.22により, 指数 6の部分群で, H1, . . . , H6 とは異なるものが
存在することを示せば良い. 以下の集合を考える.

X = {S5 の 5シロー部分群 }

S5 の 5シロー部分群の個数を n5 とおくと, n5 ≡ 1 (mod 5)かつ n5 | 24である. ゆえに, n5 ∈ {1, 6}
である. 命題 7.18により 5シロー部分群は正規部分群でないので, n5 = 6である. S5 が共役により X

に作用している. この作用で定まる準同型

ρ : S5 → S(X)

を考える. シローの定理より, S5 の X への作用は推移的である. H ∈ X ならば, NS5
(H)が指数 6の

部分群である. また,
Ker(ρ) =

⋂
H∈X

NS5
(H)

であるので, とくに Ker(ρ)の指数が ≥ 6となる. Ker(ρ) ◁S5 だから, 命題 7.18により Ker(ρ) = {id}
である. よって, ρは単単射であり, ρ(S5)は S(X)の指数 6の部分群である. S5 が X に推移的に作用
しているので, XS4 = ∅である. S(X)と S6 を同一視する. 部分群 ρ(S5)に対応しているものを K と
おくと, K が {1, 2, 3, 4, 5, 6}に推移的に作用している. とくに, K = Hi を満たす iが存在しない. した
がって, Aut(S6) 6= Inn(S6)である.

最後に, [Aut(S6) : Inn(S6)] = 2を示す. φ : S6 → S6 を外部自己同型とする. 定理 7.21の証明より,

任意の互換 τ ∈ S6 に対し, φ(τ)は互いに素な 3つの互換の積である. 写像

{S6の互換 } → {(ab)(cd)(ef) | a, b, c, d, e, f は相異なる }, τ 7→ φ(τ)

を考える. この写像は明らかに単射である. 終域と定義域は両方 15個の元をもつので, 写像は全単射で
ある. あるいは, φ−1 を考えることで全単射性が分かる. したがって, φ1, φ2 : S6 → S6 が外部自己同型
ならば, 任意の互換 τ に対し, (φ1 ◦ φ2)(τ)は互換になる. 命題 7.19より, φ1 ◦ φ2 は内部自己同型であ
る. よって, 剰余群 Aut(S6)/ Inn(S6)においては, 単位元でない任意の x, y に対し xy が単位元である.

ゆえに, [Aut(S6) : Inn(S6)] = 2が成り立つ.
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