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問 1. pを素数とし, 対称群 G = Sp を考える.

(1) Gの位数 pの元の個数を求めよ.

(2) Gの pシロー部分群の個数を求めよ.

(3) 上の (2)を用いて (p− 1)! ≡ −1 (mod p)であることを示せ (ウイルソンの定理).

問 2. 以下のそれぞれの群 Gに対し, Gの自己同型全体を求めよ.

(1) G = Z
(2) G = Q
(3) G = Z× Z/2Z
(4) G = Z/2Z× Z/2Z
(5) G = Z/4Z× Z/2Z

問 3.

(1) 非自明な準同型
φ : Z/4Z → Aut(Z/3Z)

がちょうど一つ存在することを示せ.

(2) 以下の表のそれぞれの群に対し, 位数 1, 2, 3, 4, 6, 12 の元の個数を求め、表に記入せよ. 但し, Z/3Z ⋊φ

Z/4Zは (1)で定まる準同型 φに関する半直積とする. また, A4 は 4次の交代群である.

位数 Z/12Z Z/2Z× Z/6Z A4 D6 Z/3Z ⋊φ Z/4Z
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