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1. はじめに

図形の「対称性」を数学的に記述しようとすると，「変換群」として群の概念
が自然に生じる．同様に，可微分多様体や複素多様体を扱うと「リー群」が，
代数多様体を扱うと「群多様体」や「代数群」が自然に現れる．本講義では，
代数幾何学の初歩的な話からはじめ，まず代数群の基本的な例を紹介する．そ
の後，グラスマン多様体や旗多様体を紹介し，最終的には印付きディンキン図
形による有理等質多様体の分類を述べることを目標とする．学部レベルの線形
代数や群論，環論の知識は仮定するが，代数幾何学の知識は仮定しない．また，
リー環論の話が出てくるが，それについても適宜講義で補う．
参考文献として以下を挙げておく．

• 代数幾何の基本事項：[9]，[25]
• 線形代数群について：[10]，[25]
• リー環について：[11]，[24]，[25]
• 等質多様体について：[23]，[25]

また，講義では「定理」や「定義」などは英語の省略形を用いて書く．

• Thm=Theorem（定理）
• Prop=Proposition（命題）
• Lem=Lemma（補題）
• Cor=Corollary（系）
• RmkまたはRem=Remark（注意）
• Pf=Proof（証明）
• Def=Definition（定義）
• e.g.=Example（例）
• Q =Question（問）
• Fact（事実）
• Claim（主張）

代数学にせよ幾何学にせよ（解析については知らない），学部レベルの講義
では定義や例を学ぶだけで一学期を終えることが多い．例えば，一般的な群論
の講義は，群の定義から始まり正規部分群，剰余群，準同型写像などを経て，
準同型定理まで到達するだけでそれなりの時間がかかる．多様体の講義では，
多様体を定義した後，接空間や多様体間の写像，それらの臨界点などを学び，
微分形式やベクトル場を勉強する．定義のオンパレードで，気付いた時には
（もしくは最初から）全く分からない，という経験がある方も多いのではない
だろうか．
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本講義において，どんな教科書にも書いてあるような定理の証明を延々と行
うことはしない．定理の証明は最小限に抑え，初学者向けの教科書には載って
いない具体例を考察したり，自分一人では簡単には勉強できない発展的な内容
を紹介することに重きを置く．この講義を通じ代数幾何やその周辺の話題に興
味を持ち，各自が自分で勉強をしてくれることを願っている．

本稿において，基礎体は複素数体とする．また，可換環とは加法単位元 0と
異なる乗法単位元 1をもつものとする．

2. アフィン多様体

2.1. アフィン多様体の復習.

定義 2.1. n ∈ Nに対し，

An := {(a1, · · · , an)|ai ∈ C} = Cn

をアフィン (n−)空間（affine (n−)space）もしくはn次元アフィン空間（n−dimensional
affine space）という．特に，A1をアフィン直線 (affine line)，A2をアフィン
平面 (affine plane)という．また，Anの元 P = (a1, · · · , an)を点といい，各
aiを点 P の座標という．

n変数多項式環をO(An) := C[x1, · · · , xn]とかく．f(x) = f(x1, · · · , xn) ∈
O(An)と P := (a1, · · · , an) ∈ Anに対し，

f(P ) := f(a1, · · · , an) ∈ C

と定めることにより，多項式 f(x)はAn上の関数とみなすことができる．この
とき，多項式環O(An)はAn上の多項式関数全体の集合である．

定義 2.2. 多項式環O(An)の部分集合 Iに対し，

Z(I) := {P ∈ An|f(P ) = 0 for all f ∈ I}

を Iの零点集合という．さらに，アフィン空間Anの部分集合 V がO(An)の部
分集合 Iの零点集合であるとき，V を代数的集合（algebraic set）という．

命題 2.3. アフィン空間Anの代数的集合に対し，以下が成り立つ．

(i) O(An)の部分集合 Iの零点集合と Iにより生成されるイデアルの零点
集合は一致する．

(ii) O(An)の部分集合の族 {Iλ}λ∈Λに対し，Z(∪λIλ) = ∩λZ(Iλ)．
(iii) O(An)の部分集合 I, J に対し，

Z(I) ∪ Z(J) = Z({fg ∈ O(An)|f ∈ I, g ∈ J}).

(iv) Z({0}) = An, Z({1}) = Z(O(An)) = ∅．

証明. [9, I. Proposition 1.1]参照．

例 2.4. V1 = Z(x), V2 = Z(y) ⊂ A2はそれぞれ y軸と x軸に対応する．さら
に，V1 ∪ V2 = Z(xy), V1 ∩ V2 = Z(x, y) = {0}．
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定義 2.5. 可換環Rに対し，Rの全てのイデアルが有限生成であるとき，Rを
ネター環（Noetherian ring）という．

定理 2.6 (ヒルベルトの基底定理). 可換環Rがネター環ならば，R係数 1変数
多項式環R[x]もネター環である．

証明. [1, Theorem 7.5]参照．

系 2.7. 可換環Rがネター環ならば，R係数 n変数多項式環R[x1, . . . , xn]もネ
ター環である．

証明. nに関する帰納法を用いるとヒルベルトの基底定理から従う．

系 2.8. アフィン空間 An の任意の代数的集合は有限個の多項式 f1, · · · fm ∈
O(An)の零点集合として表される．

証明. 体Cのイデアルは 0とCのみなのでCはネター環である．よって系 2.7
により，O(An)はネター環である．任意の代数的集合Z(I) ⊂ An(I ⊂ O(An))
に対し，命題 2.3 (i)により Z(I) = Z(⟨I⟩)が成り立つ．O(An)のネター性よ
り，⟨I⟩は有限生成なので，題意が従う．
定義 2.9. 命題 2.3により，Anの代数的集合全体は閉集合の公理を満たす．こ
のようにして定まるAnの位相をザリスキ位相（Zariski topology）という．

例 2.10. A1の開集合は ∅,A1,A1 \ V（ただし，V はA1の有限部分集合）のい
ずれかである．

証明. A1の閉集合が ,A1もしくは有限集合であることを示せば良い．位相の
定義より ∅と A1が閉集合であることは良い．また，A1の有限部分集合 V =
{a1, . . . , am}に対し，f(x) := (x − a1) . . . (x − am)とおくと，V = Z(f)とな
るので，V はA1の閉集合である．
逆に V を A1の閉集合とすると，V はある多項式の零点集合となる：V =

Z(f) (f = f(x) ∈ C[x])．V が空でなければ，代数学の基本定理により f(x) =
a(x − a1) . . . (x − am) (m ≥ 1)とかける．a ̸= 0ならば，V = {a1, . . . , am}と
なり，a = 0ならば，V = A1となる．以上により成立する．

問 2.11. 以下を示せ．
(i) ザリスキ位相を入れたAnの空でない開集合は稠密であることを示せ．2

(ii) ザリスキ位相を入れたAnはハウスドルフ空間でないことを示せ．

例 2.12. Z(y − x), Z(x2 + y2 − 1), Z(x, y) = {0}はA2の閉集合である．

定義 2.13. 位相空間Xとその空でない部分集合 V に対し，V の真の閉部分集
合 V1, V2が存在して V = V1 ∪ V2が成り立つとき，V は可約（reducible）で
あるという．また，V が可約でないとき，V は既約（irreducible）であると
いう．

2講義において，次の質問が出た「Anの空でないザリスキ位相に関する開集合はユークリッド
位相に関して稠密であるか」．これは正しい．実際，Anの空でないザリスキ開集合Uに対し，U
がユークリッド位相に関して稠密でないとして矛盾を導く．このとき，ある p ∈ An\Uとその点
のユークリッド開近傍Opが存在し，Op∩U = ∅となる．すなわち，Op ⊂ An\U となる．いま，
ある定数でない多項式 f(x) ∈ O(An)が存在し，An \U ⊂ Z(f)となるので，Op ⊂ Z(f)であ
る．ユークリッド位相は開球を開基として持つので，Bϵ(p) := {z ∈ Cn | ||z− p|| < ϵ} ⊂ Z(f)
として良い．これは矛盾である．
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例 2.14. Z(x, y) = Z(x) ∪ Z(y)より，Z(x, y)は可約である．一方，Z(x)と
Z(y)は既約である．

定義 2.15. Anの既約閉集合をアフィン多様体（affine variety）という．さら
に，アフィン多様体の開集合を準アフィン多様体（quasi-affine variety）と
いう．

定義 2.16. Anの部分集合 V に対し，

I(V ) := {f ∈ O(An)|f(P ) = 0 for all P ∈ V }
を V のイデアル（ideal of V）という．

問 2.17. I(V )はO(An)のイデアルであることを示せ．

例 2.18. V = Z(y − x), Z(x2), Z(x)に対し，それらのイデアルはそれぞれ
(y − x), (x), (x)となる．

定義 2.19. 可換環Rとそのイデアル Iに対し，
√
I := {f ∈ R|fm ∈ I for some m ∈ N}

を Iの根基イデアル（radical ideal of I）という．一般に，I ⊂
√
Iが成り立

つ．さらに，I =
√
Iのとき，Iを根基イデアル（radical ideal）という．

命題 2.20. 以下が成り立つ．
(i) 部分集合 V1, V2 ⊂ Anに対し，I(V1 ∪ V2) = I(V1) ∩ I(V2)．
(ii) O(An)のイデアル Iに対し，I(Z(I)) =

√
I．

(iii) 部分集合 V ⊂ Anに対し，Z(I(V )) = V．ただし，V は V の閉包と
する．

証明. [9, I. Proposition 1.2]参照．

定理 2.21. アフィン空間 Anの代数的集合と多項式環O(An)の根基イデアル
は以下の対応により一対一に対応する：

{V ⊂ An|V は代数的集合 } → {I ⊂ O(An)|Iは根基イデアル }
V 7→ I(V )

Z(I)← I

さらに，この対応によりAnのアフィン多様体とO(An)の素イデアルは一対一
に対応する．

証明. [9, I. Corollary 1.4]参照．

例 2.22. 複素係数 n次正方行列全体の集合をM(n,C)とかく．A = (ai,j) ∈
M(n,C)は n2個の成分 ai,jにより一意的に定まる．従って，

M(n,C)→ An2

; (ai,j) 7→ (a1,1, · · · , a1,n, a2,1, · · · , a2,n, · · · , an,n)
によりM(n,C)をアフィン n2空間と同一視することができる．同様に，

M(n− r, r;C) := {C係数 (n− r)× r行列全体 }
はアフィン (n− r)r空間A(n−r)rと同一視することができる．
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例 2.23. 複素係数n次正則行列全体の集合をGL(n,C)とかく．M(n,C) = An2

の座標を {xi,j}i,j=1,··· ,nと表す．このとき，GL(n,C) = An2 \Z(∆)とかくこと
ができる．ただし，∆ = ∆(xi,j) ∈ C[An2

]は行列式に対応する多項式

∆ =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)x1,σ(1)x2,σ(2) · · ·xn,σ(n)

とする．従って，GL(n,C)はAn2
の準アフィン多様体である．一方，A1の座

標を tとおき，

GL(n,C) = {(A, t) ∈ M(n,C)× A1|(detA) · t = 1}
= Z(∆(xi,j) · t− 1) ⊂ An2+1

とみなすことにより，GL(n,C)はAn2+1のアフィン多様体になる．
例 4.3において確認するように，上記GL(n,C) = An2 \Z(∆)とGL(n,C) =

Z(∆(xi,j) · t−1)は代数群の構造をもち，互いに代数群として同型になる．従っ
て，GL(n,C)をどちらを用いて定義しても良い．

問 2.24. 上記例においてGL(n,C)の既約性を確認せよ．

代数的集合 V ⊂ Anと f ∈ O(An)に対し，V 上の多項式関数

f : V → C;P 7→ f(P )

を考える．f, g ∈ O(An)に対し，次の二条件は同値である：

(i) 任意の P ∈ V に対し f(P ) = g(P )．
(ii) f − g ∈ I(V )．

このことから，V 上の多項式関数全体は剰余環O(An)/I(V )と表されることが
分かる．

定義 2.25. 代数的集合 V ⊂ Anに対し，O(An)/I(V )をO(V )と表し，V のア
フィン座標環（affine coordinate ring）という．

定義 2.26. V ⊂ An，W ⊂ Am を代数的集合，f : V → W をそれらの間
の写像とする．多項式 f1, · · · , fm ∈ O(An)が存在して，任意の P ∈ V に対
し，f(P ) = (f1(P ), · · · , fm(P ))が成り立つとき，f を射（morphism）とい
う．このとき f = (f1, · · · , fm)とかく．さらに，射 g : W → V が存在し，
f ◦g = idW , g ◦f = idV が成り立つとき，fは同型射（isomorpshim）という．
代数的集合V,W の間に同型射が存在するとき，V とW は同型（isomorphic）
であるといい，V ∼= W と表す．

例 2.27. C1 = Z(y − x2), C2 := Z(y2 − x3) ⊂ A2に対し，

f1 : A1 → C1; t 7→ (t, t2), f2 : A1 → C2; t 7→ (t2, t3)

を考える．このとき，f1は同型射である．一方，f2は全単射な射であるが同
型射でない．

問 2.28. 上記例の主張を示せ．
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代数的集合 V ⊂ An，W ⊂ Amとその間の射 f = (f1, · · · , fm) : V → W に
対し，次のC代数準同形写像を考える：

f ∗ : O(Am) = C[y1, . . . , ym]→ O(An) = C[x1, . . . , xn]; yi 7→ fi(x1, · · · , xn).

このとき，任意の g ∈ I(W )と P ∈ V に対し，

(f ∗g)(P ) = (g ◦ f)(P ) = g(f(P )) = 0

となるので，f ∗(I(W )) ⊂ I(V )が成り立つ．従って，f ∗は座標環の間のC代
数準同形写像を定める：

f ∗ : O(W )→ O(V ).

注意 2.29. 可換環A,Bに対し，準同形写像A→ Bが存在するとき，BをA代
数（A-algebra）という．このとき，準同形写像A→ Bにより，BをA加群と
みることができることに注意する．B,CがともにA代数であり，環準同形写像
h : B → CがA加群として準同形であるとき，hをA代数準同形（A-algebra
homomorphism）という．

定理 2.30. アフィン空間の代数的集合V,W に対し，V からW への射とO(W )
からO(V )へのC代数準同形写像は以下の対応により一対一に対応する：

Mor(V,W )→ Hom(O(W ),O(V )); f 7→ f ∗.

特に，V とW が同型であることと，O(W )とO(V )が同型であることは同値
である．

証明. [9, I. Proposition 3.5]参照．

例 2.31. 例 2.27に現れたC1 = Z(y − x2), C2 := Z(y2 − x3) ⊂ A2について再
考する．このとき，

O(A1) = C[t],O(C1) = C[x, y]/(y − x2) ∼= C[t],

O(C2) = C[x, y]/(y2 − x3) ∼= C[t2, t3]

に注意する．定理 2.30を用いると，このことからも，f1は同型射であるが，f2
は同型射でないことが分かる．

定義 2.32. 代数的集合 V ⊂ An，W ⊂ Amに対し，その積集合

V ×W ⊂ An × Am = An+m

を V とW の積（product of V and W）という．

問 2.33. 上記定義において，以下を示せ．

(i) V とW の積 V ×W ⊂ An+mは代数的集合である．
(ii) O(V ×W ) ∼= O(V )⊗O(W )．
(iii) Xと Y がアフィン多様体であれば V ×W もアフィン多様体である．
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2.2. 線形代数群.

定義 2.34. アフィン代数的集合Gが群構造をもち，二つの写像

m : G×G→ G; (x, y) 7→ x · y,
ι : G→ G;x 7→ x−1

がアフィン代数的集合の間の射であるとき，Gをアフィン代数群（affine al-
gebraic group）または線形代数群（linear algebraic group）という．

例 2.35. M(n,C) ∼= An2
は行列の和に関して群をなす．さらに，

m : M(n,C)×M(n,C)→ M(n,C); ((ai,j), (bi,j)) 7→ (ai,j + bi,j),

ι : M(n,C)→ M(n,C); (ai,j) 7→ (−ai,j)
はそれぞれ射である．従って，M(n,C)は線形代数群である．
例 2.36. GL(n,C)は行列の積に関して群をなす．例 2.23の記号を用いて

GL(n,C) = {(A, t) ∈ M(n,C)×A1|(detA) · t = 1} = Z(∆(xi,j) · t−1) ⊂ An2+1

と表す．このとき，

m : GL(n,C)×GL(n,C)→ GL(n,C); ((ai,j), s), ((bi,j), t)) 7→ ((
n∑

k=1

ai,kbk,j), st)

ι : GL(n,C)→ GL(n,C); (A = (ai,j), t) 7→ (A−1, detA) = (tÃ, detA)

はそれぞれ射である．ただし，ÃはAの余因子行列である．従って，GL(n,C)
は線形代数群である．GL(n,C)を一般線形代数群（general linear group）
という．

補題 2.37. 線形代数群Gの閉部分群Hは線形代数群である．

証明. Gはあるアフィン空間Anの閉集合である．HはGの閉集合なので，Hは
Anの閉集合，すなわち代数的集合である．さらに，Hに対するm : H×H → H
と ι : H → HはGにおけるmと ιのHへの制限として得られる．Gが線形代
数群であることからそれらは多項式写像として表すことができるので，H も
線形代数群である．

定義 2.38. 線形代数群G,G′に対し，写像 f : G → G′が群準同形写像かつ射
のとき，fを線形代数群の射（morphism of linear algebraic groups）とい
う．さらに，線形代数群の射 f : G→ G′に対し，その逆写像 g : G′ → Gが存在
し，gが線形代数群の射となるとき，fを線形代数群の同型射（isomorphism
of linear algebraic groups）という．このとき，GとG′は線形代数群とし
て同型（isomorphic as linear algebraic groups）という．

例 2.39. C× := C\{0} = GL(1,C)を 1次元トーラス（1-dimensional torus）
という．さらに，正整数 nに対し，

T(n,C) :=

{ α1 0
. . .

0 αn

 ∈ GL(n,C)

}
∼= (C×)n を n次元トーラス

（n-dimensional torus）という．補題 2.37により，T(n,C)は線形代数群で
ある．
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例 2.40. 補題 2.37により，以下の集合はすべて線形代数群である．
(i) SL(n,C) = {A ∈ GL(n,C)|detA = 1}：特殊線形群（special linear

group）,
(ii) O(n,C) = {A ∈ GL(n,C)|A · tA = tA ·A = En}：直交群（orthogonal

group）,
(iii) SO(n,C) := O(n,C) ∩ SL(n,C)：特殊直交群（special orthogonal

group）,
(iv) Sp(2n,C) = {A ∈ GL(2n,C)|tAJnA = Jn}：シンプレクティック群
（symplectic group）．

ただし，Enは n次単位行列，Jnは 2n次正方行列
(

O En

−En O

)
とする．こ

れらの線形代数群を古典群 (classical group)という．

一般に次が成り立つことが知られている．

定理 2.41. Gが線形代数群であることと，GがあるGL(n,C)の閉部分群であ
ることは同値である．

証明. [10, Theorem 8.6]参照．

3. 射影多様体

3.1. 射影多様体の復習. この章では S = C[X0, · · · , Xn]とする．

定義 3.1. Cn+1 \ {0}の 2点 P = (p0, · · · , pn), Q = (q0, · · · , qn)に対し，ある
λ ∈ C×が存在しpi = λqi（i = 0, · · · , n）が成り立つとき，P ∼ Qと定める．こ
の二項関係∼はCn+1 \{0}上の同値関係である．同値関係∼によるCn+1 \{0}
の商集合を射影 (n−)空間（projective (n−)space）または n次元射影空間
（n-dimensional projective space）という：Pn = (Cn+1 \ {0})/ ∼．
定義から，Pnは (n+1)個の複素数の比全体のなす集合である．また，Pnは

C線形空間Cn+1の 1次元線形部分空間全体のなす集合とみなすこともできる．

定義 3.2. 射影空間 Pnの元を点という．また，(p0, · · · , pn)を代表元にもつ同
値類を (p0 : · · · : pn)とかき，その点の斉次座標（homogeneous coordinate）
という．

定義 3.3. C線形空間V の 1次元線形部分空間全体のなす集合をP∗(V )とかき，
V の射影化（projectivization of V）という．

射影空間 Pnは (n+ 1)個のAnを張り合わせてできている．このことを確認
しよう．

Pn = {(p0 : · · · : pn)|(p0, · · · , pn) ̸= 0}

=
n∪

i=0

{(p0 : · · · : pn)|pi ̸= 0}

とかけることに注意する．D+(Xi) := {(p0 : · · · : pn)|pi ̸= 0} (i = 0, · · · , n)に
対し，

φi : D+(Xi)→ An; (p0 : · · · : pn) 7→
(
p0
pi
, . . .,

pn
pi

)
(1)
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とおく．ただし，
(
p0
pi
, . . .,

pn
pi

)
は
pi
pi
を除く．このとき，φi : D+(Xi)→ Anは

全単射である．さらに，問 3.28で確認するように，φi : D+(Xi)→ Anは代数
多様体間の同型射である．従って，射影空間 Pnは (n+ 1)個のAnを張り合わ
せとみなせる．

定義 3.4. 多項式環S = C[X0, · · · , Xn]において，aX
d0
0 X

d1
1 · · ·Xdn

n (a ∈ C×, di ∈
Z≥0)なる形の多項式を単項式（monomial）といい，その次数を d0+ · · ·+ dn
と定める．次数 dの単項式の和として表される多項式を d次斉次式（homoge-
neous polynomial of degree d）という．一般に，多項式 f ∈ Sは f =

∑
i fi

（fiは i次斉次式）と分解することができる．fiを f の i次斉次成分という．f
の 0でない斉次成分の最大次数を f の次数と定める．

問 3.5. 多項式 f(X0, · · · , Xn) ∈ Sに対し，f が d次斉次式であることと，任
意の λ ∈ Cに対し f(λX0, · · · , λXn) = λdf(X0, · · · , Xn)が成り立つことは同
値であることを示せ．

アフィン空間An上の関数として多項式関数を考えたのと同様に，射影空間
上でも「多項式関数」を考えたい．しかし，一般に P = (p0 : · · · : pn) ∈ Pnと
f ∈ Sに対し，f(P ) := f(p0, · · · , pn)と定めようとしても，この値はP の代表
元 (p0 : · · · : pn)の取り方に依るため定義することができない．しかし，問 3.5
により f の零点は次のように定義することができる：

定義 3.6. 斉次多項式 f(X0, · · · , Xn) ∈ S と P = (p0 : · · · : pn) に対し，
f(p0, · · · , pn) = 0のとき，P を f の零点（zero）といい f(P ) = 0とかく．
問 3.5によりこの定義はP の代表元の取り方に依らない．さらに，任意の斉次
多項式の集合 T ⊂ C[X0, · · · , Xn]に対し，

Z(T ) := {P ∈ Pn|f(P ) = 0 for all f ∈ T}
を T の零点集合（zeros of T）という．射影空間 Pnの部分集合 V がある斉次
多項式の集合 T ⊂ C[X0, · · · , Xn]の零点集合であるとき，V を（射影）代数的
集合（(projective) algebraic set）という．

定義 3.7. イデアル I ⊂ Sが斉次多項式の集合 T ⊂ Sにより生成されるとき，
I を斉次イデアル（homogeneous ideal）という．このとき，I の零点集合
（zeros of I）をZ(I) := Z(T )により定める．

命題 2.3と同様の命題が射影空間の代数的集合に対して成り立つ．

命題 3.8. 射影空間 Pnの代数的集合に対し，以下が成り立つ．
(i) Sの斉次多項式からなる集合の族{Tλ}λ∈Λに対し，Z(∪λTλ) = ∩λZ(Tλ)．
(ii) Sの斉次多項式からなる集合 I, J に対し，

Z(I) ∪ Z(J) = Z({fg ∈ S|f ∈ I, g ∈ J}).
(iii) Z({0}) = Pn, Z({1}) = Z(S) = ∅．

証明. [9, I. Proposition 2.1]参照．

問 3.9. 射影空間 Pnの任意の代数的集合は有限個の斉次多項式 f1, · · · fm ∈ S
の零点集合として表すことができることを示せ．
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定義 3.10. 命題 3.8により，Pnの代数的集合全体は閉集合の公理を満たす．こ
のようにして定まる Pnの位相をザリスキ位相（Zariski topology）という．

問 3.11. (1)において定義された φi : D+(Xi) → Anは同相写像であることを
示せ．（[9, I. Proposition 2.2]参照．）

定義 3.12. Pnの既約閉集合を射影多様体（projective variety）という．さら
に，射影多様体の開集合を準射影多様体（quasi-projective variety）という．

定義 3.13. Pnの部分集合 V に対し，

I(V ) := ⟨{f ∈ S|f :斉次多項式, f(P ) = 0 for all P ∈ V }⟩
を V の斉次イデアル（homogeneous ideal of V）という．

例 3.14. I(V )は Sの斉次イデアルであることを示せ．

定理 3.15. 射影空間Pnの代数的集合と多項式環Sの (X0, . . . , Xn)以外の斉次
根基イデアルは以下の対応により一対一に対応する：

{V ⊂ Pn|V は代数的集合} → {I ⊂ S|Iは (X0, . . . , Xn)以外の斉次根基イデアル}
V 7→ I(V )

Z(I)← I

さらに，この対応により Pnの射影多様体と Sの (X0, . . . , Xn)以外の斉次素イ
デアルは一対一に対応する．

証明. [9, I. Exercises 2.4]参照．

射影多様体 V = Z(f1, · · · , fm) ⊂ Pnに対し，Pnの被覆 Pn =
∪
D+(Xi)に

現れる各D+(Xi)と V の共通部分を考える．簡単のため i = 0とすると，

V ∩D+(X0)

= Z(f1, · · · , fm) ∩D+(X0)

= {P = (p0 : · · · : pn) | p0 ̸= 0, fj(P ) = 0 (j = 1, · · · ,m)}

=

{
P =

(
1 :

p1
p0
· · · : pn

p0

)
| p0 ̸= 0, fj

(
1,
p1
p0
· · · , pn

p0

)
= 0 (j = 1, · · · ,m)

}
となるが，最後の集合は φ0 : D+(X0) ∼= Anなる同一視の下，

Z({fj(1, x1, · · · , xn) | j = 1, · · · ,m}) ⊂ An

に対応する．同様のことが各 iに対していえるので，V はアフィン多様体 V ∩
D+(Xi)による被覆

V =
n∪

i=0

(V ∩D+(Xi))

をもつ．以上により，射影多様体 V ⊂ Pnは (n + 1)個のアフィン多様体 V ∩
D+(Xi)の張り合わせであることが分かった．

定義 3.16. 位相空間X の部分集合 V がX の開集合と閉集合の共通部分であ
るとき，V を局所閉（locally closed）という．
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問 3.17. 位相空間Xの部分集合 V に対し，以下は同値であることを示せ：
(i) V は局所閉である．
(ii) V の任意の点 x ∈ V に対し，その開近傍 U が存在し U ∩ V は（相対
位相を入れた）U において閉集合である．

(iii) V は（相対位相を入れた）閉包 V において開集合である．

定義 3.18. アフィン空間 An または射影空間 Pn の局所閉集合を代数多様体
（algebraic variety）という．

定義 3.19. 位相空間Xが以下の条件を満たすとき，Xはネター的（noether-
ian）もしくはネター位相空間（noetherian topological space）という：
任意の閉部分集合の降下列 Y1 ⊃ Y2 ⊃ . . .に対し，ある整数 r が存在し

Yr = Yr+1 = . . .が成立．

命題 3.20. ネター的位相空間Xに対し，任意の空でない閉集合 Y は既約閉集
合 Yiの有限和集合 Y = Y1 ∪ . . . ∪ Yrとして表される．さらに，Yi ̸⊃ Yj (i ̸=
j)とすると，{Yi}は一意的に定まる．それらを Y の既約成分（irreducible
component）という．

証明. [9, Section I, Proposition 1.5]参照．

命題 3.21. 以下が成立する：
(i) ネター的位相空間X の部分空間は（相対位相に関して）ネター的で
ある．

(ii) Anと Pnはそれぞれネター的である．

証明. [9, Section I, Exercises 1.7 (c), Example 1.4.7, Exercises 2.5]参照．

注意 3.22. 命題 3.20，3.21により，アフィン空間または射影空間の閉集合（つ
まり，代数的集合）は有限個の既約閉集合（つまり，アフィン多様体，もしく
は射影多様体）の和集合として表される．従って，定義 3.18の意味での代数
多様体とは準アフィン多様体もしくは準射影多様体の有限和集合に他ならな
い． （次の注意 3.23により，準アフィン多様体は準射影多様体なので，より
強く，「代数多様体」＝「準射影多様体の有限和集合」である．）

注意 3.23. 射影閉包を介して，アフィン多様体，準アフィン多様体，射影多
様体は全て準射影多様体となることが分かる．従って，準射影多様体を代数
多様体の定義としても良い．定義 3.18における代数多様体の定義は古典的な
定義であり，現代ではより広い対象を代数多様体と呼ぶ．例えば，Weilは”an
integral separated scheme of finite type over an algebraically closed field”を抽
象（代数）多様体と定義した（[9, Section II.4, P. 105]参照）．一般に完備か
つ非射影的な抽象多様体の存在が知られている．このノートでは定義 3.18を
代数多様体の定義として採用する．

3.2. 正則関数と射.

定義 3.24. V ⊂ Anを局所閉集合，f : V → Cを関数とする．f が次の条件を
満たすとき，f は P ∈ V で正則 (regular at P )という：
P の開近傍U ⊂ V と g, h ∈ O(An)が存在し，hはU 上で零点を持たず，U 上
f = g/hが成り立つ．
fがV 上のすべての点で正則なとき，fはV 上正則 (regular on V )という．
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定義 3.25. V ⊂ Pnを局所閉集合，f : V → Cを関数とする．f が次の条件を
満たすとき，f は P ∈ V で正則 (regular at P )という：
P の開近傍 U ⊂ V と次数の等しい斉次多項式 g, h ∈ S = C[X0, . . . , Xn]が存
在し，hは U 上で零点を持たず，U 上 f = g/hが成り立つ．
fがV 上のすべての点で正則なとき，fはV 上正則 (regular on V )という．

定義 3.26. V,W を代数多様体，φ : V → W を連続写像とする．任意の開集
合 U ⊂ W と任意の正則関数 f : U → Cに対し，f ◦ φ : φ−1(U) → Cが正則
であるとき，φを射（morphism）という．さらに，射ψ : W → V が存在し，
ψ◦φ = idV , φ◦ψ = idW が成り立つとき，φは同型射（isomorpshim）という．
代数多様体V,W の間に同型射が存在するとき，V とW は同型（isomorphic）
であるといい，V ∼= W と表す．

問 3.27. V,W がアフィン代数的集合のとき，定義 3.26は第 1章で定義した定
義 2.26と同値であることを示せ．（ [9, I. Lemma 3.6]参照）

問 3.28. (1)において定義された φi : D+(Xi) → Anは同型射であることを示
せ．（ [9, I. Proposition 3.3]参照）

問 3.29. 代数多様体の射の合成は射となることを示せ．

定義 3.30. V を代数多様体とする．V 上の正則関数全体の集合をO(V )とかく．

O(V )は通常の関数の和と積により可換環をなす．また，C加群の構造も持
つので，O(V )はC代数である．

命題 3.31. アフィン多様体 V に対し，定義 2.25と定義 3.30のO(V )はC代数
として同型である．

証明. [9, Theorem 3.2]参照．

定義 3.32. 代数多様体 V,W に対し，その積集合

V ×W

を V とW の積（product of V and W）という．

問 3.33. 上記定義において，以下を示せ．

(i) V とW が共に射影多様体ならば V ×W も射影多様体である．
(ii) V とW が準射影多様体なら V ×W も準射影多様体である．

4. 代数群と等質多様体

定義 4.1. 代数多様体Gが群構造をもち，二つの写像

m : G×G→ G; (x, y) 7→ x · y,

ι : G→ G;x 7→ x−1

が代数多様体の間の射であるとき，Gを代数群（algebraic group）または群
多様体（group variety）という．
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定義 4.2. 代数群G,G′に対し，写像 f : G→ G′が群準同形写像かつ代数多様
体の射のとき，f を代数群の射（morphism of algebraic groups）という．
さらに，代数群の射 f : G → G′に対し，その逆写像 g : G′ → Gが存在し，g
が代数群の射となるとき，f を代数群の同型射（isomorphism of algebraic
groups）という．このとき，Gと G′ は代数群として同型（isomorphic as
algebraic groups）という．

例 4.3. 例 2.23において，一般線形群をGL(n,C) = An2 \Z(∆)とGL(n,C) =
Z(∆(xi,j) · t−1)と二通りの定義を与えた．これらは互いに代数群として同型で
ある．このことを確認しよう．いま，G := An2 \Z(∆) ⊂ An2

, G′ := Z(∆(xi,j) ·
t− 1) ⊂ An2+1とおく．このとき，

f : G′ → G; (A, t) 7→ A, g : G→ G′;A 7→ (A, (detA)−1)

を考える．f が代数群の射であることは明らか．O(G) ∼= O(An2
)∆となること

に注意すると，gも代数群の射であることが分かる．（ただし，整域Rと s ∈ R
に対し，RsはRの sによる局所化とする．）f, gは互いに逆写像なので，f は
代数群の同型射である．（[9, I. Lemma 4.2]参照）．

例 4.4. 線形代数群は代数群である．

定義 4.5. 代数群Aが射影多様体であるとき，Aをアーベル多様体（Abelian
variety）という．特に，1次元アーベル多様体を楕円曲線（elliptic curve）
という．

注意 4.6. アーベル多様体はアーベル群であることが知られている．g次元の
アーベル多様体はリーマンの条件を満たす階数 2gの格子Λによる g次元複素
ベクトル空間Cgの商空間Cg/Λとして記述される．

注意 4.7. アーベル多様体については [15]が標準的な教科書として知られてい
る．ただし，[15]を読むためには，[9]程度の知識は必要である．一方，数論の
観点から楕円曲線について学びたい者には [22]を推薦する．代数幾何学の基礎
知識は仮定されていないため，学部生でも読みやすい．さらに発展的なテキス
トとして [21]を挙げておく．

代数群に関して，以下の結果が知られている．

定理 4.8 ([2, 5, 19]). 代数群Gに対し以下の三条件を満たす部分群N が一意
的に存在する：

(i) N はGの正規部分群．
(ii) N は連結線形代数群．
(iii) 商多様体G/N が存在し，G/N はアーベル多様体．

注意 4.9. 上記定理は 1953年に C. Chevalleyによりアナウンスされた．証明
のアイデアはアナウンスされたが，実際に論文として出版されたのは 1960年
[5]であり，その証明中には 53年以降の結果が引用されている．Chevalleyの
論文が出版される前に，I. Barsottiにより証明が与えられた [2]．Barsottiの証
明は同じアイデアに基づいているようだが， 読むのが困難なようである．現
在では 1956年に出版されたM. Rosenlichtによる証明 [19]が古典的証明の中で
は一般的なようである．現在では [6, 4, 14]など現代的な証明も知られている．
上記歴史は [14]に詳しい記述がある．
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定義 4.10. Gを代数群，Xを代数多様体とする．以下の二つの条件を満たす射

G×X → X; (g, x) 7→ g · x

が存在するとき，Gは（代数的に）X に作用する（G acts (algebraically)
on X）という：

(i) 任意の x ∈ Xに対し，1G · x = x．
(ii) 任意の g1, g2 ∈ G, x ∈ Xに対し，(g1 · g2) · x = g1 · (g2 · x)．

また，このときXをG多様体 (G-variety)という．

注意 4.11. 代数群Gが代数多様体Xに作用するとき，写像

G→ Aut(X) := {f : X → X | f は同型射 }; g → (x 7→ g · x)

が存在する．g ∈ Gの像を再び g ∈ Aut(X)とかく．自己同型群Aut(X)の幾
何学的構造については，例えば [13]を参照せよ．

定義 4.12. 代数群Gが代数多様体Xに作用していると仮定する．任意のx, y ∈
Xに対しある g ∈ Gが存在し y = g · xとなるとき，GのXへの作用は推移的
(transitive)という．既約代数多様体Xがある代数群Gの推移的作用をもつ
とき，X はG等質多様体（G-homogeneous variety）または簡単に等質多
様体（homogeneous variety）という．

注意 4.13. XがG等質多様体であるなら，任意の x, y ∈ Xに対し y = g · xを
満たす g ∈ Gが存在する．注意 4.11により，g ∈ Aut(X)とみなすことができ
る．自己同型射 gにより，xの開近傍Uは yの開近傍 g(U)に同型である．従っ
て，Xは点 x, yの「周り」で同型である．その意味で，いたるところ「同じ性
質」を持っている．

例 4.14. 既約代数群GはG等質多様体である．

例 4.15. 射影空間 PnはGL(n+ 1,C)等質多様体である．実際，

GL(n+ 1,C)× Pn → Pn; (A, [x]) 7→ [Ax]

によりGL(n+ 1,C)は Pnに作用する．ただし，ベクトルx = t(x0, · · · , xn) ∈
Cn+1 \ {0}に対し，[x] := (x0 : · · · : xn)とする．このとき，任意の x =
t(x0, · · · , xn) ∈ Cn+1 \ {0}に対し，x1, · · · ,xnを x,x1, · · · ,xnが線形独立に
なるようにとる．これらを用いて

A := (x,x1, · · · ,xn) ∈ GL(n+ 1,C)

とおくと，[At(1, 0, · · · , 0)] = [x]となる．従って，PnはGL(n + 1,C)等質多
様体である．x1, · · · ,xnを適当にとることにより，Pnは SL(n + 1,C)等質多
様体であることも簡単に分かる．

問 4.16. Pnは SL(n+ 1,C)等質多様体であることを示せ．
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5. グラスマン多様体

5.1. 外積代数. まず，外積代数の復習から始める：

定義 5.1. 環AとA加群M,Nに対し，写像 f :M r :=M × . . .×M → Nが次
の条件を満たすとき，fを r重線形 (r-linear)という：任意の xj, x

′
j ∈M (j =

1, . . . , r), α, β ∈ Cに対し，

f(x1, . . . , αxi + βx′i, . . . , xr) = αf(x1, . . . , xi, . . . , xr) + βf(x1, . . . , x
′
i, . . . , xr).

さらに，r 重線形写像 f : M r → N が次の条件を満たすとき，f を交代的
（alternating）という：ある i ̸= jに対し xi = xjならば f(x1, . . . , xr) = 0.

命題 5.2. 環AとA加群M,N に対し，以下の条件を満たすA加群 ∧rM と r
重線形写像 f0 :M

r → ∧rM が同型の差を除いて一意的に存在する：
任意の交代的 r重線形写像 f :M r → N に対し，f = g ◦ f0となる
加群準同形写像 g : ∧rM → N が一意的に存在する．

証明. M のテンソル積M⊗rを部分加群

⟨{x1 ⊗ x2 ⊗ . . .⊗ xr | xi = xj for some i ̸= j}⟩

で剰余したものを ∧rM とすれば良い．

定義 5.3. 定義 5.2に現れる A加群 ∧rM をM の r 次外積（r-th exterior
power）という．また，f0(x1, . . . , xr)を x1 ∧ . . . ∧ xrとかく．

命題 5.4. M が階数 nの自由A加群とする．e1, . . . , enをその基底とすると，
∧rM は {ei1 ∧ . . . ∧ eir | 1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ n}を基底とする自由加群である．

問 5.5. 上記命題を示せ．

例 5.6. 4次元複素ベクトル空間 V = Ce1 ⊕ Ce2 ⊕ Ce3 ⊕ Ce4に対し，

∧2V = Ce1 ∧ e2 ⊕ Ce1 ∧ e3 ⊕ Ce1 ∧ e4 ⊕ Ce2 ∧ e3 ⊕ Ce2 ∧ e4 ⊕ Ce3 ∧ e4

となり，e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, e1 ∧ e4, e2 ∧ e3, e2 ∧ e4, e3 ∧ e4は線形独立である．
また，交代性より，例えば，e1 ∧ e2 = −e2 ∧ e1が成り立つ．

5.2. グラスマン多様体. この節では V = Cn (n ≥ 2)，r ∈ Z (1 ≤ r ≤ n− 1)と
する．

定義 5.7. 複素線形空間 V の r次元線形部分空間をパラメータ付けする集合

G(r, V ) := {[W ] | W は V の r次元線形部分空間 }

をグラスマン多様体（Grassmann variety, Grassmaniann）という．

注意 5.8. G(1, V ) = {Cnの 1次元線形部分空間 } = Pn−1である．従って，グ
ラスマン多様体は射影空間の一般化とみなせる．

グラスマン多様体の参考文献として [8, Lecture 6]を挙げておく．
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定義 5.9. グラスマン多様体G(r, V )上の点 [W ] ∈ G(r, V )に対し，W の基底
{w1, · · · ,wr}を固定する．このとき，W に対し基底の外積 [w1 ∧ . . . ∧wr] ∈
P∗(∧rV )を対応させることにより写像

p : G(r, V )→ P∗(∧rV ) = P(
n
r)−1;W = ⟨w1, . . . ,wr⟩ 7→ [w1 ∧ . . . ∧wr]

を得る．以下の命題でみるように，この写像はW の基底の取り方に依らず，か
つ，単射となる．この写像をプリュッカー埋め込み（Plücker embedding）
という．

命題 5.10 ([8, pp. 63-64]参照). グラスマン多様体G(r, V )とプリュッカー埋
め込み pに対し，以下が成り立つ．

(i) pはW の基底の取り方に依らない．
(ii) pは単射である．

証明. (i) {v1, . . . ,vr}, {w1, . . . ,wr}をそれぞれ V の r次元線形部分空間W の
基底とする．このとき，基底 {w1, . . . ,wr}から基底 {v1, . . . ,vr}への基底の
変換行列を P = (pij) ∈ GL(r,C)とすると，

(v1, . . . ,vr) = (w1, . . . ,wr)P

が成り立つ．すなわち，vj =
∑r

i=1 pijwiとなる．すると，

v1 ∧ . . . ∧ vr = (p11w1 + p21w2 + . . .+ pr1wr) ∧ . . . ∧ (p1rw1 + p2rw2 + . . .+ prrwr)

=
∑
σ∈Sr

sgn(σ)p1σ(1) . . . prσ(r)w1 ∧ . . . ∧wr

= (detP )w1 ∧ . . . ∧wr.

よって，[w1 ∧ . . . ∧wr] = [v1 ∧ . . . ∧ vr] ∈ P∗(∧rV )となる．
(ii) r 次元線形部分空間 W ⊂ V の基底 {w1, . . . ,wr}を固定する．ω :=

w1 ∧ . . . ∧wr ∈ ∧rV に対し，Γω := Ker (V → ∧r+1V ;v 7→ v ∧ ω)と定める．
すると，簡単にわかるように，Γω = W となる．よって，pは単射となる．

次に，p(G(r, V )) ⊂ P(
n
r)−1が射影多様体であることを確認するために，幾

つか準備をする．

定義 5.11. ω = v1 ∧ . . . ∧ vr (v1, . . . ,vr ∈ V )なる形にかけるω ∈ ∧rV を全
分解可能（totally decomposable）という．

命題 5.12. ω ∈ ∧rV,v ∈ V に対し，以下は同値である：
(i) ω = v ∧φ (φ ∈ ∧r−1V )とかける．
(ii) ω ∧ v = 0.

証明. (i)⇒ (ii) は明らか．よって逆を示す． ω ∧v = 0を仮定する．基底の延
長により v1 = v,v2, . . . ,vn ∈ V を V の基底として良い．このとき，命題 5.4
により，

{vi1 ∧ . . . ∧ vir | 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ir ≤ n}
は ∧rV の基底をなす．よって，ai1,i2,...,ir ∈ Cが存在して，

ω =
∑

1≤i1<i2<...<ir≤n

ai1,i2,...,irvi1 ∧ . . . ∧ vir
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とかける．ω ∧ v1 = ω ∧ v = 0より，∑
1<i1<i2<...<ir≤n

ai1,i2,...,irv1 ∧ vi1 ∧ . . . ∧ vir = 0

となる．従って，ai1,i2,...,ir = 0 (1 < i1 < i2 < . . . < ir ≤ n)となる．すなわち，

ω =
∑

1≤i1<i2<...<ir≤n

ai1,i2,...,irvi1 ∧ . . . ∧ vir

=
∑

i1=1<i2<...<ir≤n

a1,i2,...,irv1 ∧ . . . ∧ vir

= v ∧
( ∑

1<i2<...<ir≤n

a1,i2,...,irvi2 ∧ . . . ∧ vir

)
となり主張が示された．

定義 5.13. ω ∈ ∧rV に対し，線形写像

φ(ω) : V → ∧r+1V ;v 7→ v ∧ ω

が定まる．Γω := Kerφ(ω)とおく．

命題 5.14. ω ∈ ∧rV に対し，以下は同値である：
(i) ωは全分解可能である．
(ii) dimΓω = r．

証明. ω = 0のときは明らかなので，ω ̸= 0として良い．
(i) ⇒ (ii) ω = v1 ∧ . . . ∧ vr (vi ∈ V )とする．ω ̸= 0なので，v1, . . . ,vr

は線形独立である．ここで，W := ⟨v1, . . . ,vr⟩とおくと，dimW = rとなり，
Γω = W となる．

(ii)⇒ (i) dimΓω = rとする．Γω = ⟨v1, . . . ,vr⟩とすると，ω∧vi = 0 (1 ≤
i ≤ r)となる．

ω =
∑

1≤i1<i2<...<ir≤n

ai1,i2,...,irvi1 ∧ . . . ∧ vir

とおくと，ω ∧ vi = 0 (1 ≤ i ≤ r)より，{i1, . . . , ir} ̸= {1, 2, . . . , r}ならば
ai1,i2,...,ir = 0となる．よって，ω = a1,2,...,rv1 ∧ . . . ∧ vrとなる．

系 5.15. ω ∈ ∧rV に対し，以下は同値である：
(i) ωは全分解可能である．
(ii) rank φ(ω) ≤ n− r．

証明. 先の命題 5.14により，rank φ(ω) ≥ n− rとなることを示せば良い．そ
こで，rank φ(ω) < n− rと仮定し，矛盾を導く．このとき，r < dimΓωとな
る．すると，命題 5.14の (ii) ⇒ (i) の証明と同様の議論により，ω = 0となる
ことを示せる．よって矛盾．

命題 5.16 ([8, p. 64]参照). グラスマン多様体G(r, V )とプリュッカー埋め込

み pに対し，p(G(r, V )) ⊂ P(
n
r)−1は射影代数的集合である．
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証明.
φ : ∧rV → Hom(V,∧r+1V );ω 7→ φ(ω)

は線形写像である．Hom(V,∧r+1V )の元 φ(ω)を n ×
(

n
r+1

)
行列とみることが

できる．このとき，行列φ(ω)の各成分はωの関数となる．φの線形性により，
それらの関数は次数 1の斉次式である．系 5.15により，[ω] ∈ p(G(r, V ))とな
るのは rankφ(ω) ≤ n− rが成り立つことと同値である．一方，行列の一般論
により，rankφ(ω) ≤ n− rとなるのは行列 φ(ω)の任意の (n− r + 1)次小行
列式が 0となることと同値である．よって，それら小行列式の零点集合として
グラスマン多様体は定まる．

よって，グラスマン多様体は p(G(r, V ))と同一視することにより射影代数的
集合の構造が入る．さらに等質性と既約性について考察する：

命題 5.17. グラスマン多様体G(r, V )はGL(n,C)等質多様体である．
証明. 写像

GL(n,C)×G(r, V )→ G(r, V ); (A, [W ]) 7→ [A(W )]

によりGL(n,C)はG(r, V )に作用する．ただし，A(W )はAの定める V 上の
線形変換による線形部分空間W の像である．{e1, · · · , en}を V の標準基底と
する．W の基底 {w1, · · · ,wr}に対し，wr+1, · · · ,wn ∈ V をw1, · · · ,wnが
線形独立になるようにとる．これらを用いて

A := (w1, · · · ,wn) ∈ GL(n,C)
とおくと，Aei = wi (i = 1, · · · , r)より

A · [⟨e1, · · · , er⟩] = [⟨Ae1, · · · , Aer⟩] = [⟨w1, · · · ,wr⟩] = [W ]

となる．従って，G(r, V )はGL(n,C)の推移的作用をもつ．w1, · · · ,wnを適当に
とることにより，G(r, V )は SL(n,C)の推移的作用をもつことも簡単に分かる．
また，固定された [W0] ∈ G(r, V )に対し，軌道写像GL(n,C)→ G(r, V );A 7→
A(W0)は全射である．GL(n,C)は既約多様体であり，以下の問いにあるよう
に代数多様体の間の射による既約集合の像は再び既約なので，G(r, V )は既約
である．命題 5.16と合わせて，グラスマン多様体G(r, V )はGL(n,C)等質多
様体であることが分かる．

問 5.18. 位相空間の間の連続写像 f : X → Y とXの既約部分集合 Zに対し，
f(Z)は既約であることを示せ．

ここで以下に用いる記号を定義する：
• Ir,n := {i = (i1, . . . , ir) ∈ Zr | 1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ n},
• r 次元線形部分空間 W = ⟨w1, . . . ,wr⟩ ⊂ V = Cn に対し，wi =

t(a1i, . . . , ani) ∈ Cnとかく．このとき，

MW := (w1, . . . ,wr) =


a11 a12 . . . a1r

a21 a22 . . .
...

...
...

...
...

an1 an2 . . . anr

 ,

M
W,i := (MW の i1, . . . , ir行からなる r次行列)
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• Cnの標準基底を ei (i = 1, . . . , n)とする．また，i = (i1, . . . , ir) ∈ Ir,n
に対し，ei := ei1 ∧ . . .∧ eirとおくと，∧rV =

⊕
i∈Ir,n Ceiとかける．

これにより，

P∗(∧rV ) ∼= P(
n
r)−1;

∑
i∈Ir,n

aiei 7→ (. . . : ai : . . .)

を得る．

命題 5.19 ([8, p. 64]参照). プリュッカー埋め込み p : G(r, V ) → P∗(∧rV ) ∼=
P(

n
r)−1は次のようにかける：

p : G(r, V )→ P∗(∧rV ) ∼= P(
n
r)−1; [W ] 7→ (. . . : detM

W,i : . . .)i∈Ir,n

証明. r次元線形部分空間W = ⟨w1, . . . ,wr⟩ ⊂ V = Cnに対し，

w1 ∧ . . . ∧wr = (a11e1 + . . .+ an1en) ∧ . . . ∧ (a1re1 + . . .+ anren)

となるが，i = (i1, i2, . . . , ir)に対し，右辺に現れる ei成分は

(ai11ei1 + . . .+ air1eir) ∧ . . . ∧ (ai1rei1 + . . .+ airreir)

のみから得られる．また，これは次と等しい：∑
σ∈Sr

sgn(σ)ai1σ(1) . . . airσ(r)ei

以上により，

w1 ∧ . . . ∧wr =
∑
i∈Ir,n

∑
σ∈Sr

sgn(σ)ai1σ(1) . . . airσ(r)ei

=
∑
i∈Ir,n

detM
W,iei

i0 = (1, 2, . . . , r)に対し，

D+(Xi0) := {(. . . : pi : . . .)i∈Ir,n ∈ P(
n
r)−1 | pi0 ̸= 0}

とおくと，D+(Xi0)
∼= A(

n
r)−1である．このとき，

G(r, V ) ∩D+(Xi0) = {[W ] ∈ G(r, V ) | detM
W,i0 ̸= 0}

となる．ここで，

MW := (w1, · · · ,wr) =


a11 a12 · · · a1r

a21 a22 · · ·
...

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · anr


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に対し，

M
W,i0 :=


a11 a12 · · · a1r

a21 a22 · · ·
...

...
...

. . .
...

ar1 ar2 · · · arr


である．基底の変換行列を考えることにより，次が成り立つことに注意しよう：

補題 5.20. V の r次元線形部分空間W = ⟨w1, . . . ,wr⟩,W ′ = ⟨w1
′, . . . ,wr

′⟩
に対し，以下は同値である：

(i) [W ] = [W ′] ∈ G(r, V ).
(ii) ある g ∈ GL(r,C)が存在し，MW · g =MW ′が成り立つ．

detM
W,i0 ̸= 0より rankM

W,i0 = rとなるので，列基本変形によりM
W,i0は

単位行列Erになる．列基本変形は右から基本行列を有限回かけることによっ
て得られるので，ある g ∈ GL(r,C)が存在してM

W,i0g = Erとなる．従って，
W の基底 {w1, · · · ,wr}を取り換えて，

MW =

(
Er

A

)
とできる．ただし，A ∈ M(n− r, r;C)とする．従って，

G(r, V ) ∩D+(Xi0)
∼= M(n− r, r;C) ∼= A(n−r)r

MW =

(
Er

A

)
7→ A = (aij) 7→ (· · · : aij : · · · )

なる同型を得る．以上により，グラスマン多様体G(r, V )は A(n−r)rと同型な
開集合 U を含む．
ここで少し一般論に戻り，二つの定義を思い出そう．

定義 5.21. 位相空間Xに対し，

dimX := sup{n ∈ Z≥0|Z0 ⊊ Z1 ⊊ · · · ⊊ Zn, ZiはXの既約閉集合 }
をXの次元（dimension of X）という．

例 5.22. dimAn = n, dimPn = nが成り立つ．それぞれ，[9, I. Proposition 1.9]，
[9, I. Exercises 2.7 (a)]を参照．

命題 5.23. 既約代数多様体Xとその空でない開集合Uに対し，dimX = dimU
が成り立つ．

証明. [9, I. Exercises 2.7 (b)]参照．

定義 5.24. X,Y を既約代数多様体とする．U ∼= V を満たす空でない開集
合 U ⊂ X と V ⊂ Y が存在するとき，X と Y は双有理同値（birationally
equivalent）もしくは双有理（birational）という．特に，Xが Pnと双有理
同値なとき，Xは有理的（rational）ないし有理多様体（rational variety）
という．

問 5.25. 既約代数多様体に対して双有理同値は同値関係であることを示せ．
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先ほどの考察から，グラスマン多様体G(r, V )は A(n−r)rと同型な開集合 U
を含む．従って，次が分かった：

命題 5.26. グラスマン多様体G(r, V )は (n− r)r次元有理多様体である．

以上をまとめて次が分かった．

定理 5.27. グラスマン多様体G(r, V )は (n − r)r次元射影有理等質多様体で
ある．

5.3. 旗多様体. この節では V = Cn (n ≥ 2)，ri ∈ Z (r0 = 0 < r1 < r2 <
. . . < rs < rs+1 = n)とする．Cnの標準基底を ei (i = 1, . . . , n)とし，Ei :=
⟨e1, . . . , ei⟩とおく．

定義 5.28. 複素線形空間 V に対し，

F (r1, . . . , rs, V ) := {([V1], . . . , [Vs]) ∈ G(r1, V )×. . .×G(rs, V ) | V1 ⊂ . . . ⊂ Vs ⊂ V }

を旗多様体（flag variety）という．

命題 5.29. 旗多様体 F (r1, . . . , rs, V )は射影代数的集合である．

証明. [25, 定理 11.3]を参照．

SL(n,C)の F (r1, r2, . . . , rs, V )への作用を

SL(n,C)× F (r1, r2, . . . , rs, V )→ F (r1, r2, . . . , rs, V )

(A, ([V1], . . . , [Vs])) 7→ ([A(V1)], . . . , [A(Vs)])

により定める．このとき，以下が成り立つ：

命題 5.30. F (r1, r2, . . . , rs, V )は SL(n,C)等質多様体である．

証明. 任意の ([V1], . . . , [Vs]) ∈ F (r1, r2, . . . , rs, V )に対し，A(Eri) = Vi (i =
1, . . . , s)となるA ∈ SL(n,C)が存在することを示せば良い．
まず，Vi = ⟨v1, . . . ,vri⟩ (i = 1, . . . , s)を満たす v1, . . . ,vrs ∈ Vsをとる．さ

らに，基底を延長することにより，v1, . . . ,vn ∈ V が V = ⟨v1, . . . ,vn⟩を満た
すように取ることができる．A := (v1, . . . ,vn)とおくと detA ̸= 0となる．vn

を
1

detA
vnで置き換えることにより detA = 1として良い．構成からAei = vi

となるので，

A(Eri) = A⟨e1, . . . , eri⟩ = ⟨Ae1, . . . , Aeri⟩ = ⟨v1, . . . ,vri⟩ = Vi

となり，SL(n,C)のF (r1, r2, . . . , rs, V )への作用は推移的であることが分かる．
さらに，SL(n,C)は既約なので，軌道写像を考えることにより，F (r1, r2, . . . , rs, V )
の既約性も従う．

任意の {ri1 , ri2 , . . . , rit} ⊂ {r1, r2, . . . , rs} (t < s, i1 < . . . < it)に対し，自然
な全射

π
{r1,...,rs}
{ri1 ,...,rit}

: F (r1, . . . , rs, V )→ F (ri1 , ri2 , . . . , rit , V )

([V1], [V2], . . . , [Vs]) 7→ ([Vi1 ], [Vi2 ], . . . , [Vit ])
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が存在する．この写像はグラスマン多様体の積の射影の制限として得られるの
で，代数多様体の射である．特にここでは

π
{r1,...,rs}
{r2,...,rs} : F (r1, . . . , rs, V )→ F (r2, . . . , rs, V )

([V1], [V2], . . . , [Vs]) 7→ ([V2], . . . , [Vs])

を考える．固定された任意の ([V 0
2 ], . . . , [V

0
s ]) ∈ F (r2, . . . , rs, V )に対して，そ

の点におけるファイバーは

π
{r1,...,rs}
{r2,...,rs}

−1
(([V 0

2 ], . . . , [V
0
s ])) = {([V1], [V 0

2 ], . . . , [V
0
s ]) | V1 ⊂ V 0

2 : r1次元部分空間 }
∼= G(r1, V

0
2 )

となる．幾何学の言葉で述べると，π{r1,...,rs}
{r2,...,rs}はG(r1, V

0
2 )ファイブレーション

である．より強く，以下が成り立つ：

命題 5.31. π
{r1,...,rs}
{r2,...,rs} : F (r1, . . . , rs, V ) → F (r2, . . . , rs, V )はG(r1, V

0
2 )をファ

イバーとしてもつ（ザリスキ位相に関して）局所自明な射である．すなわち，
任意のF (r2, . . . , rs, V )の点に対し，その開近傍Uが存在し，π{r1,...,rs}

{r2,...,rs}
−1
(U) ∼=

G(r1, V
0
2 ) × U が成り立つ．さらに，π

{r1,...,rs}
{r2,...,rs} の π

{r1,...,rs}
{r2,...,rs}

−1
(U)への制限は第

二射影G(r1, V
0
2 )× U → U により与えられる．

問 5.32. 上記命題を示せ．

上記命題から直ちに次が従う．

系 5.33. F (r1, . . . , rs, V )とG(r1,Cr2)× F (r2, . . . , rs, V )は双有理同値である．

以下のような射の列を考える：

F (r1, r2, r3 . . . , rs, V )→ F (r2, r3 . . . , rs, V )→ . . .→ F (rs, V ) = G(rs, V )

この列の各射に対し系5.33を繰り返し適用することにより，F (r1, r2, r3 . . . , rs, V )
は G(r1,Cr2) × G(r2,Cr3) × . . . × G(rs,Cn)と双有理同値であることが分か
る．さらに，定理 5.27によりグラスマン多様体は有理的なので，それらの積
G(r1,Cr2)×G(r2,Cr3)× . . .×G(rs,Cn)も有理的である3．以上をまとめて，次
を得る：

命題 5.34. 旗多様体F (r1, r2, r3 . . . , rs, V )は
∑s

i=1 ri(ri+1− ri)次元射影有理等
質多様体である．

最後に，SL(n,C)の作用の観点から F (r1, . . . , rs, V )の構造を考える．まず，
用語の復習から始める．

定義 5.35. 群Gが集合Xに作用すると仮定する．このとき，点x ∈ Xに対し，
Gx := OrbitG(x) := {gx|g ∈ G}

3有理多様体X,Y の積X × Y は再び有理的である．実際，X,Y が有理的であれば，開集
合 UX ⊂ X,UY ⊂ Y が存在し，UX , UY はそれぞれ開集合 VX ⊂ AN , VY ⊂ AM と同形であ
る．このとき，X × Y の開集合 UX ×UY は AN+M ∼= AN ×AM の開集合 VX × VY と同形な
ので，題意が従う
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を xの軌道（orbit of x）といい，写像 φx : G → Gx; g 7→ gxを軌道写像
（orbit map）という．また，

StabG(x) := {g ∈ G | gx = x}
をGの作用に対する xの固定化群（stabilizer） という．

注意 5.36. 上記定義の仮定のもと，軌道写像を介しG/StabG(x)とG軌道Gx
の元は 1対 1に対応することに注意する．ただし，StabG(x)は一般にGの正
規部分群ではない．G/StabG(x)はGにおける StabG(x)の左剰余類全体の集
合である．

補題 5.37. StabSL(n,C)([Er1 ], [Er2 ], . . . , [Ers ])

=




A11 A12 A13 . . . A1s

O A22 A23 . . . A2s

O O A33 . . . A3s

O
...

...
...

...
O O . . . O Ass

 ∈ SL(n,C) | Aij ∈ M(ri − ri−1, rj − rj−1,C)


証明. 上記形に区分けされた行列が固定化群に含まれることは明らか．逆に，
A = (v1, . . . ,vn) ∈ StabSL(n,C)([Er1 ], [Er2 ], . . . , [Ers ])とする．

A([Er1 ], [Er2 ], . . . , [Ers ]) = ([A(Er1)], [A(Er2)], . . . , [A(Ers)])

= ([⟨v1, . . . ,vr1⟩], [⟨v1, . . . ,vr2⟩], . . . , [⟨v1, . . . ,vrs⟩])
となるが，定義より，A([Er1 ], [Er2 ], . . . , [Ers ]) = ([Er1 ], [Er2 ], . . . , [Ers ])なので，

(⟨v1, . . . ,vr1⟩, ⟨v1, . . . ,vr2⟩ . . . , ⟨v1, . . . ,vrs⟩) = ([Er1 ], [Er2 ], . . . , [Ers ])

すなわち，v1, . . . ,vriは e1, . . . , eriによって張られる．

今まで示したことをまとめると次を得る：

定理 5.38. 旗多様体F (r1, r2, r3 . . . , rs, V )は
∑s

i=1 ri(ri+1− ri)次元有理射影多
様体である．さらに，F (r1, r2, r3 . . . , rs, V )の点は SL(n,C)/P の元と一対一に
対応する．ただし，

P =




A11 A12 A13 . . . A1s

O A22 A23 . . . A2s

O O A33 . . . A3s

O
...

...
...

...
O O . . . O Ass

 ∈ SL(n,C) | Aij ∈ M(ri − ri−1, rj − rj−1,C)


とする．

上記定理において F (r1, r2, r3 . . . , rs, V )は SL(n,C)/P と集合として対応が
あることを示したが，より強く代数多様体として同型となる．そのことを論じ
るためには，群作用による商多様体の概念を導入する必要がある．以下，幾何
学的商の定義と関連する定理を確認する．
Xを代数多様体，GをXに代数的に作用する代数群とする．このとき，

G×O(X)→ O(X); (g, f) 7→ (x 7→ f(g−1 · x))
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により，GはO(X)に作用する．G不変な正則関数全体の集合

O(X)G := {f ∈ O(X) | g · f = f (∀g ∈ G)}

はC代数となることに注意する．

定義 5.39. Y を代数多様体，π : X → Y を射とする．多様体と射の組み (Y, π)
が以下の条件を満たすとき，組み (Y, π)（もしくは単に Y）をX のGによる
幾何学的商（geometric quotient）という：

(i) πは全射であり，πの任意のファイバーはG軌道である．
(ii) 集合 U ⊂ Y に対し，U が Y の開集合であることと π−1(U)がX の開
集合であることは同値である．

(iii) 任意の開集合 U ⊂ Y に対し，π∗は同型O(U) ∼= O(π−1(U))Gを引き
起こす．

線形代数群とその閉部分群に対して幾何学的商が存在する：

定理 5.40. 線形代数群Gとその閉部分群Hに対し，左剰余類全体のなす集合
G/Hに以下の条件を満たすG多様体の構造が一意的に定まる：

(i) π : G→ G/H; g 7→ gHは射である．
(ii) 集合U ⊂ G/Hに対し，U がG/Hの開集合であることと π−1(U)がG
の開集合であることは同値である．

(iii) 任意の開集合U ⊂ G/Hに対し，π∗は同型O(U) ∼= O(π−1(U))H を引
き起こす．

さらに，G/Hは非特異代数多様体である．

証明. [25, 5.1章], [10, Chapter 12]参照．

例 5.41. 一般に，代数群GとG多様体Xに対し，その幾何学的商は存在しな
い．例えば以下のような例がある：

(i) GL(1,C) = C×はCに作用するが，その幾何学的商は存在しない．
(ii) C×をC2にスカラー倍により作用させる．このとき，C×によるC2 の
幾何学的商は存在しない．

証明. (i) Cにおける C×軌道は原点 {0}とそれ以外の点全体 C \ {0}である．
従って，幾何学的商が存在するならそれは 2点集合となる．しかし，Cの既約
性により，Cから 2点集合への射は存在しない．

(ii) C×によるC2の幾何学的商が存在すると仮定し，それを π : C2 → V と
かく．C2における C×軌道は ℓv := {cv | c ∈ C∗} (v ̸= 0)と原点 {0}からな
る．ただし，v = λv′なる λ ∈ Cが存在するときかつそのときに限り ℓv = ℓv′

となる．いま，
π(ℓv ∪ {0}) = π( ℓv ) ⊂ π(ℓv)

となるが，定義 5.39の (i)の条件により，π(ℓv)は 1点である．従って，

π(ℓv ∪ {0}) = {π(0)}

となる．すなわち，πは定値写像となる．しかし，それは定義 5.39の (i)の条
件に反する．
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命題 5.42. x ∈ Xの軌道GxはXの局所閉集合である．すなわち，Gxは代数
多様体である．特に，もしGが既約ならばGxは既約代数多様体である．

証明. [25, 補題 4.25], [10, Proposition 8.3]参照．

命題 5.43. x ∈ Xの軌道GxはGの StabG(x)による幾何学的商である：Gx ∼=
G/StabG(x)．

証明. [25, 5.1章], [10, Chapter 12]参照．

これにより，旗多様体は SL(n,C)の商として記述されることが分かった：

定理 5.44. 定理 5.38の記号のもと，旗多様体 F (r1, r2, r3 . . . , rs, V )は幾何学
的商 SL(n,C)/P と同型である．

本講義の目的は射影等質多様体の分類を述べることである．A. Borelと R.
Remmertにより，以下の等質多様体の構造定理が知られている：

定理 5.45 ([3]). 任意の射影等質多様体はアーベル多様体と射影有理等質多様
体の積と同型である．さらに，任意の射影有理等質多様体は半単純連結線形代
数群Gの閉部分群 P による幾何学的商G/P と同型である．

この定理を認め，以下では半単純連結線形代数群Gの閉部分群 P による幾
何学的商G/P として得られる等質多様体の分類を目標とする．

注意 5.46. 上記定理 5.45はBorelとRemmertによりコンパクト等質ケーラー
多様体の場合に示された．現代的な証明は例えば [4, Theorem 1.3.1]にある．
また，正標数の代数閉体上定義された代数多様体の場合は [20]において扱われ
ている．

6. リー代数

6.1. リー代数の定義と例.

定義 6.1. C上の線形空間 gと写像 g × g → g; (x, y) 7→ [x, y]が以下の三つ
の条件を満たすとき，gをリー代数（リー環，Lie algebra），[ , ]を括弧積
（bracket）と呼ぶ：

(i) 写像 [ , ]は双線形である．
(ii) 任意の x ∈ gに対し，[x, x] = 0が成り立つ．
(iii) ヤコビの恒等式 (ヤコビ律，Jacobi identity)が成り立つ：

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.

定義 6.2. リー代数 gに対し，その部分集合 hが以下の二つの条件を満たすと
き，hを gの部分リー代数（Lie subalgebra）と呼ぶ：

(i) hは gの線形部分空間である．
(ii) 任意の x, y ∈ hに対し，[x, y] ∈ hが成り立つ．

定義から明らかに部分リー代数はリー代数である．リー代数 gの線形空間と
しての次元をリー代数 gの次元と呼び，dim gと書く．
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例 6.3. 線形空間 V に対し，[x, y] := 0 (x, y ∈ V )とおくと，V はリー代数と
なる．任意の x, y ∈ gに対し [x, y] = 0を満たすリー代数 gを可換リー代数も
しくは自明なリー代数と呼ぶ．

問 6.4. 1次元リー代数は可換であることを示せ．

定義 6.5. リー代数の間の写像 f : g1 → g2が以下の二つの条件を満たすとき，
f を準同形写像（homomorphism） と呼ぶ：

(i) f は線形写像である．
(ii) 任意の x, y ∈ g1に対し，f([x, y]) = [f(x), f(y)]が成り立つ．

特に，準同形写像 f が全単射であるとき同形写像（isomorphism）とよぶ．
リー代数 g1, g2の間に同形写像が存在するとき，g1と g2は同形であるといい，
g1 ∼= g2と記す．

例 6.6. n次元線形空間 V に対し，End(V ) := {f : V → V |線形変換 }とおく．
交換子 [x, y] := xy− yx (x, y ∈ End(V ))により，End(V )はリー代数の構造を
もつ．End(V )を上記括弧積によりリー代数とみなすとき，gl(V )や gln(C)と
かき，一般リー代数（general Lie algebra）とよぶ．すなわち，gln(C)とは
C係数 n次正方行列全体の集合Mn(C)に行列交換子によりリー代数の構造を
入れたものである：

gln(C) :=Mn(C), [x, y] := xy − yx (x, y ∈Mn(C))

問 6.7. gl(V )がリー代数であることを確認せよ．

定義 6.8. gl(V )の任意の部分リー代数を線形リー代数（linear Lie algebra）
とよぶ．

線形リー代数の例を確認しよう．

例 6.9 (Al型). l + 1次元線形空間 V に対し，

sl(V ) := sll+1(C) := {x ∈ gl(V )|Tr(x) = 0}
を特殊リー代数（special Lie algebra）とよぶ．ただし，Tr(x)は xの（ある
基底に関する）表現行列のトレースを意味する．

命題 6.10. sl(V )は線形リー代数であり，dim sl(V ) = (l + 1)2 − 1を満た
す．さらに，(i, j)成分が 1で他の成分は 0である (l + 1)次正方行列を eij，
hk := ekk− ek+1,k+1とおくと，{eij, hk|i ̸= j, 1 ≤ k ≤ l}が sl(V )の基底を成す．

証明. Tr(x) = 0という条件は V の基底の取り方に依らないので，sl(V )は
well-definedであることに注意する．また，任意の x, y ∈ gl(V ), a, b ∈ Cに対
して

Tr(ax+ by) = aTr(x) + bTr(y),Tr(xy) = Tr(yx)

が成り立つので，sl(V )は線形リー代数であることが分かる．さらに，トレー
スTr : gl(V ) → CをC上の線形空間の間の線形写像とみなすと，次元定理に
より dim sl(V ) = dim gl(V ) − 1 = (l + 1)2 − 1となる．従って，{eij, hk|i ̸=
j, 1 ≤ k ≤ l}が基底であることを示すには，線形独立性を示せば良いがそれは
簡単に分かる．
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例 6.11 (Cl型). 2l次元線形空間 V に対し，V の基底を固定して V の元を成

分表示したものと同一視する．M =

(
O Il
−Il O

)
により定まる V 上の非退化反

対称双線形形式（シンプレクティック形式と呼ぶ）

ω : V × V → C; (v, w) 7→ tvMw

を考える．v, wの成分表示をそれぞれ v = (vi), w = (wi)とすると，

ω(v, w) =
l∑

i=1

viwl+i −
l∑

i=1

wivl+i

と書ける（このことから ωが実際にシンプレクティック形式であることが分か
る）．このとき，

sp(V ) := sp2l(C) := {x ∈ gl(V )|ω(x(v), w) = −ω(v, x(w)), ∀v, w ∈ V }
をシンプレクティックリー代数（symplectic Lie algebra）とよぶ．条件

ω(x(v), w) = −ω(v, x(w))
を行列の言葉で書き直すと，

txM +Mx = 0

ということに他ならない．すなわち，

sp2l(C) = {x ∈M2l(C)|txM +Mx = 0}
と書ける．sp(V )は線形リー代数であり，dim sp(V ) = 2l2 + lを満たす．

問 6.12. sp(V )は線形リー代数であり，dim sp(V ) = 2l2 + lを満たすことを示
せ．さらに，(i, j)成分が 1で他の成分は 0である 2l次正方行列を eijとすると
き，以下のベクトルが sp(V )の基底を成すことを示せ：

eii − el+i,l+i (1 ≤ i ≤ l), eij − el+j,l+i (1 ≤ i ̸= j ≤ l)

ei,l+j + ej,l+i, el+i,j + el+j,i (1 ≤ i < j ≤ l), ei,l+1i, el+1,i (1 ≤ i ≤ l)

例 6.13 (Bl型). 2l+ 1次元線形空間 V に対し，V の元を成分表示したものと

同一視する．M =

1 0 0
0 O Il
0 Il O

により定まる V 上の非退化対称双線形形式

ω : V × V → C; (v, w) 7→ tvMw

を考える．v, wの成分表示をそれぞれ v = (vi), w = (wi)とすると，

ω(v, w) = v1w1 +
l+1∑
i=2

viwl+i +
l+1∑
i=2

vl+iwi

と書ける（このことから ωが実際に非退化対称双線形形式であることが分か
る）．このとき，

o(V ) := o2l+1(C) := {x ∈ gl(V )|ω(x(v), w) = −ω(v, x(w)), ∀v, w ∈ V }
を直交リー代数（orthogonal Lie algebra）とよぶ．
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例 6.14 (Dl型 (l ≥ 2)). 2l次元線形空間 V に対し，M =

(
O Il
Il O

)
により定

まる V 上の非退化対称双線形形式

ω : V × V → C; (v, w) 7→ tvMw

を考える．このとき，

o(V ) := o2l(C) := {x ∈ gl(V )|ω(x(v), w) = −ω(v, x(w)), ∀v, w ∈ V }

も直交リー代数（orthogonal Lie algebra）とよぶ．

問 6.15. o2l+1(C)と o2l(C)はそれぞれ線形リー代数であり，dim o2l+1(C) =
2l2 + l, dim o2l(C) = 2l2 − lとなることを示せ．さらに，それぞれの基底を求
めよ．

ここで挙げたAl, Bl, Cl, Dl型のリー代数を古典型線形リー代数と呼ぶ．
線形リー代数は多くのリー代数の例を与えることが分かる．実は，全ての

リー代数は線形リー代数と同形であることが知られている：

定理 6.16 (Adoの定理 (1936)). 任意のリー代数 gは少なくとも一つの忠実表
現をもつ（表現の定義は定義 6.25を参照のこと）．すなわち，gと同形な線形
リー代数が存在する．

6.2. 微分代数.

定義 6.17. C上の線形空間 V と双線形写像 f : V × V → V ; (x, y) 7→ xyの組
を C代数と呼ぶ．以下，V がリー代数のときは f をリー代数の括弧積として
取ることでC代数とみなす．

注意 6.18. 上記定義は注意 2.29において与えた「代数」の定義と異なる．こ
の章では「代数」とは定義 6.17の意味で用いる．

定義 6.19. C代数 V に対し，

Der(V ) := {D ∈ gl(V )|D(xy) = xD(y) +D(x)y, ∀x, y ∈ V }

を V の微分代数（derivation algebra）と呼ぶ．Der(V )は線形リー代数で
ある．

問 6.20. Der(V )が線形リー代数であることを確認せよ．

例 6.21. 一変数多項式環C[x]に対し，

Der(C[x]) =
{
a(x)

d

dx

∣∣∣ a(x) ∈ C[x]
}

が成り立つ（C[x]は線形空間として無限次元であるが，定義 6.19と同様にし
てDer(C[x])を定義する）．

証明. 任意のD ∈ Der(C[x])に対し，

D(1) = D(12) = D(1)1 + 1D(1) = 2D(1)
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となるので，D(1) = 0が成り立つ．さらに，a(x) := D(x)とおくとD(xi) =
ixi−1a(x) (i ∈ Z≥1)が成り立つ．よって，任意の f(x) =

∑n
i=0 aix

i ∈ C[x]に対
して，

D(f(x)) =
n∑

i=1

aiD(xi) =
n∑

i=1

aiix
i−1a(x) = a(x) · d

dx
(f(x))

となる．逆に，a(x) ∈ C[x]に対して a(x)
d

dx
∈ Der(C[x])となることは明らか．

問 6.22. n変数多項式環C[x1, . . . , xn]に対し，

Der(C[x1, . . . , xn]) =
{∑

fi(x)
∂

∂xi

∣∣∣ fi(x) ∈ C[x1, . . . , xn]
}

が成り立つことを示せ．

リー代数に対し，その微分代数は自然に現れる：

命題 6.23. リー代数 gを括弧積によりC代数とみなす．このとき，
ad : g→ gl(g);x 7→ (y 7→ ad(x)(y) := [x, y])

はリー代数の間の準同形写像である．さらに，Im(ad) ⊂ Der(g)が成り立つ．

証明. 括弧積の双線形性により ad(x) ∈ gl(g) となるので，写像 ad は well-
definedである．準同形性はヤコビの恒等式から導かれる．また，後半を示す
には微分の条件

ad(x)([y, z]) = [ad(x)(y), z] + [y, ad(x)(z)]

を確認すれば良いが，これもヤコビの恒等式に他ならない．

定義 6.24. リー代数 gに対し，命題 6.23の準同形写像 ad : g→ gl(g)を gの随
伴表現（adjoint representation）と呼ぶ．また，Der(g)の元のうち Im(ad)
に含まれるものを内部微分（inner derivation），それ以外を外部微分（outer
derivation）と呼ぶ．

定義 6.25. リー代数 gに対し，準同形写像 f : g → gl(V )を表現 (represen-
tation)と呼ぶ．ただし，V は線形空間とする．

6.3. 線形代数群のリー代数.

定義 6.26. アフィン代数的集合 V に対し，X(V ) := Der(O(V ))の元を代数的
ベクトル場（algebraic vector field）という．

注意 6.27. 非特異アフィン多様体 V に対し，X(V )は V の接束 TV の大域切断
の全体のなす空間 Γ(V, TV )と一致する．

定義 6.28. 線形代数群Gに対し，

ρL : G→ GL(O(G)); g 7→ (f(x) 7→ f(g−1x)) (x, g ∈ G)
を左正則表現（left regular representation）という．また，

ρR : G→ GL(O(G)); g 7→ (f(x) 7→ f(xg)) (x, g ∈ G)
を右正則表現（right regular representation）という．
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問 6.29. 上記定義の記号のもと，ρLは群準同形写像である．また，ρL(g)は
O(G)のC代数自己同形写像である．これらを示せ．

補題 6.30. D ∈ X(G), g ∈ Gに対し，ρL(g) ◦D ◦ ρL(g−1) ∈ X(G)が成り立つ．

証明. f1, f2 ∈ O(G)に対し，
(ρL(g) ◦D ◦ ρL(g−1))(f1 · f2)

= (ρL(g) ◦D)(ρL(g
−1)(f1 · f2))

= (ρL(g) ◦D)(ρL(g
−1)(f1) · ρL(g−1)(f2))

= ρL(g){D(ρL(g
−1)(f1)) · ρL(g−1)(f2) + ρL(g

−1)(f1) ·D(ρL(g
−1)(f2))}

= ρL(g)(D(ρL(g
−1)(f1))) · ρL(g)ρL(g−1)(f2) + ρL(g)ρL(g

−1)(f1) · ρL(g)D(ρL(g
−1)(f2))

= (ρL(g) ◦D ◦ ρL(g−1)(f1)) · f2 + f1 · (ρL(g) ◦D ◦ ρL(g−1)(f2))

この補題により，次を得る：

L : G→ GL(X(G)); g 7→ (D 7→ ρL(g) ◦D ◦ ρL(g−1))

問 6.31. Lが群準同形写像であることを示せ．

定義 6.32. 線形代数群Gに対し，Gの左正則な作用で不変な代数的ベクトル
場全体の集合

g := Lie(G) := X(G)L(G) := {D ∈ X(G) | ρL(g) ◦D = D ◦ ρL(g) (∀g ∈ G)}
をGのリー代数（Lie algebra）という．

問 6.33. 定義 6.32の意味のリー代数は定義 6.1の意味でのリー代数になるこ
とを示せ．

定義 6.34. アフィン多様体 V と x ∈ V に対して，
TxV := Der(O(V ),C)

:= {D ∈ HomC(O(V ),C) | D(fg) = f(x)D(g) +D(f)g(x) ∀f, g ∈ O(V )}
を V の xにおける接空間（tangent space）という．

命題 6.35. アフィン多様体の間の射 f : V → W と x ∈ V に対し，C線形写像
dfx : TxV → Tf(x)W ;D 7→ D ◦ f ∗

が定まる．ただし，f ∗ : O(W ) → O(V )は f から定まる自然なC代数準同形
写像とする．写像 dfxを xにおける f の微分（the differential of f at x）と
いう．さらに，射の微分は関手的である．すなわち，アフィン多様体の間の射
f : V → W, g : W → Xと x ∈ V に対し，d(g ◦ f)x = dgf(x) ◦ dfxが成り立つ．

証明. 任意のD ∈ TxV と任意の g1, g2 ∈ O(W )に対し，

(D ◦ f ∗)(g1g2) = D(f ∗(g1)f
∗(g2))

= f ∗(g1)(x)D(f ∗(g2)) +D(f ∗(g1))f
∗(g2)(x)

= g1(f(x))(D ◦ f ∗)(g2) + (D ◦ f ∗)(g1)g2(f(x))
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となる．よって，D ◦ f ∗ ∈ Tf(x)W となる．線型性は明らか．また後半も簡単
に示せる．

補題 6.36. 代数群Gに対し，その単位元 eを含むGの既約成分はただ一つ存
在する（既約成分の定義は命題 3.20を確認せよ）．その既約成分を単位成分
（identity component）といい，Goとかく．

証明. G1, · · · , Gmを eを含むGの（全ての）既約成分とする．各Giは既約代
数多様体なので，G1 × · · · ×Gmも既約代数多様体である．よって，積の射の
像として得られるG1 · . . . · Gmも eを含む既約代数多様体である．すなわち，
ある iに対して，G1× · · · ×Gm ⊂ Giとなるが，その一方で逆の包含も成立す
る．よって，G1 × · · · ×Gm = Giとなるので，m = 1であることが分かる．

命題 6.37. 代数群Gとその単位成分G0に対し，G0のGにおける指数 [G : G0]
は有限である．さらに，GのG0による左剰余類分解はGの既約分解を与える．

証明. 任意の x ∈ Gに対し，x倍写像 x : G→ G; g 7→ xgは射なので，xG0は
既約である．このとき，xG0はGの既約成分である．実際，xG0を含む Gの
既約成分を Zとすると，xG0 ⊂ Zより，G0 ⊂ x−1Z ⊂ Gとなる．G0はGの
既約成分なので，G0 = x−1Zとなり，Z = xG0が成り立つ．命題 3.21により
Gは位相空間としてネターなので，命題 3.20により既約成分は有限個である．
以上により題意が成立する．

注意 6.38. 命題 6.37により，代数群に対し，Gが連結であることと既約であ
ることが同値であることが分かる．群の表現の「既約」との混同を避けるため
に，代数多様体として既約な代数群を「連結代数群」と呼ぶのが一般的である．

定義 6.39. Gを線形代数群とする．命題 6.37により，任意の x ∈ Gに対し，
xを含むG0の既約成分はただ一つ存在し xG0とかける．ただし，G0はGの
単位成分とする．このとき，アフィン多様体 xG0の xにおける接空間 Tx(xG

0)
をGの xにおける接空間といい TxGとかく．

定理 6.40. [10, 9.1] 線形代数群Gに対し，

θ : g→ TeG; δ 7→ (f 7→ (δf)(e)

は線形同形写像である．さらに，線形代数群の射 φ : G → G′に対し，dφe :
g→ g′はリー代数の準同形写像である．

証明の詳細は [10, 9.1]に譲り，前半の主張の証明のアイデアのみ述べる．θが
線形であることは明らかなので，その逆写像 η : TeG→ gを構成する．鍵とな
るのはGが（一般には可約）G等質であることである．これにより，一点にお
ける接ベクトルをGの代数的ベクトル場に自然に拡張できる．そのようにして
得られるベクトル場が左正則表現と可換であることを示せばよい．このことを
もう少し詳しく見てみよう．まず，任意の x ∈ Gに対し，写像G→ G; z 7→ xz
を再び xで現すことにする．このとき，接空間の間の（ベクトル空間として
の）同形写像

(dx)e : TeG→ TxG; v 7→ v ◦ x∗

を得る．ただし，ここで x∗ : O(G)→ O(G); f(z) 7→ f(xz)とする．このとき，
x∗ = ρL(x

−1)なので，η(v) ∈ g = Lie(G)を

η(v)(f)(x) := v(ρL(x
−1)(f)) (f ∈ O(G), x ∈ G)
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により定めれば良い．[10, 9.2]において，η(v)は次のような記号を用いて記述
されている：

定義 6.41. v ∈ TeGに対し，η(v)を ∗vと表し，さらに次の表記を用いる：

(f ∗ v)(x) := v(ρL(x
−1)(f)) (f ∈ O(G), x ∈ G)

∗vを vによる右畳み込み (right convolution)という．

問 6.42. 上記定理 6.40を証明せよ．

7. 半単純リー代数

7.1. イデアルと半単純リー代数. 以下，g, gi (i = 1, 2)は全てC上のリー代数
とする．

定義 7.1. aをリー代数 gの線形部分空間とする．任意の x ∈ g, y ∈ aに対し
[x, y] ∈ aを満たすとき，aを gのイデアル (ideal)と呼ぶ．

例 7.2. リー代数 gとそのイデアル a, bに対し，以下の集合は全て gのイデア
ルである．

(i) 0と g（自明なイデアル）．
(ii) Z(g) :=

{
z | [x, z] = 0, ∀ x ∈ g

}
：中心 (center)．

(iii) [a, b] :=
{ m∑

i=1

[xi, yi]
∣∣∣xi ∈ a, yi ∈ b,m ≥ 1

}
．

(iv) Dg := [g, g] :=
{ m∑

i=1

[xi, yi]
∣∣∣xi, yi ∈ g,m ≥ 1

}
：導来イデアル (derived

ideal)．

問 7.3. 例 7.2のそれぞれの集合がイデアルとなることを示せ．

命題 7.4. g = gln(C)に対し，Dg = sln(C)となる．

証明. 任意の x, y ∈ gln(C)に対して Tr([x, y]) = 0となるので，Dg ⊂ sln(C)
が成り立つ．よって，逆の包含関係を示す．n次正方行列全体がなす線形空間
gln(C)に対し，その標準基底を ei,jもしくは eijとかく．命題 6.10で確認した
通り，eij (i ̸= j), hi := eii − ei+1,i+1 (1 ≤ i ≤ n − 1)は sln(C)の基底をなす．
このとき，次の補題 7.5により，

eij = [eij, ejj], hi = [ei,i+1, ei+1,i]

が成り立つので，Dg ⊃ sln(C)となる．

補題 7.5. [eij, ekl] = δjkeil − δliekjが成り立つ．

証明. 直接計算で確かめられる．

定義 7.6. リー代数gが以下の二つの条件を満たすとき，単純 (simple)と呼ぶ：

(i) gのイデアルは 0と gのみである．
(ii) Dg ̸= 0．
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注意 7.7. 条件 (i)を満たす場合に「単純」と定義する流儀もある．条件 (i)の
下，条件 (ii)が成り立たなければ，dim g = 1となる．実際，Dg = 0とする
と gは可換である．よって，gの任意の 1次元部分空間は gのイデアルとなる．
従って，条件 (i)より dim g = 1となることが分かる．このことから，条件 (ii)
は dim g = 1の場合を除くために課した条件であり，本質的ではないことが分
かる．

命題 7.8. 単純リー代数 gに対して，Z(g) = 0とDg = gが成り立つ．

証明. 簡単．

例 7.9. g = sl2(C)は単純リー代数である．

証明. gの基底

x =

(
0 1
0 0

)
, y =

(
0 0
1 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
に対し，

[x, y] = h, [h, x] = 2x, [h, y] = −2y
が成り立つ．aを 0でない gのイデアルとすると，0でない元 ax+ by+ ch ∈ a
が存在する．

ad(x)2(ax+ by + ch) = ad(x)(bh− 2cx) = −2bx,
ad(y)2(ax+ by + ch) = ad(y)(−ah+ 2cy) = −2ay

より，−2bx, 2ay ∈ aとなる．もし a ̸= 0であれば y ∈ aとなり，h = [x, y] ∈
a, 2x = [h, x] ∈ aとなるので，a = gである．b ̸= 0のときも同様に a = gであ
る．そこで a = b = 0とすると，ch ∈ aとなるので h ∈ aとなる．このときも
同様に a = gとなる．以上により，定義 7.6の条件 (i)を確認することができ
た．いま dim g = 3なので，注意 7.7により定義 7.6条件 (ii)についても成り立
つ．

問 7.10. より一般にsln(C) (n ≥ 2)は単純であることを示せ．また，spn(C), son(C)
についてはどうか．

例 7.11. 命題 7.4により gln(C)は単純リー代数でない．

定義 7.12. リー代数 gとそのイデアル aに対して，線形空間としての商（剰余）
g/aを考える．任意の x, y ∈ g/aに対し，[x, y] := [x, y] と定めることにより，
g/aはリー代数となる．g/aを商（剰余）代数（quotient (residue) algebra）
と呼ぶ．

問 7.13. g/aの括弧積の定義がwell-definedであることを確認し，g/aがリー
代数となることを確認せよ．

命題 7.14. リー代数の間の準同型写像 f : g1 → g2に対し，以下が成立する．
(i) Kerf は g1のイデアルである．
(ii) Imf は g2の部分リー代数である．
(iii) [準同型定理] g1/Kerf ∼= Imf．

問 7.15. 命題 7.14を示せ．
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定義 7.16. gをリー代数，gi (1 ≤ i ≤ n)をそのイデアルとする．線形空間と
して g =

⊕n
i=1 giが成り立つとき，gを g1, · · · , gnの直和 (direct sum)と呼

ぶ．もし i ̸= jならば，[gi, gj] ⊂ gi ∩ gj = 0が成り立つことに注意する．　

定義 7.17. リー代数 gが以下の条件を満たすとき，半単純 (simple)と呼ぶ：
(i) gのイデアル gi (1 ≤ i ≤ n)が存在し，g =

⊕n
i=1 giが成り立つ．

(ii) イデアル giはリー代数として単純リー代数である．

注意 7.18. リー代数 gに対し，その最大可解イデアル rad(g)が存在し，根基と
呼ぶ．リー代数 gに対し，根基 rad(g) = 0となるとき，gを半単純と定義する
のが一般的である．例えば，[24, 第 6章定理２, 第 7章定理 1]や [11, Chap. 3.2,
Chap. 5.2 Theorem]を参照のこと．ここでは，可解リー代数の議論を省略する
ため，同値な言い換えである上記定義 7.17により半単純性を定義する．

命題 7.19 (定理 6.16の特別な場合). 半単純リー代数 gは線形リー代数と同型
である．

証明. g =
⊕n

i=1 giを満たす gの単純イデアル giが存在する．このとき，adg =⊕n
i=1 adgiが成り立つ．実際，x =

∑
xi, y =

∑
yi ∈ g =

⊕n
i=1 giに対し，

adg(x)(y) = [
∑
i

xi,
∑
j

yj]

=
∑
i

[xi, yi] =
∑
i

adgi(xi)(yi)

よって，
Ker(adg) =

⊕
Ker(adgi) = 0

となる．従って，準同型定理から主張は従う．

7.2. 抽象ジョルダン分解. ここでは抽象ジョルダン分解に関する事実を紹介す
る．詳細はAppendix Aを参照のこと．

命題 7.20 (=Appendix, 命題 A.8). A ∈Mn(C)に対して，以下は同値である．
(i) Aは対角化可能である．
(ii) CnはAの固有空間の直和に分解される：

Cn =
s⊕

i=1

Vαi
.

ただし，Vαi
:= {v ∈ C | Av = αiv}とする．

定義 7.21. 線形空間 V に対し，x ∈ End(V )の表現行列が命題 7.20の条件を
満たすとき，xを半単純 (semisimple)と呼ぶ．

補題 7.22. 行列の集合 {Ai}i∈I ⊂Mn(C)が次を満たすとする：
任意の i, j ∈ Iに対し，Ai ∈Mn(C)は半単純かつAiAj = AjAiが成り立つ．

このとき，{Ai}i∈I ⊂Mn(C)は同時対角化可能である．すなわち，ある正則行
列P が存在して，任意の i ∈ Iに対しP−1AiP は対角行列である．また，この
ときAi ± Ajも半単純である．
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証明. まず，♯I < ∞に主張が成り立つと仮定して一般の場合を導く．V :=
⟨{Ai}⟩C ⊂ Mn(C)に対し，その底 {X1, X2, . . . , Xm}を取る．仮定よりそれら
は半単純でありXiXj = XjXiを満たす．再び仮定よりX1, X2, . . . , Xmが同時対
角化可能である．よって，{Ai}も同時対角化可能である．従って，m := ♯I <∞
として，mに関する帰納法で主張を示せばよい．
m = 1のときは明らかなのでm ≥ 2とする．m− 1まで主張が正しいと仮定

し，mのとき主張が成り立つことを示す．A1は半単純なので，A1による Cn

の固有空間分解Cn =
s⊕

i=1

Vαi
を得る．任意の j (2 ≤ j ≤ m)と任意の v ∈ Vαi

に対して，
A1(Ajv) = Aj(A1v) = Aj(αiv) = αi(Ajv)

より，Ajv ∈ Vαi
となる．すなわち，Vαi

はAj不変である．よって，上記固有
空間分解に即して基底を取ると，

A1 ∼

α1In1 O
. . .

O αsIns

 , Aj ∼

M
j
1 O

. . .
O M j

s


となる．ただし，∼は「相似」（行列X,Y に対し，ある正則行列P により Y =
P−1XP と書けるとき，Xと Y は相似と呼んだ）であることを意味する．M j

i

は Aj が Vαi
に引き起こす変換の表現行列である．補題 A.15によりM j

i は半
単純である．帰納法の仮定を Vαi

(1 ≤ i ≤ s)上の線形変換を引き起こす行列
M2

i ,M
3
i , · · · ,M s

i に対して用いると，それらは Vαi
上同時対角化される．よっ

て，主張が成立する．

命題 7.23 (Jordan-Chevalley分解=命題 A.22). 線形空間 V 上の自己準同型写
像 x ∈ End(V )に対して以下が成り立つ．

(i) 次を満たす xs, xn ∈ End(V )が一意的に存在する：x = xs + xn, xsは
半単純，xnは冪零，xsと xnは可換.

(ii) xs = p(x), xn = q(x)を満たす定数項を持たない一変数多項式p(t), q(t) ∈
C[t]が存在する．特に，xs, xnは xと可換な任意の自己準同型写像と
可換である．

(iii) 線形部分空間A ⊂ B ⊂ V に対しx(B) ⊂ Aが成り立てば，xs(B), xn(B) ⊂
Aも成り立つ．

分解 x = xs+xnを xのJordan-Chevalley分解 (ジョルダン分解)と呼ぶ．xs
を xの半単純部分 (semisimple part), xnを xの冪零部分 (nilpotent part)
と呼ぶ．

例 7.24. (
1 2
0 3

)
=

(
1 0
0 3

)
+

(
0 2
0 0

)
なる分解を考える．

S :=

(
1 0
0 3

)
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は半単純，

N :=

(
0 2
0 0

)
は冪零であるが SN ̸= NSである．命題 7.23の意味でのジョルダン分解は以
下で与えられる： (

1 2
0 3

)
=

(
1 2
0 3

)
+O

補題 7.25 (=補題 A.23). x ∈ End(V )のジョルダン分解 x = xs + xnに対し，
adx = ad xs + adxnは adxのジョルダン分解である．

定義 7.26 (抽象ジョルダン分解). gを半単純リー代数とする．定理 A.25に
より，

ad : g ∼= ad g = Der(g)

が成り立つ．x ∈ gに対し，adx ∈ Der(g) ⊂ End(g)のジョルダン分解を
adx = (ad x)s + (adx)n とすると，(adx)s, (adx)n ∈ Der(g)となる（補題
A.24）．ad : g ∼= Der(g)より，ad(xs) = (adx)s, ad(xn) = (ad x)n となる
xs, xn ∈ gがそれぞれ唯一つ存在し，x = xs + xn, [xs, xn] = 0が成り立つ．こ
れを x ∈ gの (抽象)ジョルダン分解 (Jordan decompositionと呼び，xsを
xの半単純成分 (semisimple part)，xnを xの冪零成分 (nilpotent part)と
呼ぶ．

より一般に次が成り立つ：

定理 7.27 ([24, 第 8章補題 4]参照). 半単純リー代数 gと任意の x ∈ gに対し，
次を満たす xs, xn ∈ gが一意的に存在する：任意の表現 ρ : g→ gl(V )に対し，
ρ(xs) = ρ(x)s, ρ(xn) = ρ(x)nが成り立つ．

7.3. 半単純リー代数のルート分解. この章ではリー代数 gは全て半単純とする．
任意の gの元が冪零ならば，エンゲルの定理（例えば，[11, Chapter 3.2], [24,
第 3章定理 5]）により gが冪零となり矛盾である．すなわち，gは半単純元 x
をもつ．gの部分リー代数 ⟨x⟩Cの任意の元は半単純である．従って，gは任意
の元が半単純である部分リー代数を含む．半単純元からなる部分リー代数を
toralと呼ぶ．

補題 7.28 (例えば [11, Chapter 8.1, Lemma], [24, 第 8章補題 5]). gの toral部
分リー代数は可換である．

証明. hを gの toral部分リー代数とする．hが可換でないと仮定して矛盾を導
く．このとき，ある x ∈ hが存在して，adh x ̸= 0となる．adg xは対角化可能
かつ hは adg x不変なので，補題 A.15により adh x = adg x|hも対角化可能で
ある．従って，adh xに関する 0でない固有値 λ1が存在する．すなわち，ある
λ1 ̸= 0と y ∈ hが存在して，adx(y) = λ1yとなる．ad yは対角化可能なので，
対応する gの固有空間分解を以下のように書く：

g =
⊕
µ

g(y, µ), g(x, µ) := {y ∈ g | [x, y] = µy}
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x =
∑
xµ (xµ ∈ g(y, µ))なる分解に対して，∑

µxµ = [y, x] = −λ1y ∈ g(y, 0)

なので，
∑
µ2xµ = [y,

∑
µxµ] = 0となる．よって，µ ̸= 0ならば xµ = 0とな

る．従って，[y, x] = 0となり矛盾する．

以下，hを極大 toral部分リー代数とする．hの基底 {h1, . . . , hℓ}をとる．補題
7.25により，ad(h1), . . . , ad(hℓ)は半単純である．さらに，補題 7.28により hは
可換なので，補題7.22を適用すると同時対角化可能であることが分かる．すなわ
ち，gの基底{e1, . . . , en}が存在して，任意の iに対し，eiは ad(h1), . . . , ad(hℓ)
の共通の固有ベクトルである．そこで，

ad(hj)(ei) = αj
iei

とかくと，

ad

(
ℓ∑

j=1

cjhj

)
(ei) =

(
ℓ∑

j=1

cjα
j
i

)
ei

が成り立つ．そこで，αi ∈ h∨を任意の
∑ℓ

j=1 cjhj ∈ hに対し，

αi

(
ℓ∑

j=1

cjhj

)
=

ℓ∑
j=1

cjα
j
i

により定める．α ∈ h∨に対し，

gα := {x ∈ g | [h, x] = α(h)x (∀h ∈ h)}
とおくと，gαi

⊃ ⟨ei⟩Cが成立する．よって，

g =
∑
α∈h∨

gα

を得る．

問 7.29. 上記記号のもと，g =
⊕

α∈h∨ gαが成り立つことを示せ．

hの中心化部分代数 cg(h) := {x ∈ g | [x, h] = 0}は g0と一致する．さらに，

Φ := Φ(g, h) := {α ∈ h∨ \ {0} | gα ̸= 0}
とおき，α ∈ Φをgのhに関するルート (root)，gαをルート空間 (root space)
と呼ぶ．このとき，直和分解

g = cg(h)⊕
⊕
α∈Φ

gα

をgの（hに関する）ルート(空間)分解(root space decomposition, Cartan
decomposition)と呼ぶ．

例 7.30. g = sln(C)のルート分解を求める．

h :=
{
h = diag(ξ1, · · · , ξn) |

n∑
i=1

ξi = 0
}
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とおくと，hは明らかに toralである．上記と同様の方法により（hが極大 toral
であることは示していないが），ルート分解

g = cg(h)⊕
⊕
α∈Φ

gα

を得る．gln(C)の標準基底 {ei,j}と h = diag(ξ1, · · · , ξn)に対し，

[h, eij] = (ξi − ξj)eij

となる．よって，

αij : h 7→ ξi − ξj
とおくと，αij ∈ h∨で，

h ⊂ cg(h), ⟨eij⟩C ⊂ gαij
(i ̸= j)

が成り立つ．明らかに g = h⊕
⊕

i ̸=j⟨eij⟩Cが成り立つので，

h = cg(h), ⟨eij⟩C = gαij
(i ̸= j),Φ = {αij (i ̸= j)}

となる．h = cg(h)より hは極大可換部分代数であることが分かるので，極大
toralである．

7.4. キリング形式.

定義 7.31. リー代数 gに対し，

κ : g× g→ C; (x, y) 7→ Tr(adx ad y)

を g上のキリング形式 (Killing form)と呼ぶ．κは g上の対称双線形形式で
ある．さらに，κ([x, y], z) = κ(x, [y, z])を満たす．

問 7.32. κ([x, y], z) = κ(x, [y, z])を示せ．この意味でキリング形式は結合的で
ある．

補題 7.33. リー代数 gとそのイデアル aに対して，κと κaをそれぞれのキリ
ング形式とする．このとき，κa = κ|a×aが成り立つ．

証明. 線形空間V とその部分空間Wに対して，V の自己準同型写像ϕがϕ(V ) ⊂
W を満たすとする．このとき，Trϕ = Tr(ϕ|W )となることに注意する．いま，
x, y ∈ aに対して adx ad y ∈ gl(g)かつ (adx ad y)(gl(g)) ⊂ aとなるので，

κ(x, y) = Tr(adx ad y) = Tr((adx ad y)|a) = Tr(ada x ada y) = κa(x, y)

が成り立つ．

定義 7.34. リー代数 gとそのイデアル aに対し，

a⊥ := {x ∈ g | κ(x, y) = 0 (∀y ∈ a)}

と定める．特に，g⊥をキリング形式κの根基 (radical)と呼ぶ．さらに，g⊥ = 0
のとき，κは非退化 (nondegenerate)という．
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例 7.35. sl2のキリング形式を計算してみよう．例 7.9と同じ記号を用いる．基
底の順序を {x, h, y}とする．このとき，

adh = diag(2, 0,−2), adx =

0 −2 0
0 0 1
0 0 0

 , ad y =

 0 0 0
−1 0 0
0 2 0


となるので，κは

0 0 4
0 8 0
4 0 0

で与えられる．行列式は−128なので，κは非退
化である．

より一般的に，古典型線形リー代数のキリング形式は以下のようになる．

例 7.36. gを古典型線形リー代数，κをそのキリング形式とする．このとき，
以下が成り立つ．

(i) g = gln(C)ならば，κ(x, y) = 2nTr(xy)− 2Tr(x)Tr(y).
(ii) g = sln(C)ならば，κ(x, y) = 2nTr(xy).
(iii) g = son(C)ならば，κ(x, y) = (n− 2)Tr(xy).
(iv) g = sp2n(C)ならば，κ(x, y) = (2n+ 2)Tr(xy).

証明. まず，g = gln(C)のキリング形式を計算する．gln(C)の標準基底を eij
と書くと，

(ad(eij) ad(ejl))(egh) = ad(eij)(δlgekh − δhkegl) = δlg[eij, ekh]− δhk[eij, egl]
= δlg(δjkeih − δhiekj)− δhk(δjgeil − δliegj)
= δlgδjkeih − δlgδhiekj − δhkδjgeil + δhkδliegj

が成り立つ．
線形空間gln(C)の標準内積 (eij, ekl) := δikδjlを考える．(ad(eij) ad(ejl))(egh) ∈

gln(C)の eghに関する成分は (ad(eij) ad(ejl))(egh) ∈ gln(k)と eghの内積の値に
他ならない．

(δlgδjkeih − δlgδhiekj − δhkδjgeil + δhkδliegj, egh)

= δlgδjkδig − δlgδhiδkgδjh − δhkδjgδigδlh + δhkδliδjh

従って，

Tr(ad(eij) ad(ejl)) =
∑
g,h

(δlgδjkδig − δlgδhiδkgδjh − δhkδjgδigδlh + δhkδliδjh)

= nδliδjk − δklδij − δijδlk + nδkjδli

= 2nδliδjk − 2δklδij = 2nTr(eijekl)− 2Tr(eij)Tr(ekl)

従って，キリング形式κの双線形性により，g = gln(C)ならばκ(x, y) = 2nTr(xy)−
2Tr(x)Tr(y)が成り立つ．sln(C)は gln(C)のイデアルなので，補題 7.33を適用
すると，κ(x, y) = 2nTr(xy)となることが分かる．g = son(C)と g = sp2n(C)
の場合は演習問題とする．

問 7.37. g = son(C)と g = sp2n(C)に対して，キリング形式が例 7.36の形で
与えられることを示せ．
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命題 7.38. リー代数 gに対し，以下は同値である．
(i) gは半単純である．
(ii) gは 0以外に可換イデアルを持たない．

証明. 一般に aを可環イデアルとすると，a ⊂ rad(g)である．gを半単純とす
ると，定義より rad(g) = 0なので a = 0となる．一方，rad(g) ̸= 0ならば，
Dkrad(g) ̸= 0かつDk+1rad(g) = 0を満たす正の整数 kが存在する．このとき，
Dkrad(g)は 0でない可換イデアルである．

補題 7.39. リー代数 gに対し g⊥を B の根基とすると，g⊥ ⊂ rad(g)が成り
立つ．

証明. 定義により，任意の x ∈ g⊥と y ∈ D(g⊥)に対して Tr(adx ad y) = 0と
なる．カルタンの判定法により，ad(g⊥)は可解である．ad(g⊥) ∼= g⊥/Z(g⊥)な
ので，g⊥も可解である．よって，g⊥ ⊂ rad(g)が成り立つ．

定理 7.40. リー代数 gに対し，以下は同値である．
(i) gは半単純である．
(ii) gのキリング形式 κは非退化である．

証明. 補題 7.39により，(i)⇒ (ii)は成り立つ．逆に (ii)⇒ (i)を示すには，命
題 7.38より，任意の gの可換イデアル aが g⊥に含まれることを示せば良い．任
意の x ∈ a, y ∈ gに対して adx ad y : g→ g→ aを考えると，(adx ad y)2(g) ⊂
Da = 0となるので，(adx ad y)2は冪零である．従って，

κ(x, y) = Tr(adx ad y) = 0

となる．すなわち，a ⊂ g⊥ = 0が成り立つ．

7.5. ルートの性質. 以下，半単純リー代数 gとその極大 toral h ⊂ gに対し，
ルート分解

g = cg(h)⊕
⊕
α∈Φ

gα

を考える．

命題 7.41. 上の記号の下，以下が成立する．
(i) [gα, gβ] ⊂ gα+β

(ii) キリング形式κに関する直交補空間 gα
⊥は gα

⊥ =
⊕

β ̸=−α gβとかける．
(iii) κ|cg(h)×cg(h)は非退化である．

命題 7.42. hを gの極大 toralとすると，h = cg(h)が成り立つ．よって，κ|h×h

は非退化である．

κ|h×hは非退化なので，
h→ h∨;x 7→ κ(x, ·)

は線形空間の間の同型写像を与える．これにより α ∈ h∨ に対応する hの元
を tα とかく．このとき α(h) = κ(tα, h)が成り立つ．ルート全体の集合 Φは
{tα|α ∈ Φ}と対応する．

命題 7.43. 上の記号の下，α ∈ Φとする．このとき，以下が成り立つ．
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(i) ⟨Φ⟩C = h∨．
(ii) −α ∈ Φ．
(iii) x ∈ gα, y ∈ g−αならば，[x, y] = κ(x, y)tα．
(iv) [gα, g−α] = Ctα．
(v) α(tα) = κ(tα, tα) ̸= 0．
(vi) xα ∈ gα \ {0}ならば yα ∈ g−αが存在して {xα, yα, hα}が sl2-tripleを

成す．ただし，hα := [xα, yα]とする．
(vii) hα = 2tα/κ(tα, tα); hα = −h−α．

以下，命題 7.43 (vi)の sl2-tripleを sαとかく．

命題 7.44. 上の記号の下，以下が成り立つ．
(i) α ∈ Φならば，dim gα = 1．
(ii) α, cα ∈ Φ (c ∈ C)ならば，c = ±1．
(iii) α, β ∈ Φならば，β(hα) ∈ Zかつ β − β(hα)α ∈ Φ．
(iv) α, β, α + β ∈ Φならば，[gα, gβ] = gα+β．
(v) α, β ∈ Φかつ β ̸= ±αとする．さらに，r, q ∈ Zを β − rα, β + qα ∈ Φ
となる最大の整数とする．このとき，β + iα ∈ Φ (−r ≤ i ≤ q)かつ
β(hα) = r − q．

(vi) gはリー代数として gα (α ∈ Φ)により生成される．

キリング形式 κの hへの制限により同型写像

h→ h∨;x 7→ κ(x, ·)
を得た．この同型により h と h∨ を同一視し，任意の λ, µ ∈ h∨ に対して，
(λ, µ) := κ(tλ, tµ)と置くことで，h∨上の非退化対称双線形形式を定める．さ
らに，命題 7.43 (i)により，Φの部分集合 {α1, · · · , αl}が存在して，h∨の基底
をなす．以下，この基底を固定して話を進める．

補題 7.45. 上の記号の下，β ∈ Φを β =
∑l

j=1 cjαjと表すと，cj ∈ Qである．

証明. 全ての iに対し，(αi, β) =
∑l

j=1(αi, αj)cjとなるが，両辺に 2/(αi, αi)を
かければ，

2(αi, β)

(αi, αi)
=

l∑
j=1

2(αi, αj)

(αi, αi)
cj.

一方，キリング形式κ|h×hは非退化で {αi}は hの基底なので，det((αi, αj)) ̸= 0
となる．従って，

det

(
2(αi, β)

(αi, αi)

)
=

( l∏
i=1

2

(αi, αi)

)
det((αi, αj)) ̸= 0.

これから題意は従う．

ΦがQ上生成する h∨の部分空間をEQとすると，上記補題により，EQはQ
上の l次元線形空間で h∨ = EQ ⊗Q Cとなる．
補題 7.46. h上の非退化対称双線形形式 ( , )をEQに制限したものは有理数値
をとり，正定値符号（すなわち，任意の λ ∈ EQ \ {0}に対し，(λ, λ) > 0）で
ある．
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証明. 任意の λ, µ ∈ h∨に対して，

(λ, µ) = κ(tλ, tµ) = Tr(ad tλ ad tµ) =
∑
α∈Φ

α(tλ)α(tµ) =
∑
α∈Φ

(α, λ)(α, µ).

特に，β ∈ Φに対して，
(β, β) =

∑
α∈Φ

(α, β)2

となり，両辺を (β, β)2で割ると，

1

(β, β)
=
∑
α∈Φ

(α, β)2

(β, β)2

を得る．命題 7.44 (iii)により，2(α,β)
(β,β)2

∈ Zなので，上記式の右辺は有理数であ
る．すなわち，(β, β) ∈ Qとなる．よって，任意の α, β ∈ Φに対し，

(α, β) =
(β, β)

2
× 2(α, β)

(β, β)
∈ Q

となる．任意のEQの元はルートのQ上の線形結合でかけるので，( , )をEQ
に制限したものは有理数値をとる．さらに，任意の λに対し，

(λ, λ) =
∑
α∈Φ

(α, λ)2 ≥ 0.

(λ, λ) = 0ならば，任意の α ∈ Φに対し (α, λ) = 0となる．このとき，λ ∈
g⊥ = 0となり題意は成立する．

E := EQ ⊗Q Rと置くと，( , )はE上に延長することができる．この ( , )は
E上の実数値をとる正定値非退化対称双線形形式である．すなわち，(E, ( , ))
は内積空間である．

8. ルート系

この章ではEを内積空間，つまり，内積 (α, β)をもったR上の有限次元ベ
クトル空間とする．さらに，非零ベクトルα ∈ Eに対し，αと直交するベクト
ル全体がなすEの超平面を Pαとかく：

Pα = {β ∈ E | (β, α) = 0}.

定義 8.1. 線形変換 σ ∈ GL(E)が以下の二つの条件を満たすとき，σを Eに
おける鏡映 (reflection)と呼ぶ．

(i) 非零ベクトル α ∈ Eが存在して，σによる固定点の集合が超平面 Pα

と一致する．
(ii) σ(α) = −αが成り立つ．

さらに，このとき鏡映 σを σαとかく．

補題 8.2. 定義 8.1の記号の下，

σα(β) = β − 2(β, α)

(α, α)
α

が成り立つ．
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証明. Eの直交分解 E = Rα ⊕ Pαを用いて，β = cα + γ (c ∈ R, γ ∈ Pα)と

かく．このとき，βとαの内積を取ると，c =
(β, α)

(α, α)
となることが分かる．さ

らに，

σα(β) = σα(cα + γ) = cσα(α) + σα(γ) = −cα + γ = β − 2cα

となるので題意は従う．

以下，
2(β, α)

(α, α)
を ⟨β, α⟩もしくは cα,βとかく．

補題 8.3. ΦをEを張る有限部分集合とする．任意のα ∈ Φに対し，σα(Φ) = Φ
が成り立つとする．σ ∈ GL(E)が以下の三つの条件を満たすとする．

(i) σ(Φ) = Φ.
(ii) σ(α) = −α.
(iii) ある超平面 P が σの固定点集合に含まれる．

このとき，σ = σαかつ P = Pαが成り立つ．

証明. τ := σ ◦σαとおく．このとき，τ(α) = α, τ(Φ) = Φとなる．前半より，τ
はRαに自明に作用することが分かる．従って，τ はE/Rαに作用するが，こ
の作用は自明である．実際，分解E = Rα ⊕ P に即して任意の β ∈ Eを分解
すると，β = cα + γ (c ∈ R, γ ∈ P )とかける．このとき，

τ(β) = σ(β − ⟨β, α⟩α) = σ(β)− ⟨β, α⟩σ(α) = γ + (⟨β, α⟩ − c)α
となるので，τ はE/Rαへ自明に作用する．従って，τ の全ての固有値は 1に
等しいので，τ の最小多項式 fτ (x)は (x − 1)ℓの因子となる (ℓ = dimE)．一
方，τ(Φ) = Φに注意し，β, τ(β), · · · , τ k(β) (k ≥ |Φ|)を考えると，ある k0に
対し，τ k0(β) = βとなることが分かる．よって，kを十分大きくとると，任意
の βに対して τ k(β) = βとなる．ΦはEを生成するので τ k = 1となる．従っ
て，τ の最小多項式 fτ (x)は xk − 1の因子となる．以上により，fτ (x) = x− 1
となるので，τ = 1である．

定義 8.4. Eの部分集合 Φが以下の四つの条件を満たすとき， Φをルート系
と呼ぶ:

(R1) Φ ⊂ EはEを張る有限集合で 0を含まない．
(R2) 実数 kが α, kα ∈ Φを満たすならば k = ±1である.
(R3) 任意の α ∈ Φに対し，鏡映 σαは σα(Φ) ⊂ Φを満たす．
(R4) α, β ∈ Φならば，⟨β, α⟩は整数である.

ルート系Φの元をルートといい，Eのベクトル空間としての次元をΦの階数
と呼ぶ．さらに，鏡映 σα (α ∈ Φ)によって生成される群をΦのワイル群と呼
び W とかく.

定理 8.5. 半単純リー代数 gのルート空間分解 g = h⊕
⊕

α∈Φ gαに対し，E :=
⟨Φ⟩R ⊂ h∨とおく．さらに，キング形式によって定まるE上の内積を ( , )と
かく．このとき，(E, ( , ),Φ)はルート系である．

補題 8.6. ルート系Φのワイル群W の位数は有限である．
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証明. Φ = {α1, · · · , αd}とする．任意のw ∈ W に対し，w(Φ) = Φなので，W
から対称群 Sym(Φ)への群準同形写像を得る；

W → Sym(Φ);w 7→ [i 7→ j if w(αi) = αj]

ΦはEを生成するので，この写像は単射である．従って，Sym(Φ)の有限性か
ら題意が従う．

補題 8.7. ΦをEのルート系，W をそのワイル群とする．もし σ ∈ GL(E)が
σ(Φ) = Φを満たすならば，任意の α, β ∈ Φに対し，以下が成り立つ：

(i) σσασ
−1 = σσ(α).

(ii) ⟨β, α⟩ = ⟨σ(β), σ(α)⟩.

証明. 前半は補題 8.3より従う．よって，後半を示せば良い．任意の β ∈ Φに
対し，

σσασ
−1(σ(β)) = σ(σα(β)) = σ(β − ⟨β, α⟩α) = σ(β)− ⟨β, α⟩σ(α)

σσ(α)(σ(β)) = σ(β)− ⟨σ(β), σ(α)⟩σ(α)
となるので，前半から後半が従う．

定義 8.8. 内積空間とルート系の組み (E,Φ), (E ′,Φ′)に対し，ベクトル空間と
しての同形写像 ϕ : E → E ′ が存在し，ϕ(Φ) = Φ′ と ⟨ϕ(β), ϕ(α)⟩ = ⟨β, α⟩
(∀α, β ∈ Φ)が成り立つとき，(E,Φ)と (E ′,Φ′)（もしくはルート系ΦとΦ′）は
同形 (isomorphic)であるという.　

系 8.9. (E, ( , )E,Φ), (E
′, ( , )E′ ,Φ′)をそれぞれルート系とする．もし線形空間

としての同形写像 ϕ : E → E ′が存在して，ϕ(Φ) = Φ′を満たすならば，ルー
ト系 (E, ( , )E,Φ), (E

′, ( , )E′ ,Φ′)は同形である．さらに，(E, ( , )E,Φ)がルー
ト系ならば，任意の c, d ∈ R \ {0}に対して (E, c( , )E, dΦ)もルート系で，そ
れらは同形である．

証明. (E, ( , )E,Φ)がルート系ならば，任意のc, d ∈ R\{0}に対して (E, c( , )E, dΦ)
もルート系であることは簡単に分かる．よって，後半は前半から従うので，前
半を示せば十分である．前半を示すには，任意の α, β ∈ Φに対し，⟨β, α⟩E =
⟨ϕ(β), ϕ(α)⟩E′が成り立つことを示せば良い．仮定よりEとE ′は同形なので，
線形空間として同一視することが出来る．このとき，ϕ ∈ GL(E)とみなすこ
とにより，補題 8.7を適用すると，題意が成り立つことが分かる．

この系により，線形空間としての同形写像 ϕ : E → E ′ が ϕ(Φ) = Φ′ を
満たすならば，後半の条件 ⟨ϕ(β), ϕ(α)⟩ = ⟨β, α⟩は自動的に成立する．また，
ϕにより同形なルート系 Φと Φ′ のワイル群をそれぞれW , W ′ としたとき，
W → W ′;σ 7→ ϕ ◦ σ ◦ ϕ−1によりワイル群も同形であることに注意する．
Φの自己同形群を

Aut(Φ) := {g ∈ GL(E)|g(Φ) = Φ}

により定めると，補題 8.7(i)により，ワイル群W はAut(Φ)の正規部分群であ
ることが分かる．さらに，次が成立する：
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定理 8.10 ([11, 14.2 Theorem], [24, 第 13章定理 2]). g, g′を半単純リー代数に
対し，それらに付随するルート系が同形ならば，gと g′はリー代数として同形
である．

上記定理により，同形の差を除いてルート系を分類することが今後の最も大
きな目標の一つである．そこで，内積空間とルート系の組み (E,Φ)を考える．
内積空間 Eに付随する内積に対し，正規直交底を取ることにより，Eは通常
の内積を備えた Rl，すなわちユークリッド空間として良い．従って，今後は
内積空間Eはユークリッド空間Rlと仮定する．ルート系の分類に向け，まず
は 2つのルートの関係を調べることから始めよう．

命題 8.11. ルート α, β ∈ Φに対し，それらのなす角を θとする．α ̸= ±βか
つ ||β|| ≥ ||α||のとき，(⟨α, β⟩, ⟨β, α⟩, θ, ||β||2/||α||2)の組は以下の表のいず
れかを満たす．

⟨α, β⟩ ⟨β, α⟩ θ ||β||2/||α||2
0 0 π/2 定まらない
1 1 π/3 1
−1 −1 2π/3 1
1 2 π/4 2
−1 −2 3π/4 2
1 3 π/6 3
−1 −3 5π/6 3

証明. (α, β) = ||α|| ||β|| cos θなので，

⟨β, α⟩ = 2(β, α)

(α, α)
=

2||β||
||α||

cos θ

となる．従って，
⟨α, β⟩ ⟨β, α⟩ = 4 cos2 θ

が成り立つ．0 ≤ cos2 ≤ 1かつ ⟨α, β⟩, ⟨β, α⟩は整数なので，

0 ≤ ⟨α, β⟩ ⟨β, α⟩ ≤ 4

となるが，仮定よりα ̸= ±βなので，⟨α, β⟩ ⟨β, α⟩ ̸= 4である．また，θ = π/2で
あることと ⟨α, β⟩ ⟨β, α⟩ = 0であることは同値である．よって，⟨α, β⟩ ⟨β, α⟩ =
1, 2または 3であるときを考えれば良い．ここで，仮定より ||β|| ≥ ||α||なので，

|⟨β, α⟩|
|⟨α, β⟩|

=
||β||2

||α||2
≥ 1

となることに注意する．どの場合も同じようにできるので，⟨α, β⟩ ⟨β, α⟩ = 2
のときのみ証明を与える．このとき，(⟨α, β⟩ ⟨β, α⟩) = (2, 1)もしくは (−2,−1)
となる．cos2 θ = 1/2 なので，θ = π/4 もしくは 3π/4 となる．このとき，
||β||2/||α||2 = 2となり題意は成立する．

補題 8.12. 定数倍でない 2つのルート α, β ∈ Φに対し，(α, β) > 0ならば，
α− βはルートである．また，(α, β) < 0ならば，α + βはルートである．
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証明. 後半は前半において βを−βとすれば得られる．従って前半を示せば良
い．(α, β) > 0ならば，命題 8.11により ⟨α, β⟩もしくは ⟨β, α⟩は 1と等しい．
⟨α, β⟩ = 1ならば，σα(β) = α− β ∈ Φとなる．⟨β, α⟩ = 1ならば，β − α ∈ Φ
となるが，σβ−α(β − α) = α− β ∈ Φとなる．

命題 8.13. 階数 2のルート系はA1×A1, A2, B2, G2のいずれかと同形である．

証明. dimE = 2 なので，ルート系 Φ は平面ベクトルの集合である．相異
なるルートのうち，それらのなす角 θが最小であるルートの組みを一つ固定
し，α1, α2 ∈ Φとかく．すなわち，α1, α2 ∈ Φは隣り合ったルートである．
補題 8.12 により，0 ≤ θ ≤ π/2 である． さらに，定理 8.11 により，θ の
値は π/2, π/3, π/4, π/6のいずれかであることに注意する．このとき，α3 :=
σα2(−α1)は α2を含む直線に関する鏡映により α1を移して得られる．さらに，
α4 := σα3(−α2)はα3を含む直線に関する鏡映によりα2を移して得られる．こ
れを繰り返すことにより 2π/θ個のルートを得るが，θの最小性からΦに含ま
れるルートは全てこのようにして構成される．θの値 π/2, π/3, π/4, π/6に対応
して，ルート系はA1 × A1, A2, B2, G2とそれぞれ同形になる．

9. 基底とワイル群

9.1. 基底とワイルの部屋.

定義 9.1. ルート系Φ ⊂ Eの部分集合∆が以下の二つの条件を満たすとき，Φ
の基底という：

(B1) ∆はベクトル空間Eの基底である.
(B2) 任意のルート β ∈ Φを β = Σkαα (α ∈ ∆)と表したとき kαは整数で，

任意の αに対して kα ≥ 0もしくは kα ≤ 0が成り立つ．

このような∆の元を単純ルートと呼ぶ．上記 (B2)におけるβに対して，htβ :=
Σkαを（∆に関する）βの高さ(height)と呼ぶ．また，任意のαに対してkα ≥ 0
が成り立つβを正のルートと呼ぶ．一方，任意のαに対して kα ≤ 0が成り立つ
βを負のルートと呼ぶ．正のルート全体をΦ+，負のルート全体をΦ−で表す．
また，ξ, η ∈ Eに対し ξ − η = Σkααと表したとき，全ての単純ルート α ∈ ∆
に対し kα ≥ 0となるとき，ξ ≻ ηと定める．≻はルート系の基底の選び方に
依存して定まるE上の半順序である．

補題 9.2. ルート系Φの基底∆に対し，α ̸= β ∈ ∆ならば，(α, β) ≤ 0となる．

証明. (α, β) > 0とする．仮定より α ̸= ±βなので，補題 8.12より α − β ∈ Φ
となる．しかし，これは (B2)に矛盾する．

γ ∈ Eに対し，
Φ+(γ) := {α ∈ Φ|(γ, α) > 0}

とおく．γ ∈ E \
∪

α∈Φ Pα のとき，γ を正則 (regular)と呼び，それ以外の
とき，特異 (singular)と呼ぶ．γが正則なとき，Φ = Φ+(γ) ∪ −Φ+(γ)と表
される．α ∈ Φ+(γ)に対して，α = β1 + β2となる β1, β2 ∈ Φ+(γ)が存在す
るとき，αを分解可能 (decomposable)と呼び，そうでないとき分解不可能
(indecomposable)と呼ぶ．
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定理 9.3. 正則な元 γ ∈ Eに対し，∆(γ)をΦ+(γ)における分裂不可能なルー
ト全体の集合とする．このとき，∆(γ)はΦの基底をなす．また，全ての基底
はこのようにして得られる．

証明. 5段階に分けて証明する．
ステップ 1 Φ+(γ)におけるルートは∆(γ)の元の非負 Z係数和として表さ

れる：∆(γ)の元の非負Z係数和として表されないΦ+(γ)の元が存在すると仮
定する．そのうち，γとの内積の値が最小のものを αとする．α ̸∈ ∆(γ)なの
で，αは分解可能である．すなわち，α = β1+β2となる β1, β2 ∈ Φ+(γ)が存在
する．(γ, α) = (γ, β1) + (γ, β2)において (γ, β1), (γ, β2) > 0なので，(γ, α)の
最小性より，β1, β2は∆(γ)の元の非負Z係数和として表される．これは矛盾．
ステップ 2 α ̸= β ∈ ∆(γ)に対して，(α, β) ≤ 0：(α, β) > 0とすると，

β ̸= ±αなので，補題 8.12により α− β ∈ Φとなる．よって，α− β ∈ Φ+(γ)
または β − α ∈ Φ+(γ)が成り立つ．前者の場合，α = β + (α− β)となり αが
分解可能となり矛盾．後者も同様に βが分解可能となり矛盾．
ステップ 3 ∆(γ)の元は線形独立である：

∑
rαα = 0 (α ∈ ∆(γ), rα ∈ R)と

する．rαの正負で分けることにより，
∑
sαα =

∑
tββと変形できる（sα, tβ ≥ 0

かつ α ̸= β）．ϵ =
∑
sααとおくと，(ϵ, ϵ) =

∑
α,β sαtβ(α, β) ≤ 0（ステップ

2より）となり ϵ = 0となる．よって，0 = (γ, ϵ) =
∑
sα(γ, α)となるので，

sα = 0かつ tβ = 0となり，線形独立性が示された．
また，同様の方法により次のことも分かる：Eの 1つの超平面とその超平面

の片側にあるベクトルの集合 Sを固定する．Sに含まれるいかなる 2つのベク
トルのなす角も鈍角であるならば Sの元は線形独立である．
ステップ 4 ∆(γ)はΦの底である：ステップ 1とΦ = Φ+(γ)∪−Φ+(γ)によ

り (B2)が成り立つ．よって，∆(γ)はEを張る．ステップ 3により∆(γ)の元
は線形独立なので，(B1)も成り立つ．
ステップ 5 Φの任意の基底∆に対し，ある γ ∈ Eが存在し∆ = ∆(γ)が成

立する：基底∆に対し，任意のα ∈ ∆に対し，(γ, α) > 0となる γ ∈ Eを選ぶ．
(B2)により γは正則である．また，Φ+ ⊂ Φ+(γ)かつΦ− ⊂ −Φ+(γ)が成り立
つ．Φ = Φ+∪Φ−,Φ = Φ+(γ)∪−Φ+(γ)より，Φ+ = Φ+(γ)かつΦ− = −Φ+(γ)
が成り立つ．Φ+ = Φ+(γ)なので，∆ ⊂ ∆(γ)となるが，|∆| = |∆(γ)| = dimE
より∆ = ∆(γ)となる．

E \
∪

α∈Φ Pαの連結成分をワイルの部屋 (Weyl chamber)と呼ぶ．正則な
元 γ ∈ Eに対し，それを含むワイルの部屋 C(γ)が一意に定まる．C(γ) = C(γ′)
となるのは，任意の超平面 Pα (α ∈ Φ)に対し，γ, γ′が同じ側にあることと同
値である．これはΦ+(γ) = Φ+(γ′)，すなわち∆(γ) = ∆(γ′)が成り立つことに
他ならない．さらに，

W × {ワイルの部屋 } → {ワイルの部屋 }; (σ, C(γ)) 7→ C(σ(γ)),

W × {ルート系の基底 } → {ルート系の基底 }; (σ,∆) 7→ σ(∆)

により，ワイル群W はワイルの部屋からなる集合とルート系の基底からなる集
合にそれぞれ作用する．他方，α ∈ Φ+(γ)に対して，(σ(α), σ(γ)) = (α, γ)が成
り立つ．よって，σ(Φ+(γ)) = Φ+(σ(γ))となるが，これは σ(∆(γ)) = ∆(σ(γ))
が成り立つことを意味する．以上により次が分かった．
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命題 9.4. ルート系の基底とワイルの部屋は一対一に対応する：

{ルート系の基底 } ↔ {ワイルの部屋 }; ∆(γ) 7→ C(γ).

さらに，この対応はワイル群の作用と可換である．

∆ = ∆(γ)のとき，C(∆) := C(γ)とかき，∆に関する基本ワイルの部屋
(fundamental Weyl chamber relative to ∆)と呼ぶ．

9.2. 単純ルートの性質. 引き続き，Φをルート系，∆をその基底とする．

補題 9.5. α ∈ Φ+ \∆ならば，ある β ∈ ∆に対して α− β ∈ Φ+となる．

証明. ∆は基底なので，α =
∑

γ∈∆ sγγとかける．αは正のルートなので，sγ ≥ 0

である．任意の γ ∈ ∆に対して，(α, γ) ≤ 0とすると，

(α, α) =
∑
γ∈∆

sγ(α, γ) ≤ 0

が成り立つので，α = 0となり矛盾．よって，ある β ∈ ∆に対して，(α, β) > 0
が成立する．このとき，補題 8.12により，α− β ∈ Φとなる．α ̸= βより，あ
る γ ̸= βに対して sγ > 0となる．よって，α−βの γの係数も正である．従っ
て，基底の性質 (B2)により，α− βは正のルートである．

系 9.6. 任意の β ∈ Φ+に対し，α1, · · · , αk ∈ ∆ (i < jのとき αi = αj となる
ことも許す)が存在して，β = α1 + · · ·+αkかつα1 + · · ·+αi ∈ Φ (∀i) が成り
立つ．

証明. 補題 9.5と htβに関する帰納法により従う．

補題 9.7. α ∈ ∆に対して，σα(Φ+ \ {α}) = Φ+ \ {α}となる．

証明. β =
∑

γ∈∆ sγγ ∈ Φ+ \ {α} (sγ ≥ 0)に対して，β ̸= ±αなので，ある
γ ̸= αに対して，sγ > 0である．σα(β) = β − ⟨β, α⟩αの γに関する係数も sγ
と等しい．従って，基底の性質 (B2)により，σα(β)は正のルートである．ま
た，σα(α) = −αである．

系 9.8. δ := 1
2

∑
β∈Φ+ βとおく．このとき，任意の α ∈ ∆に対して，σα(δ) =

δ − αが成り立つ．

証明. 補題 9.7より従う．

補題 9.9. α1, · · · , αt ∈ ∆ （i < jのとき αi = αj となることも許す）に対し
て，σi := σαi

とおく．もし，σ1 · · ·σt−1(αt) ∈ Φ−ならば，ある s (1 ≤ s < t)
に対して，σ1 · · ·σt = σ1 · · ·σs−1σs+1 · · ·σt−1が成り立つ．

証明. βi = σi+1 · · · σt−1(αt) (0 ≤ i ≤ t− 2), βt−1 = αtとおく．β0 ∈ Φ−, βt−1 ∈
Φ+なので，βs ∈ Φ+となる最小のsが存在する．このとき，σs(βs) = βs−1 ∈ Φ−

となるので，補題 9.7により，βs = αsとなる．さらに，補題 8.7により，σ ∈ W
に対して，σσ(α) = σσασ

−1が成り立つ．よって，

σs = σαs = σβs = σσs+1···σt−1(αt) = · · · = (σs+1 · · ·σt−1)σt(σs+1 · · ·σt−1)
−1.
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これを用いると，

σ1 · · ·σt = (σ1 · · ·σs−1)σs(σs+1 · · ·σt) = (σ1 · · ·σs−1)(σs+1 · · ·σt−1).

系 9.10. σ ∈ W が σ = σ1 · · ·σt と表されたとする．この表示が σ を単純
ルートの鏡映の合成として表す表示の中で最短の表示（簡約表示）であれば，
σ(αt) ∈ Φ−が成り立つ．

証明.

σ(αt) = σ1 · · ·σt(αt) = −(σ1 · · ·σt−1)(αt)

なので，σ(αt) ∈ Φ+とすると，(σ1 · · ·σt−1)(αt) ∈ Φ−となる．しかし，これは
補題 9.9により簡約表示であることに矛盾する．

9.3. ワイル群.

定理 9.11. ルート系Φの基底∆，ワイル群をW とする．このとき，以下が成
り立つ．

(i) γ ∈ Eが正則ならば，ある σ ∈ W が存在して，任意の α ∈ ∆に対し
て (σ(γ), α) > 0となる．従って，ワイル群はワイルの部屋の集合に推
移的に作用する．

(ii) ∆′をΦの異なる基底とすると，σ(∆′) = ∆となる σ ∈ W が存在する．
従って，ワイル群はルート系の基底からなる集合に推移的に作用する．

(iii) α ∈ Φに対し，σ(α) ∈ ∆となる σ ∈ W が存在する．
(iv) W = ⟨σα|α ∈ ∆⟩.
(v) σ ∈ W に対して σ(∆) = ∆ならば，σ = 1となる．従って，(i), (ii)の
ワイル群の作用はそれぞれ単純推移的である．

証明. W ′ := ⟨σα|α ∈ ∆⟩ ⊂ W とおく．まず，(i)− (iii)をW ′に対して示し，
それを用いてW = W ′であることを示す．

(i) δ = 1
2

∑
α∈Φ+ αに対して，(σ(γ), δ)が最大になる σ ∈ W ′を選ぶ．α ∈ ∆

なので，σασ ∈ W ′である．このとき，σの選び方と系 9.8により，

(σ(γ), δ) ≥ (σασ(γ), δ) = (σ(γ), σα(δ)) = (σ(γ), δ − α) = (σ(γ), δ)− (σ(γ), α)

となる．よって，任意のα ∈ ∆に対して，(σ(γ), α) ≥ 0が成り立つ．γが正則
であることから，(σ(γ), α) ̸= 0である．実際，(σ(γ), α) = 0なら，γ ∈ Pσ−1α

となり矛盾する．従って，(σ(γ), α) > 0となる．
(ii) 命題 9.4と (i)より従う．
(iii) (ii)により，任意のルート αがある基底に含まれていることを示せば十

分である．γ ∈ Pα \∪β∈Φ\{±α}Pβに対し，γ′を γの十分近くに取ることにより，
(γ′, α) = ϵ > 0かつ |(γ′, β)| > ϵ (∀β ̸= ±α)が成り立つとして良い．前半の条
件から α ∈ Φ+(γ′)となることが分かり，後半から αが分解不可能であること
が分かる．

(iv) W = W ′を示す．そのためには，任意のα ∈ Φに対し，σα ∈ W ′を示せ
ば良い．(iii)により，β = σ(α) ∈ ∆を満たす σ ∈ W ′が存在する．このとき，
σβ = σσ(α) = σσασ

−1なので，σ(α) = σ−1σβσ ∈ W ′が成り立つ．
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(v) σ(∆) = ∆かつ σ ̸= 1とする．このとき，(iv)により σは 1つ以上の単
純鏡映の積として表される．しかし，これは系 9.10により σ(∆) = ∆に矛盾
する．

定理 9.11により，任意の σ ∈ W は単純鏡映の積として表される．

9.4. 既約ルート系. ルート系Φに対し，Φ1,Φ2 ⊊ Φが存在してΦ = Φ1∪Φ2か
つ (Φ1,Φ2) = 0が成り立つとき，Φは可約 (reducible)と呼ぶ．また可約でないと
き，既約 (irreducible)と呼ぶ．例えば，階数 2のルート系はA1×A1, A2, B2, G2

の 4種類であったが，A1 × A1は可約であり，それ以外は既約である．

命題 9.12. ∆をルート系 Φの底とする．このとき，Φが可約であることと，
∆1,∆2 ⊊ ∆が存在して∆ = ∆1 ∪∆2かつ (∆1,∆2) = 0が成り立つことは同値
である．

証明. Φが可約とする．このとき，Φ1,Φ2 ⊊ Φが存在して Φ = Φ1 ∪ Φ2かつ
(Φ1,Φ2) = 0が成り立つ．もし，∆ ⊂ Φ1ならば，(∆,Φ2) = 0となる．∆はE
の基底なので，(E,Φ2) = 0が成り立つ．よって，Φ2 = ∅となり矛盾する．従っ
て，∆ ̸⊂ Φ1かつ∆ ̸⊂ Φ2となるので，分解∆ = (∆ ∩ Φ1) ∪ (∆ ∩ Φ2)を得る．
逆に，Φを既約とする．このとき，∆ = ∆1 ∪∆2かつ (∆1,∆2) = 0が成り

立つと仮定する．ここで，Φi := W (∆i) (i = 1, 2)とおくと，定理 9.11 (iii)に
より，Φ = Φ1 ∪ Φ2と分解する．一方，αi ∈ ∆i (i = 1, 2)に対して，

(σα1σα2 − σα2σα1)(γ) =
4(α1, α2)

||α1||2||α2||2
((γ, α2)α1 − (γ, α1)α2) = 0

となるので，任意のαi ∈ ∆i (i = 1, 2)に対して，σα1σα2 = σα2σα1が成り立つ．
さらに，(α1, α2) = 0なので，σα2(α1) = α1となる．従って，

Φi = W (∆i) = ⟨σα|α ∈ ∆i⟩(∆i)

が成り立つ．⟨σα|α ∈ ∆i⟩(∆i)の任意の元は∆iの元を足したり引いたりして得
られるので，Φi ⊂ ⟨∆i⟩となる．よって，(Φ1,Φ2) = 0となるが，仮定より Φ
は既約なので Φi0 = ∅ (i0 ∈ {1, 2})が成り立つ．このとき，∆i0 = ∅となり主
張が成り立つ．

10. ルート系の分類

この章ではΦを階数 ℓのルート系，∆を基底，W をワイル群とする．

10.1. カルタン行列. ∆ = {α1, · · · , αl}に対して，行列 (⟨αi, αj⟩)を Φのカル
タン行列 (Cartan matrix)と呼ぶ．また，その成分 ⟨αi, αj⟩をカルタン整数
(Cartan integers)と呼ぶ．階数 2のルート系に対するカルタン行列は以下の
いずれかになる：

A1 × A1

(
2 0
0 2

)
, A2

(
2 −1
−1 2

)
, B2

(
2 −1
−2 0

)
, G2

(
2 −1
−3 2

)
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カルタン行列は基底の順序に依る．一方で，定理 9.11によりW は基底の集
合に推移的に作用するので，カルタン行列は順序の差を除いて基底の取り方に
は依存しない．さらに，ルート系の同型類はカルタン行列により決定される：

命題 10.1. Φ′ ⊂ E ′を他のルート系とし，∆′ := {α′
1, · · · , α′

ℓ}をその基底とす
る．さらに，任意の 1 ≤ i, j ≤ ℓに対して ⟨αi, αj⟩ = ⟨α′

i, α
′
j⟩が成り立つとす

る．このとき，以下の二つの条件を満たす同型写像 ϕ : E → E ′が存在する：

(i) ϕ(Φ) = Φ′．
(ii) 任意の α, β ∈ Φに対して，⟨ϕ(α), ϕ(β)⟩ = ⟨α, β⟩．

従って，カルタン行列は同型類の差を除いてルート系を特徴付ける．

証明. 自然な同型写像 ϕ : E → E ′;αi 7→ α′
iが二つの条件を満たすことを示

せば良い．(ii)が成り立つのは明らかなので，(i)が成り立つことを確認する．
α, β ∈ ∆に対して，

σϕ(α)(ϕ(β)) = ϕ(β)− ⟨ϕ(β), ϕ(α)⟩ϕ(α) = ϕ(β − ⟨β, α⟩α) = ϕ(σα(β))

が成り立つ．∆,∆′はそれぞれEとE ′の基底だから

ϕ−1 ◦ σϕ(α) ◦ ϕ = σα, σϕ(α) = ϕ ◦ σα ◦ ϕ−1

が成り立つ．W,W ′はそれぞれ単純鏡映により生成されるから，W → W ′;σ 7→
ϕ ◦ σ ◦ ϕ−1は全射である．この写像が群の単射準同型写像であることは明らか
なので，W とW ′は同型である．このとき，

ϕ(Φ) = ϕ(W (∆)) = (ϕWϕ−1)(ϕ(∆)) = W ′(∆′) = Φ′

となり，題意は成立する．

10.2. コクセター図形とディンキン図形. ルート系Φの基底∆ := {α1, · · · , αℓ}
を固定する．i ̸= jならば命題 8.11により，

⟨αi, αj⟩⟨αj, αi⟩ ∈ {0, 1, 2, 3}

が成り立つ．そこで，∆の各元 αiに対し頂点を対応させ，αi, αj (i ̸= j)に対
応する頂点を ⟨αi, αj⟩⟨αj, αi⟩本の線で結ぶ．例えば，階数 2のルート系の対し
てはそれぞれ以下の図形を対応させる：

A1 × A1 : ◦
β

◦
α

A2 : ◦
β

◦
α

B2 : ◦
β

◦
α

G2 : ◦
β

◦
α

このようにしてできる図形を Φのコクセター図形 (Coxeter graph)と呼
ぶ．さらに，相異なる単純ルート α, βが ⟨α, β⟩ ̸= 0かつ ||α|| > ||β||を満たす
とき，αに対応する頂点から βに対応する頂点に矢印をつけ，||α|| = ||β||の
ときは矢印を付けない．このようにして得られた図形を Φのディンキン図形
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(Dynkin diagram)と呼ぶ．例えば，階数 2のルート系に対してはそれぞれ
以下の図形を対応させる：

A1 × A1 : ◦
β

◦
α

A2 : ◦
β

◦
α

B2 : ◦
β

◦//
α

G2 : ◦
β

◦//
α

ディンキン図形からカルタン行列を復元することができることに注意する．従
って，命題10.1により，ルート系の分類はディンキン図形の分類問題に帰着される．

問 10.2. 次のディンキン図形を考える： ◦
α1

◦
α2

◦//
α3

◦
α4

このとき，対応するカルタン行列は次で与えられることを確認せよ：


2 −1 0 0
−1 2 −2 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2


10.3. 分類. ルート系Φが既約であることと対応するディンキン図形が連結で
あることは同値である．よって，連結なディンキン図形を分類することと既約
ルート系を分類することは同値である．

定理 10.3. 階数 ℓの既約ルート系 Φに対応するディンキン図形は以下のいず
れか：

Aℓ型 (ℓ ≥ 1) ◦
α1

◦
α2

· · · ◦
αℓ−1

◦
αℓ

Bℓ型 (ℓ ≥ 2) ◦
α1

◦
α2

· · · ◦
αℓ−1

◦//
αℓ

Cℓ型 (ℓ ≥ 3) ◦
α1

◦
α2

· · · ◦
αℓ−1

◦oo
αℓ

Dℓ型 (ℓ ≥ 4) ◦
α1

◦
α2

· · · ◦
αℓ−2

◦oooooo αℓ−1

◦O
OOO

OO

αℓ

E6型 ◦
α1

◦
α3

◦
α4

◦α2

◦
α5

◦
α6
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E7型 ◦
α1

◦
α3

◦
α4

◦α2

◦
α5

◦
α6

◦
α7

E8型 ◦
α1

◦
α3

◦
α4

◦α2

◦
α5

◦
α6

◦
α7

◦
α8

F4型 ◦
α1

◦
α2

◦//
α3

◦
α4

G2型 ◦
α1

◦oo
α2

証明. 例えば

問 10.4. 定理 10.3に現れる既約なディンキン図形に対応するカルタン行列を
それぞれ求めよ．

今までの結果をまとめると，以下の結果を得る：

定理 10.5. 単純リー代数と既約ディンキン図形は一対一に対応する．

11. 等質多様体の分類について

11.1. 等質多様体の分類. この章では射影等質多様体の分類について述べる．線
形代数群Gに対し，そのリー代数 g = Lie(G)はG上の左不変代数的ベクトル
場全体の集合として定義される（定義 6.32）．幾つか定義を思い出そう．

定義 11.1. Gを連結線形代数群，gをそのリー代数とする．
(i) gが非自明なイデアルを含まず，かつ導来イデアルDg := [g, g]が 0で
ないとき，Gと gはそれぞれ単純（simple）という．

(ii) gが単純イデアル giの直和 g =
⊕

giとかけるとき，Gと gはそれぞ
れ半単純（semisimple）という．

(iii) Gが半単純のとき，Gの閉部分群 P のうち幾何学的商G/P が射影多
様体となるものを放物的部分群（parabolic subgroup）という．

先にも述べた通り，A. BorelとR. Remmertにより，以下の等質多様体の構
造定理が知られている：

定理 11.2 (=定理 5.45, [3]). 任意の射影等質多様体はアーベル多様体と有理的
射影等質多様体の積と同形である．さらに，任意の有理的射影等質多様体は半
単純線形代数群Gの放物的部分群P による幾何学的商G/P と同形である．ま
た，このG/P は単純線形代数群Giとその放物的部分群 Piにより

G/P ∼= G1/P1 × . . .×Gm/Pm

とかける．

定理 11.2により，有理等質多様体を分類するためには，（半）単純線形代数
群Gとその放物的部分群P の商G/P を分類すればよい．まずは，定義から始
める．
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定義 11.3. 線形代数群の射 φ : G→ Hが以下の条件を満たすとき，射 φを同
種写像（isogeny）という：

(i) φは全射である．
(ii) ♯(Ker(φ)) <∞を満たす．

定理 11.4 (半単純リー代数と半単純線形代数群の対応 [12, Proposition 9.15],
[10, Chapter XI, Section 31]). 任意の半単純リー代数 gに対し，以下の性質を
満たす半単純線形代数群Gscがただ一つ存在する：gをリー代数としてもつ任
意の線形代数群Gに対し，同種写像 φ : Gsc → Gが存在する．
Gscを，gをリー代数としてもつ単連結線形代数群（simply connected lin-

ear algebraic group）という．また，gをリー代数としてもつ線形代数群G
に対し，Gsc → GをGの普遍被覆（universal cover）という．

この定理により，単連結半単純線形代数群Gと半単純リー代数 gは一対一
に対応することに注意する．さらに，定理 10.5により，半単純リー代数 gは
ディンキン図形と一対一に対応する．従って，単連結半単純線形代数群Gは
ディンキン図形と，単連結単純線形代数群Gは既約ディンキン図形と一対一
に対応する．

11.2. ボレル部分群と放物的部分群.

定義 11.5. 群Gに対し，

[x, y] := xyx−1y−1 (x, y ∈ G)
を x, yの交換子という．Gの交換子全体で生成される群 ⟨{[x, y] | x, y ∈ G}⟩
を D(G)とかき，Gの導来部分群（derived subgroup）もしくは交換子群
（commutator subgroup）という．さらに，帰納的に i次導来部分群（i-th
derived subgroup）を

D0(G) := G, Di(G) := [Di−1(G), Di−1(G)] (i > 0)

により定める．

G = D0(G) ⊃ D1(G) ⊃ D2(G) ⊃ · · · ⊃ Di(G)

を導来列 (derived series)と呼ぶ．また，ある自然数 nに対してDn(G) = 0
となるとき，Gを可解（solvable）と呼ぶ．

定義 11.6. 連結線形代数群Gの極大連結可解閉部分群BをGのボレル部分群
（Borel subgroup）と呼ぶ．

ボレル部分群の性質を調べるために，幾つか定理を紹介する：

定理 11.7 (Borel fixed point theorem [10, Theorem 21.2]). Gを連結可解線形
代数群，Xを射影的G多様体（もしくはより一般に完備G多様体）とする．こ
のとき，GはXにおいて固定点をもつ．すなわち，XG := {x ∈ X | g · x = x}
は空でない．

この定理の系として次を得る：

定理 11.8 (Lie-Kolchin theorem [10, Theorem 17.6]). V を 0でない有限次元
ベクトル空間とする．このとき，連結可解線形代数群G ⊂ GL(V )は V におい
て共通の固有ベクトルをもつ．



56 有理等質多様体と代数幾何学

証明. dimV = nとする．G ⊂ GL(V )は旗多様体F := F (1, 2, . . . , n− 1, V )に
作用するので，Borel fixed point theoremにより，旗 ([V1], [V2], . . . , [Vn−1]) ∈ F
が存在し，任意の g ∈ Gと任意の 1 < i < nに対し，g · Vi = Viが成り立つ．
Vi := ⟨e1, . . . , ei⟩となるように V の基底をとると，この基底に関する g ∈ G
の表現行列は上三角行列になる．よって，特に主張が従う．

定理 11.9 (Chevalley theorem [10, Theorem 11.2]). Gを線形代数群，Hをそ
の閉部分群とする．このとき，有理表現（すなわち線形代数群の射）φ : G→
GL(V )と 1次元部分空間 V1 ⊂ V が存在し，H = {x ∈ G | φ(x)V1 = V1}が成
り立つ．

注意 11.10. 線形代数群Gとその部分群Hに対し，Chevalley theoremにより，
有理表現 φ : G → GL(V )と 1次元部分空間 L ⊂ V が存在し，H = {x ∈ G |
φ(x)L = L}が成り立つ．このとき，Gが P∗(V )に作用するが，Hはこの作用
に関する [L]の固定化部分群である：StabG([L]) = H．よって，G/H と軌道
G · [L]は一対一に対応する．証明は述べなかったが，定理 5.40はこのことを
用いて証明をする．

これらを用いて次を示そう：

定理 11.11 ([10, Theorem, Corollary B, 21.3]). 連結線形代数群Gに対し，以
下が成立する．

(i) ボレル部分群は放物的部分群である．
(ii) Gの任意のボレル部分群は互いに共役である．
(iii) Gの閉部分群 P に対し，P がボレル部分群を含むことと P が放物的

部分群であることは同値である．

証明. (i), (ii) Gのボレル部分群のうち次元が最大のものをSとかく．Chevalley
theoremにより，有理表現 φ : G → GL(V )と 1次元部分空間 V1 ⊂ V が存在
し，S = {x ∈ G | φ(x)V1 = V1}が成り立つ．すると，表現 S → GL(V/V1)
を得る．さらに，この作用に対して Lie-Kolchin theoremを適用すると，旗
f0 := ([V1], [V2], . . . , [Vn−1]) ∈ F := F (1, 2, . . . , n − 1, V )が存在し，任意の
s ∈ Sと任意の 1 < i < nに対し，s · Vi = Viが成り立つ．このとき，次が成立
する：

主張 11.12. S = {g ∈ G | g · f0 = f0 ∈ F}

左が右に含まれることは良い．右が左に含まれることを示すときに，S =
{x ∈ G | φ(x)V1 = V1}を用いる（最初から Lie-Kolchin theoremを適用する
と，この箇所が保証されない）．
いま，G↷ Fに対し，f0のG軌道を考える：

G→ G · f0 = {g · f0 | g ∈ G} ⊂ F

Sがこの固定化部分群なので，命題5.43により，G/S ∼= Gf0となる．一方，任意
の（完全）旗 f ∈ Fの固定化部分群 StabG(f)は可解である．Sの次元の最大性
により，dimS ≥ dimStabG(f)が成立する．従って，Gf0 ∼= G/Sは作用G↷ F
の極小軌道である．極小軌道は閉集合なので（例えば，[10, Proposition, 8.3]
参照），Fの射影性より，Gf0 ∼= G/Sも射影的である．
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従って，(ii)を示せば (i)も従う．ボレル部分群Bを射影多様体G/Sに左か
ら掛けることにより作用させる．すると，Borel fixed point theoremにより，
ある g0 ∈ Gが存在し，Bは g0Sを固定する．すなわち，Bg0S = g0Sとなる．
従って，g−1

0 Bg0 ⊂ Sとなる．どちらもボレル部分群なので，その極大性によ
り g−1

0 Bg0 = Sとなり，主張が成り立つ．
最後に (iii)を示す．P をボレル部分群Bを含む閉部分群とする．このとき，

全射G/B → G/P が存在する．G/Bは射影的であり，命題 5.42によりG/P
は準射影的である．このことからG/P が射影的であることが従う（例えば，）．
逆に，P をGの放物的部分群とすると，G/P は射影多様体である．BをGの
ボレル部分群とすると，Borel fixed point theoremにより，固定点が存在する：
BgP = gP．よって，g−1Bg ⊂ P となるので，P はボレル部分群 g−1Bgを含
む．

定理 11.13. Gを連結線形代数群，Bと P をそれぞれGのボレル群と放物的
部分群とする．このとき，以下が成り立つ：

(i) B = NG(B)．ただし，NG(B) := {x ∈ G | xBx−1 = B}とする．
(ii) P = NG(P )．特に，放物的部分群 P は連結である．

証明. (i)は [10, Theorem 23.1]参照．(i)を認めた上で，(ii)を示す．
放物的部分群P の単位成分をP 0とかく．放物的部分群P はあるボレル部分

群Bを含む（(i)のBとは関係ない）．任意の元x ∈ NG(P )に対し，BとxBx−1

はP 0のボレル部分群である．よって，ある y ∈ P 0が存在し，yBy−1 = xBx−1

が成り立つ．すなわち，y−1x ∈ NG(B) = B ⊂ P 0となる．よって，x ∈ P 0と
なるので，

NG(P ) ⊂ P 0 ⊂ P ⊂ NG(P )

となり，NG(P ) = P 0 = P が成り立つ．

定義 11.14. リー代数 gに対し，

D0g := g, Dig := [Di−1g, Di−1g] (i > 0)

とおく．gのイデアルの列

g = D0g ⊃ D1g ⊃ D2g ⊃ · · · ⊃ Dig

を導来列 (derived series)と呼ぶ．また，ある自然数 nに対してDng = 0と
なるとき，gを可解 (solvable)と呼ぶ．

定義 11.15. 半単純リー代数 gに対し，その極大可解部分リー代数 bを gのボ
レル部分代数（Borel sualgebra），ボレル部分代数 bを含む gの部分リー代
数 pを放物的部分代数（parabolic subalgebra）と呼ぶ．

命題 11.16 ([10, Theorem 13.1], [25, 命題 9.3, 9.31]). 半単純線形代数群Gと
そのリー代数 gに対し，

{Gの連結閉部分群 } → {gの部分リー代数 };H 7→ h := Lie(H)

なる写像は単射である．さらに，この写像の下，Gのボレル部分群と gのボレ
ル部分代数，Gの放物的部分群と gの放物的部分代数はそれぞれ一対一に対応
する．
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証明. 前半の主張の証明の概略だけ述べる．
[25, 命題 9.3]では解析的に前半を示している．Gの連結閉部分群Hに対し，

そのリー代数 h := Lie(H)を考える．Gに対しある正整数 nが存在し，Gは
GL(n,C)の閉部分群として埋め込むことができる．ここで，指数写像を考える：

exp : gl(n,C)→ GL(n,C); A 7→ exp(A) :=
∞∑

m=0

1

m!
Am

行列の冪級数exp(A) :=
∑∞

m=0

1

m!
Amは各成分ごとに絶対収束するので，exp(A) ∈

GL(n,C)となる．指数写像 exp : gl(n,C)→ GL(n,C)の制限として exp : g→
Gを得る．この写像はGのGL(n,C)への埋め込みに依存せずに定義される．い
ま，exp(h)の生成するGの部分群 ⟨exp(h)⟩に対し，そのザリスキ閉包 ⟨exp(h)⟩
を考える．このとき，⟨exp(h)⟩はGの閉部分群となり，さらにH = ⟨exp(h)⟩
が成り立つ．このことから，一対一対応が従う．
一方，[10, Theorem 13.1]では代数的に示している．標数 0の代数閉体上定

義された閉部分群A,B ⊂ Gに対し，

Lie(A) ∩ Lie(B) = Lie(A ∩B)

が成り立つことがポイントである [10, Theorem 12.5]．（一般に正標数では成り
立たないことに注意する [10, Section 12, Exercises 1]．）このことを認めると簡
単に導かれる．実際，Gの連結閉部分群H,H ′に対し，Lie(H) = Lie(H ′) ⊂ g
とすると，

Lie(H ∩H ′) = Lie(H) ∩ Lie(H ′) = Lie(H) = Lie(H ′)

となり，
dimH ∩H ′ = dimH = dimH ′

が成立する．従って，HとH ′の連結性よりH = H ∩H ′ = H ′が成立する．
後半の主張は [25, 命題 9.31]を参照されたい．

11.3. 有理等質多様体の分類. ここまで紹介した結果を用いて，有理等質多様
体の分類を考えよう．定理 11.2により，単純線形代数群Gとその放物的部分
群 P に対し，その商G/P を考えれば良い．
まず，Gの普遍被覆Gsc → Gをとると，Gscは Lie(Gsc) ∼= Lie(G)を満たす

単純線形代数群である．さらに，G/P はGscの作用に関して等質になる．よっ
て，ある放物的部分群Psc ⊂ Gscが存在して，G/P ∼= Gsc/Pscとなる．従って，
Gを初めから単連結単純線形代数群としてよい．このようにとることにより，
単連結単純線形代数群Gと単純リー代数 gは一対一に対応する．以下，単連
結単純線形代数群Gに対応する半単純リー代数 Lie(G)を gと記す．
Gのボレル部分群B0を固定する．上で与えたP はGの任意の放物的部分群

であった．定理 11.11(iii)より，P はあるボレル部分群Bを含む．B0とBは
互いに共役なので，ある g ∈ Gが存在して，B0 = g−1Bgとなる．このとき，
P0 := g−1Pgと定めると，G/P ∼= G/P0かつ P0はB0を含む放物的部分群で
ある．従って，単連結単純線形代数群Gのボレル部分群Bを一つ固定し，そ
のBを含む放物的部分群 P に対し，G/P を考えれば良い．
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命題 11.16により，単連結単純線形代数群Gとその放物的部分群 P に対し，
その商として得られる有理等質多様体G/P を分類するためには，各単純リー
代数 gに対し，そのボレル部分代数 bを一つ固定し，bを含む放物的部分代数
pを分類すればよい．そこで，単純リー代数 gとその極大 toral hを一つ固定す
る．この hにより，gのルート空間分解を得る：

g = h⊕
⊕
α∈Φ

gα

ただし，
gα = {x ∈ g | ad(h)(x) = α(h)x for all h ∈ h},

Φ = {α ∈ h∨ \ {0} | gα ̸= 0}
とする．さらに，Φの基底∆ := {α1, α2, · · · , αℓ}を固定し，Φを正のルートの
集合と負のルートの集合へ分解する：Φ = Φ+ ∪ Φ−．このとき，以下が成立
する．

命題 11.17. 上記記号の下，以下が成立する．
(i) b := h⊕

⊕
α∈Φ+ gαは gのボレル部分代数である．

(ii) (i)の bを含む任意の放物的部分代数 pに対し，I ⊂ ∆が存在し，

p = b⊕
⊕

α∈Φ+(I)

g−α

と表される．ただし，Φ+(I) := {
∑

αi∈∆\I kαi
αi ∈ Φ | kαi

∈ Z}とする．
以下，この pを pI とかく．さらに，pI に対応する放物的部分群を

PI とかく．

証明. (i) ルート α, β ∈ Φに対して [gα, gβ] = gα+βが成り立つことに注意する．
このとき，導来イデアルDb =

⊕
α∈Φ+ gαとなる．このことから，十分大きい

正整数 nについて，Dnb = 0となることが簡単に分かる．従って，bは可解
リー代数である．極大性を示すために，bを真に含む gの可解部分リー代数 b′

が存在したと仮定する．このとき，b′は ad(h)-不変なので，ルート空間分解と
同様に，あるΦの部分集合Sが存在し，b′ = h⊕

⊕
α∈S gαとかける．仮定より，

Φ+ ⊂ Sかつ Sは少なくとも一つの負のルート−α ∈ Φ−を含む．このとき，

sl2(C) ∼= gα ⊕ g−α ⊕ [gα, g−α] ⊂ b′

となるが，sl2(C)は可解でないので矛盾．
(ii) bを含む任意の放物的部分代数 pに対し，pが ad(h)-不変なので，(i)と

同様にあるΦの部分集合 T が存在し，p = h⊕
⊕

α∈T gαとかける．このとき，
Φ+ ⊂ T が成り立つ．さらに，α, β, γ ∈ Φ+が α = β + γかつ−α ∈ T を満た
すならば−β,−γ ∈ T が成り立つ．このことから主張は従う．

これにより，有理等質多様体G/P は，半単純リー代数 gと単純ルートの集
合∆の部分集合 Iの組 (g, I)により決まる．半単純リー代数は単純ルートを頂
点として得られるディンキン図形により分類されるので，有理等質多様体G/P
は (D, I)により一意的に定まる．ただし，Dは gから定まるディンキン図形ま
たはその型（Aℓ, Bℓ . . .など）を表し，I ⊂ ∆は対応するディンキン図形の頂点
の部分集合とする．以下，場合に応じて単純ルート αkを k，ルートの基底∆



60 有理等質多様体と代数幾何学

を {1, 2, · · · , ℓ}と略記する．ディンキン図形の頂点の番号付けは [11, P. 58]に
従う．以下，印付きディンキン図形 (D, I)に対応する有理等質多様体をD(I)
とかく．また，印付きディンキン図形 (D, I)やそれに対応する有理等質多様体
を，ディンキン図形Dの I に対応する頂点にしるし（バツ印や黒丸）をつけ
て表す．例えば，A3(1, 2)は以下のように表す：

A3(1, 2) ×
1

×
2

◦
3

例 11.18. (i) Aℓ(r)は複素ベクトル空間Cℓ+1の r次元線形部分空間をパ
ラメータ付けするグラスマン多様体G(r,Cℓ+1)に対応する．

(ii) 正整数の組 (r1 < r2 < · · · < rs ≤ ℓ)に対し，Aℓ(r1, r2, · · · , rs)は旗多
様体

{(Vr1 , Vr2 , · · · , Vrs) | Vri ⊂ Vri+1
, VriはCℓ+1の ri次元線形部分空間 }

に対応する．
(iii) ωを Cnの非退化対称双線形形式とする．このとき，グラスマン多様

体G(r,Cn)の部分集合

OG(r,Cn) := {[W ] ∈ G(r,Cn) | ω(W,W ) = 0}
を考える．n = 2ℓ+1かつ 1 ≤ r ≤ ℓのとき，Bℓ(r)はOG(r,C2ℓ+1)に
対応する．また，n = 2ℓかつ 1 ≤ r ≤ ℓ−2のとき，Dℓ(r)はOG(r,C2ℓ)
に対応する．一方，OG(ℓ,C2ℓ)は二つの互いに同形な既約成分Sℓ−1か
らなり，Dℓ(ℓ− 1)とDℓ(ℓ)は Sℓ−1と同形である．OG(r,Cn)を直交グ
ラスマン多様体，Sℓ−1をスピノール多様体という（OG(ℓ + 1,C2ℓ+2)
の既約成分としてSℓを定義することもあるが，ここでは [16]の記号に
従う）．

(iv) ωを C2ℓの非退化反対称双線形形式（シンプレクティック形式）とす
る．このとき，グラスマン多様体G(r,C2ℓ)の部分集合

SG(r,C2ℓ) := {[W ] ∈ G(r,C2ℓ) | ω(W,W ) = 0}
を考える．1 ≤ r ≤ ℓのとき，Cℓ(r)はSG(r,C2ℓ+1)に対応する．SG(r,C2ℓ)
をシンプレクティックグラスマン多様体という．

注意 11.19. 上記例から，例えばA2ℓ−1(1), A2ℓ−1(2ℓ− 1), Cℓ(1)は全て (2ℓ− 1)
次元の射影空間 P2ℓ−1と同形である．多様体としては全て同形だが，最初の二
つは互いに双対の関係にあり，ともに対応する群は特殊線形群 SL(2ℓ)である．
一方，Cℓ(1)に対応する群はシンプレクティック群 Sp(2ℓ)である．

命題 11.20. dimD(I) = ♯(Φ+ \ Φ+(I))

証明. 任意の点 o ∈ D(I)に対しD(I)の oにおける接空間をTo(D(I))と書くと，
dimD(I) = dimTo(D(I)) = dim g/pIが成り立つ．命題11.17により，ベクトル
空間として g/pI ∼=

⊕
α∈Φ+\Φ+(I) g−αとなり，任意のルートαに対しdim gα = 1

であることから主張は従う．

例 11.21. ♯I = 1のとき，F4型の有理等質多様体F4(I)の次元を求めてみよう．
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F4型 ◦
α1

◦
α2

◦//
α3

◦
α4

上のディンキン図形に現れる単純ルート α1, α2, α3, α4に対し，F4のルート∑4
i=1 ciαiを [c1c2c3c4]とかくことにする．このとき，F4の正ルート全体の集合

は以下のような 24個のルートからなる：

[1000], [0100], [0010], [0001], [1100], [0110], [0011], [1110],

[0120], [0111], [1120], [1111], [0121], [1220], [1121], [0122],

[1221], [1122], [1231], [1222], [1232], [1242], [1342], [2342].

よって，F4型の線形代数群の次元は

dim h+ dim
⊕
α∈Φ+

gα + dim
⊕
α∈Φ−

gα = 4 + 24 + 24 = 52

である．
いま，Φ+(1)は [0c2c3c4]なる形の正ルート全体の集合なので，

Φ+(1) = {[0100], [0010], [0001], [0110], [0011], [0120], [0111], [0121], [0122]}
となる．よって，dimF4(1) = 24− 9 = 15となる．同様に考えると，

Φ+(2) = {[1000], [0010], [0001], [0011]}

Φ+(3) = {[0100], [0100], [0001], [1100]}
Φ+(4) = {[1000], [0100], [0010], [1100], [0110], [1110], [0120], [1120], [1220]}
となるので，それぞれ，

dimF4(2) = 24− 4 = 20,

dimF4(3) = 24− 4 = 20,

dimF4(4) = 24− 9 = 15,

となる．

問 11.22. E6(i) (1 ≤ i ≤ 6)の次元を求めよ．

I ⊂ J ⊂ ∆に対して，対応する放物的部分代数 pJ ⊂ pI ⊂ gとそれらに
対応する放物的部分群 PJ ⊂ PI ⊂ Gを考える．このとき，自然な射影 πJ,I :
G/PJ → G/PI は代数多様体の射となる．この射に対して以下が成立する．

命題 11.23. 上記記号の下，πJ,Iの任意のファイバーは (D \ I, J \ I)なる印付
きディンキン図形に対応する有理等質多様体である．ただし，D\ Iはディンキ
ン図形Dから Iに対応する頂点を取り除いて得られるディンキン図形とする．

証明. πJ,Iの任意のファイバーはPI/PJと表すことができる．放物的部分群PI

のレヴィ分解を考えると，PI のユニポテント根基Ru(PI)による PI の商は簡
約代数群となる（[10, Theorem 30.2]）．さらにその簡約代数群をその中心で割
ることにより半単純線形代数群GIを得る．GIに対応するリー代数Lie(GI)は⊕

α∈Φ+(I)

(gα ⊕ g−α ⊕ [gα, g−α])
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とかける．これはディンキン図形D \ I に対応するリー代数である．さらに，
自然な射影 pI → Lie(GI)による pJ ⊂ pI の像 pJ は( ⊕

α∈Φ+(I)

([gα, g−α]⊕ gα)

)
⊕

⊕
α∈Φ+(J)

g−α

とかける．これは Lie(GI)の放物的部分代数である．そこで，pJ に対応する
GIの放物的部分群を PJ とかくと，PI/PJ

∼= GI/PJ となる．上記 pJ の記述か
ら主張が従う．

有理等質多様体D(I)のピカール群や曲線の錐，因子の錐，コホモロジーの
計算についても多くのことが知られている（例えば，[23]参照）．特に，D(I)
のピカール数 ρ(D(I))は ♯Iと一致する．

定義 11.24. 有理等質多様体D(∆)を完全旗多様体と呼ぶ．D(∆)はG/Bに他
ならない．

多様体間の非特異射 f : X → Y の全てのファイバーが P1と同形なとき f を
P1束という．完全旗多様体は多くの P1束構造をもつ．まず，例として階数 2
の線形代数群に対する完全旗多様体を例として扱う．

例 11.25. gのディンキン型をA1 × A1型とする：

A1 × A1型 ◦
1

◦
2

このとき，対応するリー代数は sl(2)⊕ sl(2)，対応する単連結半単純線形代
数群はGsc = SL(2)×SL(2)である．このとき，対応する等質多様体は二つの
（1点からなる自明な場合を含む）多様体の積として表される：

Gsc/P = SL(2)/Q× SL(2)/R

A1 ×A1(1, 2) = P1 × P1，A1 ×A1(1) = P1，A1 ×A1(2) = P1である．この
とき以下の図式を得る：

A1 × A1(1, 2) = P1 × P1

p1

vvmmm
mmm

mmm
mmm

mmm p2

((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
Q

P1 P1

ここで，p1, p2は共に（自明な）P1束である．

例 11.26. gのディンキン型をA2型とする：

A2型 ◦
1

◦
2

このとき，対応するリー代数は sl(3)，対応する単連結半単純線形代数群は
Gsc = SL(3)である．このとき，対応する等質多様体はA2(1, 2) = F (1, 2,C3) ∼=
P(TP2)，A2(1) = G(1,C3) ∼= P2，A2(2) = G(2,C3) ∼= P2∨である．このとき以



有理等質多様体と代数幾何学 63

下の図式を得る：

A2(1, 2) = F (1, 2,C3) ∼= P(TP2)
p1

ttiiii
iiii

iiii
iiii

ii
p2

**VVV
VVVV

VVVV
VVVV

VV

G(1,C3) = P2 G(2,C3) = P2∨

ここで，p1, p2は共に P1束である．

例 11.27. gのディンキン型をB2型とする：
B2型 ◦

1
◦//

2

このとき，対応するリー代数は so(5)，対応する単連結半単純線形代数群は
Gsc = Spin(5) ∼= Sp(4)である．ただし，Spin(5)は SO(5)の普遍被覆である．
このとき，対応する等質多様体はB2(1, 2) = {([p], [ℓ]) ∈ F (0, 1,P4) | p ∈ ℓ ⊂
Q3}，B2(1) = {[p] ∈ F (0,P4) | p ∈ Q3} = Q3，B2(2) = {[ℓ] ∈ F (1,P4) | ℓ ⊂
Q3} ∼= P3である．最後の同形は例えば [8, Exercise 22.6]から従う．このとき，
以下の図式を得る：

B2(1, 2) = {([p], [ℓ]) ∈ F (0, 1,P4) | p ∈ ℓ ⊂ Q3}
p1

sshhhhh
hhhhh

hhhhh
hhhhh

hhhh p2

++VVVV
VVVVV

VVVVV
VVVVV

VVVVV

Q3 P3

ここで，p1, p2は共にP1束であるが，p1 : B2(1, 2)→ Q3はQ3上のスピノール
束Sを用いて，p1 : B2(1, 2) ∼= P(S∨)→ Q3とかける．ここで，スピノール束S
とはQ3をG(2,C4) ∼= Q4の部分多様体とみたとき，G(2,C4)の普遍束のQ3へ
の制限として定義される．一方，p2 : B2(1, 2)→ P3は P3上の null-correlation
bundle N を用いて，p2 : B2(1, 2) ∼= P(N ) → P3とかける．ただし，P3上の
null-correlation bundle N は以下の完全列を満たすベクトル束である：

0→ N → TP3(−1)→ OP3(1)→ 0.

例 11.28. gのディンキン型をG2型とする：
G2型 ◦

1
◦oo

2

この場合の詳細は省略するが，以下の図式を得る：

G2(1, 2)
p1

xxppp
ppp

ppp
pp p2

''PP
PPP

PPP
PPP

P

G2(1) = Q5 G2(2) = K(G2)

ここで，K(G2)はG2型の 5次元接触ファノ多様体である．K(G2)は余指数 3
のファノ多様体（向井多様体）の例としても有名である．また，p1, p2は共に
P1束である．

命題 11.29. 完全旗多様体D(∆) = G/Bは ♯∆個の P1束構造をもつ．
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証明. 命題 11.23により，任意の αk ∈ ∆に対して，D(∆) → D(∆ \ {αk})は
P1束である．

実はこの性質により，完全旗多様体は特徴付けられる：

定理 11.30 ([17], [18, Theorem A.1]). 非特異射影多様体Xに対し，以下は同
値である．

(i) Xはピカール数 ρ(X)と同じ数のP1束構造をもち，それらの張る端射
線はN1(X)において線形独立である．

(ii) Xはあるディンキン図形Dに付随する完全旗多様体D(∆) = G/Bと
同型である．

定義 11.31. 有理等質多様体Xが長いルートαk（定義は [11, 10.4]を参照）を
用いてD(αk)と表されるとき，X を長いルートに対応する有理等質多様体と
呼ぶ．

命題 11.32. 長いルートに対応しないピカール数 1の有理等質多様体D(k)は
シンプレクティックグラスマン多様体Cℓ(k) (ただし，1 < k < ℓ)と F4(k)（た
だし，k = 3または 4）である．

証明. 長いルートに対応しないピカール数 1の有理等質多様体 D(k)に対し，
ディンキン図形Dは連結であり，αkは短いルートである．従って，連結ディ
ンキン図形の分類 [11, 11.4]により，D(k)は以下のいずれかである：

Bℓ(ℓ), Cℓ(k) (k < ℓ), F4(k) (k = 3, 4), G2(1).

Bℓ(ℓ)は多様体としてDℓ+1(ℓ+1)と同形である．実際，Bℓ(ℓ)は非特異２次超曲
面Q2ℓ−1に含まれる (ℓ−1)次元線形部分空間をパラメータ付けする直交グラス
マンOG(ℓ−1, Q2ℓ−1)であり，Dℓ+1(ℓ+1)は非特異２次超曲面Q2ℓに含まれる ℓ
次元線形部分空間をパラメータ付けする直交グラスマンの既約成分OG(ℓ,Q2ℓ)o

である．ここで，Q2ℓが張る射影空間の超平面Hを用いてQ2ℓ−1 = Q2ℓ ∩Hと
みることにより，

OG(ℓ,Q2ℓ)o → OG(ℓ− 1, Q2ℓ−1); [Pℓ] 7→ [Pℓ ∩H]

なる射を得るが，これは同形射である．また，注意11.19で述べた通り，Cℓ(1) ∼=
A2ℓ−1(1)である．最後に，G2(1)はQ5と同形であることが知られている（例え
ば，[7, 23.3]参照）．従って，G2(1) ∼= B3(1)である．以上により，Bℓ(ℓ), Cℓ(1), G2(1)
はそれぞれDℓ+1(ℓ+ 1), A2ℓ−1(1), B3(1)とみなすことができるので，長いルー
トに対応する有理等質多様体である．

Appendix A. 不変部分空間とジョルダン・シュバレー分解

ここでは，Kは任意標数の代数的閉体とする．特にK = Cの場合は佐武一
郎「線形代数学」第４章（pp. 133–151）を参照のこと．
A ∈ Mn(K)に対し，Ax = αxを満たす非零ベクトル xをAの固有ベクト

ル (eigenvector)，αを固有値 (eigenvalue), Vα := Ker(A− αI)を αに対応
するAの固有空間（eigenspace）と呼ぶ．また，fA(x) := |xI −A|をAの固
有多項式もしくは特性多項式 (characteristic polynomial)と呼ぶ．
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命題 A.1. A ∈Mn(K)に対し，αがAの固有値であることとAの固有多項式
fA(x)の根であることは同値である．

証明. αがAの固有値であることとKer(A− αI) ̸= 0は同値である．さらにこ
れはA− αIが正則でないことと同値である．行列が正則でないこととその行
列の行列式が 0であることは同値なので，主張は成立する．

固有多項式に対して，次の定理は基本的である．

定理 A.2 (Hamilton-Cayleyの定理). A ∈ Mn(K)に対し，その固有多項式
fA(x)は fA(A) = Oを満たす．

定義 A.3. A ∈Mn(K)に対して，f(A) = Oとなるモニック多項式 f(x) ∈ K[x]
の中で次数最小のものを行列 Aの最小多項式 (minimal polynomial)と呼
び，φA(x)と書く．

命題 A.4. A ∈Mn(K)に対して，Aの最小多項式 φA(x)は一意的に存在する．
さらに，f(A) = 0を満たす多項式 f(x) ∈ K[x]は φA(x)で割り切れる．

証明. 定理A.2により，最小多項式の存在が分かる．（もしくは，Mn(K)はK上
n2次元の線形空間であることに注意すると，I, A,A2, · · · , An2

はK上線形従
属となり，このことからも分かる．）φA(x)と ϕA(x)をAの異なる最小多項式
とする．このとき，多項式 (φA− ϕA)(x)は (φA− ϕA)(A) = Oを満たし，かつ

deg(φA − ϕA)(x) < deg(φA(x)), deg(ϕA(x))

を満たす．よって，(φA − ϕA)(x)を先頭項の係数で割って得られた多項式は
最小多項式の定義を満たす．これは，φAが最小多項式であることに矛盾する．
従って，一意性も示された．f(A) = 0を満たす多項式 f(x) ∈ K[x]に対し，
f(x) = p(x)φA(x)+q(x)（ただし，deg q(x) < degφA(x)）と書くと，q(A) = O
となる．従って，上と同様の議論により，q = 0となる．

例 A.5. 単位行列 I ∈Mn(K)に対し，固有多項式は fI(x) = (x− 1)n，最小多
項式は φI(x) = x− 1となる．

注意 A.6. 最小多項式の定義や命題A.4は環論を用いて次のように述べること
も出来る：
A ∈ Mn(K)に対して，I(A) := {f(x) ∈ K[x]|f(A) = O}とおくと I(A)

は一変数多項式環 K[x]のイデアルである．K[x]は単項イデアル聖域なので，
I(A) = (φA(x))を満たすモニック多項式 φA(x) ∈ K[x]が存在し，Aの最小多
項式と呼ぶ．

命題 A.7. A ∈ Mn(K)に対して，Aの最小多項式 φA(x)の根と固有多項式
fA(x)の根（固有値）は重複度を無視して一致する．

証明. 命題A.4により，φA(x)は固有多項式 fA(x)を割り切る．よって，φA(x)
の根は固有値である．一方，固有値αとその固有ベクトルxに対し，φA(α)x =
φA(A)x = 0が成り立つ．x ̸= 0なので，φA(α) = 0となる．すなわち，全て
の固有値は φA(x)の根である．

次の命題は基本的である．
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命題 A.8 (佐武一郎「線形代数学」P139-140参照). A ∈Mn(K)に対して，以
下は同値である．

(i) Aは対角化可能である．

(ii) φA(x)は相異なる一次式の積に分解される： φA(x) =
s∏

i=1

(x− αi)．

(iii) KnはAの固有空間の直和に分解される：Kn =
s⊕

i=1

Vαi
.

証明. (i)⇒ (ii) Aは対角化可能なので，ある正則行列 P が存在して，P−1AP
は対角行列となる．このとき，φA(x) = φP−1AP (x)なので，Aは対角行列であ
ると仮定して良い．Aの対角成分のうち相異なるものを α1, · · · , αsとすると，

(A− α1I)(A− α2I) · · · (A− αsI) = O

となることが計算により分かる．よって，φ(x) =
s∏

i=1

(x− αi)とおくと，φ(A) =

Oとなる．命題により，最小多項式は φ(x)を割り切るので，重根を持たない
（実際には φ(x) = φA(x)となる）．

(ii)⇒ (iii)最小多項式φA(x)が相異なる一次式の積に分解されると仮定する．

α1, · · · , αsを相異なる全ての固有値とすると，命題A.7によりφA(x) =
s∏

i=1

(x− αi)

と書ける．従って，

(A− α1I)(A− α2I) · · · (A− αsI) = O

となる．一般にA,B ∈Mn(K)に対して rank(AB) ≥ rankA+ rankB − nが成
り立つことに注意すると，

rank(A− α1I)(A− α2I) ≥ rank(A− α1I) + rank(A− α2I)− n

rank{
2∏

i=1

(A− αiI)}(A− α3I) ≥ rank{
2∏

i=1

(A− αiI)}+ rank(A− α3I)− n

≥
3∑

i=1

rank(A− αiI)− 2n

· · · · · ·

rank
s∏

i=1

(A− αiI) ≥
s∑

i=1

rank(A− αiI)− (s− 1)n

従って，
s∑

i=1

(n− rank(A− αiI)) ≥ n.
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次元定理により，dimVαi
= n − rank(A − αiI)なので，

s∑
i=1

dimVαi
≥ n とな

る．一方，
s⊕

i=1

Vαi
⊂ Knなので，等号が成立し，V =

s⊕
i=1

Vαi
が成り立つ.

(iii) ⇒ (i) Kn =
s⊕

i=1

Vαi
とする．各 Vαi

の基底を取ることによりKnの基底

を作ることができる．その基底に関する表現行列は対角行列なので題意は従
う．

定義 A.9. 線形空間 V に対し，x ∈ End(V )の表現行列が命題A.8の条件を満
たすとき，xを半単純 (semisimple)と呼ぶ．

例 A.10. A =

(
0 −1
1 0

)
に対して，fA(x) = x2 + 1 = (x +

√
−1)(x −

√
−1)

となる．よって，Aは半単純である．一方，R上において fA(x)は解を持たな
い．従って，さらなる考察が必要になる．このような煩わしい場合を排除する
ためにKを代数的閉体と仮定している．

定義 A.11. 線形空間V とx ∈ End(V )に対し，線形部分空間Λ ⊂ V がx(Λ) ⊂
Λを満たすとき，Λを x不変と呼ぶ．

定義 A.12. 線形空間 V と線形部分空間 Λ ⊂ V に対し，V = Λ⊕ Λ′を満たす
線形部分空間Λ′をΛの補空間と呼ぶ．

命題 A.13. 線形空間 V 上の線形変換 x ∈ End(V )に対し，xが半単純である
ことと，任意の x不変部分空間が x不変補空間をもつことは同値である．

証明. xを半単純とする．命題A.8により，V は xの固有空間の直和に分解さ
れる：V =

⊕
Vα．x不変部分空間 Λ ⊂ V に対して，Λα := Λ ∩ Vαとおく．

x|Vα = αI となるので，Vαにおいて Λαの補空間 Λ′
αが存在する．このとき，

Λ′ :=
⊕

Λ′
αとおくと，Λ′はΛの補空間であり，x不変である．

逆に，任意の x不変部分空間が x不変補空間をもつと仮定する．まず，次が
成立することを示す：
主張：z ∈ End(Λ)に対し，任意の z不変部分空間W ⊂ Λは（Λにおいて）

z不変補空間をもつ．
V = Λ⊕Λ′とする．x := z⊕ 1Λ′ ∈ End(V )とおく．W ⊂ Λは z不変なので，

W ⊂ V は x不変である．仮定により，x不変補空間W ′ ⊂ V が存在する．こ
のとき，簡単にΛ = W ⊕ (Λ∩W ′)が成り立つことが分かり，主張が成立する．
xの固有空間Vαはx不変なので，x不変補空間V ′

αが存在する．x|V ′
α
∈ End(V ′

α)
の固有空間 Vβ に対して，上の主張により x|V ′

α
不変補空間 V ′

β が存在する：
V ′
α = Vβ ⊕ V ′

β．これを繰り返すことにより，V の固有空間分解を得られる．
よって命題A.8により，xは半単純である．

注意 A.14. 一般に，線形空間 V 上の線形変換 x ∈ End(V )に対し，x不変部
分空間が 0と V 以外に存在しないとき，xを単純と呼ぶ．先に定義した「半単
純」は単純線形変換の直和として書けることに他ならない．
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補題 A.15. 線形空間 V 上の半単純線形変換 x ∈ End(V )に対し，Λ ⊂ V が x
不変であるとする．このとき，x|Λも半単純である．
証明. 上記命題A.13により，Λの x不変補空間Λ′が存在する．このとき，x =
x|Λ ⊕ x|Λ′ が成り立つ．つまり，x, x|Λ, x|Λ′ のそれぞれの表現行列を A,B,C
とすると，

A =

(
B O
O C

)
と書ける．よって，Aの最小多項式 φA(x)に対して，φA(B) = O,φA(C) = O
となる．すなわち，x|Λと x|Λ′ の最小多項式は共に φAの約数となり，従って
重根を持たない．

補題 A.16. A,B ∈ Mn(K)が半単純かつ AB = BAを満たせば，Aと B を
同時に対角化することが可能である．すなわち，ある正則行列 P が存在して，
P−1AP と P−1BP は共に対角行列となる．また，このときA±Bも半単純で
ある．

証明. 後半は前半から明らかなので，前半のみ示す．Aの相異なる固有値を
α1, · · · , αsとする．Aは半単純なのでKnは固有空間 Vαi

の直和に分解される：

Kn =
s⊕

i=1

Vαi
．任意の x ∈ Vαi

に対して，

A(Bx) = B(Ax) = B(αix) = αi(Bx)

より，Bx ∈ Vαi
となる．すなわち，Vαi

はB不変である．よって，この直和分
解に即して基底を取ると，

A ∼

α1In1 O
. . .

O αsIns

 , B ∼

B1 O
. . .

O Bs


となる．ただし，∼は「相似」（行列X,Y に対し，ある正則行列P により Y =
P−1XP と書けるとき，X と Y は相似と呼んだ）であることを意味する．Bi

はBが Vαi
に引き起こす変換の行列である．補題A.15によりBiも半単純なの

で，Vαi
の基底を適当にとることによりBも対角化される．

補題 A.17. 共通因子を持たない多項式 f1(x), · · · , fs(x) ∈ K[x]に対して，

h1(x)f1(x) + · · ·+ hs(x)fs(x) = 1

を満たす多項式 h1(x), · · · , hs(x) ∈ K[x]が存在する．

問 A.18. 補題A.17を示せ．

命題 A.19 (広義固有空間分解). A ∈ Mn(K)の固有多項式が次で与えられた
とする：

fA(t) =
s∏

i=1

(t− αi)
mi

このとき，各固有値 αiの広義固有空間 Ṽαi
を

Ṽαi
:= {v ∈ V |(A− αiI)

miv = 0}
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により定義する．このとき，

V =
s⊕

i=1

Ṽαi

が成り立つ．

証明. 固有多項式 fA(t)に対して，

fi(t) =
fA(t)

(t− αi)mi
=
∏
j ̸=i

(t− αj)
mj

とおくと，f1(t), · · · , fs(t)は共通因子を持たない．よって，補題A.17により，

h1(t)f1(t) + · · ·+ hs(t)fs(t) = 1(2)

を満たす多項式h1(t), · · · , hs(t) ∈ K[t]が存在する．Ai := hi(A)fi(A)とおくと，

A1 + · · ·+ As = I

が成り立つ．一方，i ̸= jのときfi(t)fj(t)はfA(t)で割り切れるので，Hamilton-
Cayleyの定理から fi(A)fj(A) = Oとなる．従って，

AiAj = O (i ̸= j)

となる．さらに，Ai = AiE = Ai(A1 + · · ·+ As) = A2
i となるので，

A2
i = Ai

も成り立つ．すなわち，A1, · · · , Asは射影作用素である．従って，

V =
s⊕

i=1

Ai(V ), Ai(V ) = {v ∈ V |Aiv = v}

となる．
ここで，Ai(V )は Ṽαi

と一致する．実際，(t − αi)
mifi(t) = fA(t)なので，

(A− αiI)
mifi(A) = Oとなる．よって，

(A− αiI)
miAi = (A− αiI)

mihi(A)fi(A) = hi(A)(A− αiI)
mifi(A) = O

となり，Ai(V ) ⊂ Ṽαi
が成り立つ．逆に，v ∈ Ṽαi

に対して，v ∈ Ai(V )を示
す．このとき，(A − αiI)

miv = 0が成り立つが，(t − αi)
mi と hi(t)fi(t)は共

通因子を持たない（hi(t)fi(t)が t − αiで割り切れると (2)の左辺が割り切れ
て矛盾する）．従って，補題A.17により多項式 g1(t), g2(t) ∈ K[t]が存在して
g1(t)(t−αi)

l+g2(t)hi(t)fi(t) = 1となる．よって，g1(A)(A−αiI)
l+g2(A)Ai = I

が成り立つ．これを vに施すと，v = g2(A)Aiv = Ai(g2(A)v) ∈ Ai(V )となる．

以上により，V =
s⊕

i=1

Ṽαi
となることが示された．
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補題 A.20 (中国剰余定理). s個の相異なる αiと正の整数miに対し，多項式

f(t) =
s∏

i=1

(t− αi)
mi ∈ K[t]を考える．このとき，環の同型

K[t]/(f(t)) ∼=
s∏

i=1

K[t]/((t− αi)
mi)

が成り立つ．

問 A.21. 補題A.20を示せ．

命題 A.22 (Jordan-Chevalley 分解). 線形空間 V 上の自己準同型写像 x ∈
End(V )に対して以下が成り立つ．

(i) 次を満たす xs, xn ∈ End(V )が一意的に存在する：x = xs + xn, xsは
半単純，xnは冪零，xsと xnは可換..

(ii) xs = p(x), xn = q(x)を満たす定数項を持たない一変数多項式p(t), q(t) ∈
K[t]が存在する．特に，xs, xnは xと可換な任意の自己準同型写像と
可換である．

(iii) 線形部分空間A ⊂ B ⊂ V に対しx(B) ⊂ Aが成り立てば，xs(B), xn(B) ⊂
Aも成り立つ．

分解 x = xs + xnを xの Jordan-Chevalley分解 (Jordan分解)と呼ぶ．xs
を xの半単純部分 (semisimple part), xnを xの冪零部分 (nilpotent part)
と呼ぶ．

証明. (iii)は (ii)から従うので，(i), (ii)を示せば良い．xの固有多項式 fx(t)が

fx(t) =
s∏

i=1

(t− αi)
mi

と表されるとする．このとき，命題A.19により，

V =
s⊕

i=1

Ṽαi

が成り立つ．
0が xの固有値のとき，f(t) := fx(t) ∈ K[t]，そうでないとき，f(t) :=

tfx(t) ∈ K[t]とおく．すると，中国剰余定理により，ある多項式 p(t) ∈ K[t]が
存在して，

p(t) ≡ αi mod (t− αi)
mi , p(t) ≡ 0 mod t

を満たす．
q(t) := t− p(t), xs := p(x), xn := q(x)

とおくと，定義より

x = xs + xn, [xs, xn] = 0, p(0) = q(0) = 0

が成り立つ．さらに，xs|Ṽαi
= αiIṼαi

より，xs = ⊕αiIṼαi
となり，xsは半単純

である．一方，
xn|Ṽαi

= (x− xs)|Ṽαi
= x− αiIṼαi
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より，(xn|Ṽαi
)mi = 0となる．よって，m := max{mi}とおくと，xmn = 0とな

り，xnは冪零である．
最後に，分解の一意性を示す．xs, xnは上で定めたものとする．さらに，半

単純変換 sと冪零変換 nが存在して，x = s + nと [s, n] = 0を満たすとする．
このとき，[s, x] = 0, [n, x] = 0に注意すると，[xs, s] = [p(x), s] = 0となり，
同様に，[xn, n] = 0も成り立つ．すなわち，xsと s，また xnと nはそれぞれ
可換である．従って，補題A.16により，xs− sは半単純である．また，xn−n
は冪零であることも分かる．x = xs + xn = s+ nより，xs − s = n− xnとな
り，左辺は半単純，右辺は冪零なので，結局 xs = s, xn = nとなり一意性も
示された．

補題 A.23. x ∈ End(V )のジョルダン分解 x = xs+xnに対し，adx = ad xs+
adxnは adxのジョルダン分解である．

証明. [adxs, adxn] = ad[xs, xn] = 0に注意する．命題A.22 (i)により，adxsが
半単純であることと adxnが冪零であることを確認すれば良い．後半は補題??
に他ならないので，adxsが半単純であることを確認する．V の基底を取り替
えて，xsは対角行列 diag(a1, · · · , an)であると仮定して良い．このとき，gl(V )
の標準基底 {ei,j}に対し，adxs(ei,j) = [xs, ei,j] = (ai− aj)ei,jとなり，adxsの
表現行列は対角行列であることが分かる．

補題 A.24. 有限次元K代数 V と δ ∈ Der(V ) ⊂ End(V )に対し，End(V )にお
ける δのジョルダン分解 δ = σ+ νを考える．このとき，σ, ν ∈ Der(V )が成り
立つ．

証明. σ ∈ Der(V )を示せば十分である．δに関する V の広義固有空間分解を
V =

⊕ℓ
i=1 Ṽαi

とする．ただし，Ṽαi
:= {v ∈ V |(δ − αiI)

mv = 0 (m ≫ 0)} で
ある．このとき，αiは δの固有値であると同時に，σの固有値でもあることに
注意する．帰納法により x ∈ Ṽαi

, y ∈ Ṽαj
に対して，

(δ − (αi + αj)I)
n(xy) =

n∑
k=0

(
n

k

)
((δ − αiI)

n−kx) · ((δ − αjI)
ky)

が成り立つことが分かる．よって，nを十分大きくとることにより，Ṽαi
· Ṽαj

⊂
Ṽαi+αj

となる．すなわち，σ(xy) = (αi + αj)xyが成り立つ．一方，(σx)y +

x(σy) = (αi + αj)xyが成り立つ．いま V は Ṽαi
の直和として表されるので，

σ ∈ Der(V )となる．

定理 A.25. gが半単純であれば，ad g = Der(g)が成り立つ．

証明. gは半単純なのでZ(g) = 0となり，g ∼= ad gが成り立つ．h := ad g, d :=
Der(g)とおくと，命題??により，hはdのイデアルである．よって，補題7.33に
よりBhは dのキリング形式Bdの制限である．キリング形式 Bdの根基 h⊥ :=
{x ∈ d|Bd(x, y) = 0,∀y ∈ h}と，キリング形式 Bh の根基 (h⊥)h := {x ∈
h|Bh(x, y) = 0,∀y ∈ h}に対し，h⊥ ∩ h = (h⊥)h となることに注意する．g
は半単純なので h⊥ ∩ h = (h⊥)h = 0となる．hと h⊥ は dのイデアルなの
で，[h⊥, h] ⊂ h⊥ ∩ h = 0となる．命題??を用いると，δ ∈ h⊥ ⊂ dに対し，
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ad(δx) = [δ, adx] = 0 (∀x ∈ g)が成り立つことが分かる．g ∼= ad gより，
δx = 0 (∀x ∈ g)となるので，δ = 0となる．従って h⊥ = 0となる．
ここで，{e1, · · · , em}を hの基底とし，その延長として dの基底 {e1, · · · , en}

をとる．このとき，補題??と同様の議論により，h⊥ = KerB′となる．ただし，
B := (Bd(ei, ej)) = (b1, · · · ,bn)に対して，B′ := t(b1, · · · ,bm)とする．h⊥ = 0
より，KerB′ = 0となりm = nとなる．従って，Der(g) = ad gが成り立つ．

定義 A.26 (抽象ジョルダン分解). gを半単純リー代数とする．定理 A.25に
より，

ad : g ∼= ad g = Der(g)

が成り立つ．x ∈ gに対し，adx ∈ Der(g) ⊂ End(g)のジョルダン分解を
adx = (ad x)s + (adx)n とすると，(adx)s, (adx)n ∈ Der(g)となる（補題
A.24）．ad : g ∼= Der(g)より，ad(xs) = (ad x)s, ad(xn) = (ad x)n となる
xs, xn ∈ gがそれぞれ唯一つ存在し，x = xs + xn, [xs, xn] = 0が成り立つ．こ
れを x ∈ gの (抽象)ジョルダン分解 (Jordan decompositionと呼び，xsを
xの半単純成分 (semisimple part)，xnを xの冪零成分 (nilpotent part)と
呼ぶ．
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