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1. はじめに

図形の「対称性」を数学的に記述しようとすると，「変換群」として群の概念
が自然と生じることは代数学の授業で学んだ．同様にして，可微分多様体や複
素多様体を扱うと「リー群」が，代数多様体を扱うと「群多様体」や「代数群」
が自然に現れる．本講義で扱う「リー代数」はリー群や代数群の構造を代数
的に調べる道具として導入されたものである．歴史的には 19世紀末の Sophus
Lieによる多様体への群作用の研究に端を発する．リー群に対して，そのベク
トル場や接空間を用いることによりリー代数を定義することが出来る．実は，
リー群の局所的な構造はそのリー代数により一意的に決まり，大域的にも被覆
の差を除いて決定されることが知られている．このことを用いて，幾何学的対
象であるリー群を代数的な対象であるリー代数を介して調べることが出来る．
このように，リー代数は微分幾何の研究から生じたものだが，現在では代数，
幾何，解析，数理物理などあらゆる分野において応用が知られている．
リー代数の理論はリー群を導入した上で勉強することが自然だが，限られた

時間内に全てを網羅することは不可能である．そこで，本講義ではリー代数の
理論にスポットを当て，リー代数に関する基本事項を紹介する．また，時間が
許せば代数幾何学や複素幾何学への応用に関しても触れる．線形代数の知識は
仮定するが，ジョルダン標準形など学生が不慣れだと思われる箇所に関しては
随時復習を行う．講義の参考文献として以下の二冊をあげておく．

• [Hu] James Humphreys, Introduction to Lie Algebras and Representa-
tion Theory, Graduate Texts in Mathematics Volume 9 1972, Springer

• [Sa] 佐武一郎,「リー環の話」新版, 2002, 日本評論社
[Hu]の 14.3章（78ページ）まで，[Sa]の 13章（167ページ）までの内容を

消化することが第一の目標である．この講義ノートは [Hu]を元に書かれてい
る．自分で勉強する場合には原著を参照のこと．
この講義を通して，断りがない限りKは標数 0の体とする．体に不慣れな

学生はKを適宜実数体Rや複素数体Cと読み替えて読めば良い．ただし，い
くつかの箇所では正標数の場合も扱う．また，線形空間やリー代数は有限次元
かつK上定義されたものとする．こちらに関しても，いくつかの箇所では無
限次元の場合も扱う．

Date: January 19, 2016.
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2. リー代数

2.1. リー代数の定義.

定義 2.1. K上の線形空間 gと写像 g × g → g; (x, y) 7→ [x, y]が以下の三つ
の条件を満たすとき，gをリー代数（リー環，Lie algebra），[ , ]を括弧積
（bracket）と呼ぶ：

(i) 写像 [ , ]は双線形である．
(ii) 任意の x ∈ gに対し，[x, x] = 0が成り立つ．
(iii) ヤコビの恒等式 (ヤコビ律，Jacobi identity)が成り立つ：

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.

定義 2.2. リー代数 gに対し，その部分集合 hが以下の二つの条件を満たすと
き，hを gの部分リー代数（Lie subalgebra）と呼ぶ：

(i) hは gの線形部分空間である．
(ii) 任意の x, y ∈ hに対し，[x, y] ∈ hが成り立つ．

定義から明らかに部分リー代数はリー代数である．リー代数 gの線形空間と
しての次元をリー代数 gの次元と呼び，dim gと書く．

例 2.3. 線形空間 V に対し，[x, y] := 0 (x, y ∈ V )とおくと，V はリー代数と
なる．[g, g] = 0を満たすリー代数 gを可換リー代数もしくは自明なリー代数
と呼ぶ．

問題 2.4. 1次元リー代数は可換であることを示せ．

定義 2.5. リー代数の間の写像 f : g1 → g2が以下の二つの条件を満たすとき，
f を準同型写像（homomorphism） と呼ぶ：

(i) f は線形写像である．
(ii) 任意の x, y ∈ g1に対し，f([x, y]) = [f(x), f(y)]が成り立つ．

特に，準同型写像 f が全単射であるとき同型写像（isomorphism）とよぶ．
リー代数 g1, g2の間に同型写像が存在するとき，g1と g2は同型であるといい，
g1 ∼= g2と記す．

問題 2.6. n次元可換リー代数の同型類はただ一つであることを示せ．

問題 2.4と問題 2.6により，1次元リー代数の同型類はただ一つである．2次
元リー代数について考察しよう．

命題 2.7. gを 2次元リー代数とする．もし，gが非可換であれば，[x, y] = y
を満たす gの基底 {x, y}が存在する．

証明. gの基底 e1, e2に対し，[e1, e2] = ae1 + be2となる a, b ∈ Kが存在する．g
は非可換なので，(a, b) ̸= (0, 0)となる．b ̸= 0として一般性を失わない．この
とき，

[
1

b
e1, [e1, e2]] = [

1

b
e1, ae1 + be2] = [e1, e2].

よって，x :=
1

b
e1, y := [e1, e2]とおくと [x, y] = yとなり，{x, y}が求める基底

である．
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系 2.8. 2次元リー代数の同型類は二つである．

証明. 次元の等しい線形空間は同型であるので，可換リー代数はリー代数とし
て同型である（問題 2.6）．そこで，g1, g2を非可換リー代数とする．命題 2.7
により，[xi, yi] = yiを満たす giの基底 {xi, yi}が i = 1, 2に対してそれぞれ存
在する．このとき，f : g1 → g2を f(x1) = x2, f(y1) = y2により定めれば，f
は同型写像である．従って，非自明な 2次元リー代数の同型類は高々一つであ
る．具体的に

g =
⟨(

0 1
0 0

)
,

(
−1 0
0 0

)⟩
K
⊂ M2(K)

とおき，括弧積を行列交換子 [x, y] := xy − yxにより定める．すると，gは非
自明な 2次元リー代数になり存在も示された．

このように，2次元以下であればリー代数の構造は単純である．3次元の場
合については，様々な教科書でも扱われているように，分類は広く知られてい
る．歴史的には，Sophus Lieにより 3次元複素リー代数は分類され，3次元実
リー代数は Luigi Bianchi により分類された．ここではその詳細には触れず，
二つの例を挙げるにとどめる．

例 2.9. 3次元ユークリッド空間 R3に対し，その標準基底を e⃗1, e⃗2, e⃗3とおく．
任意の x = x1e⃗1 + x2e⃗2 + x3e⃗3, y = y1e⃗1 + y2e⃗2 + y3e⃗3 ∈ R3に対して，

[x, y] := x× y =

∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3
e⃗1 e⃗2 e⃗3

∣∣∣∣∣∣ = (x2y3 − y2x3, x3y1 − y3x1, x1y2 − y1x2)

とおくと，R3はリー代数となる．

例 2.10 (Heisenberg代数). gを 3次元リー代数とする．次の条件を満たす gの
基底 {x, y, z}が存在するとき，gを 3次元Heisenberg代数と呼ぶ：

[x, y] = z, [x, z] = 0, [y, z] = 0.

3次元Heisenberg代数は行列を用いて実現される．
実際，3次正方行列

x =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , y =

0 0 0
0 0 1
0 0 0

 , z =

0 0 1
0 0 0
0 0 0


により生成されるM3(K)の部分空間を gとおく．任意の v, w ∈ gに対し，行列
交換子により [v, w] := vw−wvと定めると gは 3次元Heisenberg代数となる．

問題 2.11. 例 2.9, 2.10を確認せよ．

2.2. 線形リー代数. 3次元Heisenberg代数のように，正方行列と行列交換子を
用いてリー代数を構成することを考えよう．

例 2.12. n次元線形空間 V に対し，End(V ) := {f : V → V |線形変換 }とお
く．交換子 [x, y] := xy − yx (x, y ∈ End(V ))により，End(V )はリー代数の構
造をもつ．End(V )を上記括弧積によりリー代数とみなすとき，gl(V )や gln(K)
とかき，一般リー代数（general Lie algebra）とよぶ．すなわち，gln(K)と



4 渡邉　究

はK係数 n次正方行列全体の集合Mn(K)に行列交換子によりリー代数の構造
を入れたものである：

gln(K) := Mn(K), [x, y] := xy − yx (x, y ∈ Mn(K))

問題 2.13. gl(V )がリー代数であることを確認せよ．

定義 2.14. gl(V )の任意の部分リー代数を線形リー代数（linear Lie algebra）
とよぶ．

線形リー代数の例を確認しよう．

例 2.15 (Al型). l + 1次元線形空間 V に対し，

sl(V ) := sll+1(K) := {x ∈ gl(V )|Tr(x) = 0}
を特殊リー代数（special Lie algebra）とよぶ．ただし，Tr(x)は xの（ある
基底に関する）表現行列のトレースを意味する．

命題 2.16. sl(V )は線形リー代数であり，dim sl(V ) = (l + 1)2 − 1を満た
す．さらに，(i, j)成分が 1で他の成分は 0である (l + 1)次正方行列を eij，
hk := ekk − ek+1,k+1とおくと，{eij, hk|i ̸= j, 1 ≤ k ≤ l}が sl(V )の基底を成す．

証明. Tr(x) = 0という条件は V の基底の取り方に依らないので，sl(V )は
well-definedであることに注意する．また，任意の x, y ∈ gl(V ), a, b ∈ Kに対
して

Tr(ax+ by) = aTr(x) + bTr(y),Tr(xy) = Tr(yx)

が成り立つので，sl(V )は線形リー代数であることが分かる．さらに，トレー
スTr : gl(V ) → KをK上の線形空間の間の線形写像とみなすと，次元定理に
より dim sl(V ) = dim gl(V ) − 1 = (l + 1)2 − 1となる．従って，{eij, hk|i ̸=
j, 1 ≤ k ≤ l}が基底であることを示すには，線形独立性を示せば良いがそれは
簡単に分かる．

例 2.17 (Cl型). 2l次元線形空間 V に対し，V の基底を固定して V の元を成

分表示したものと同一視する．M =

(
O Il
−Il O

)
により定まる V 上の非退化反

対称双線形形式（シンプレクティック形式と呼ぶ）

ω : V × V → K; (v, w) 7→ tvMw

を考える．v, wの成分表示をそれぞれ v = (vi), w = (wi)とすると，

ω(v, w) =
l∑

i=1

viwl+i −
l∑

i=1

wivl+i

と書ける（このことから ωが実際にシンプレクティック形式であることが分か
る）．このとき，

sp(V ) := sp2l(K) := {x ∈ gl(V )|ω(x(v), w) = −ω(v, x(w)), ∀v, w ∈ V }
をシンプレクティック代数（symplectic algebra）とよぶ．条件

ω(x(v), w) = −ω(v, x(w))
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を行列の言葉で書き直すと，
txM +Mx = 0

ということに他ならない．すなわち，

sp2l(K) = {x ∈ M2l(K)|txM +Mx = 0}
と書ける．sp(V )は線形リー代数であり，dim sp(V ) = 2l2 + lを満たす．

問題 2.18. sp(V )は線形リー代数であり，dim sp(V ) = 2l2 + lを満たすことを
示せ．さらに，(i, j)成分が 1で他の成分は 0である 2l次正方行列を eijとする
とき，以下のベクトルが sp(V )の基底を成すことを示せ：

eii − el+i,l+i (1 ≤ i ≤ l), eij − el+j,l+i (1 ≤ i ̸= j ≤ l)

ei,l+j + ej,l+i, el+i,j + el+j,i (1 ≤ i < j ≤ l), ei,l+1i, el+1,i (1 ≤ i ≤ l)

例 2.19 (Bl型). 2l+ 1次元線形空間 V に対し，V の元を成分表示したものと

同一視する．M =

1 0 0
0 O Il
0 Il O

により定まる V 上の非退化対称双線形形式

ω : V × V → K; (v, w) 7→ tvMw

を考える．v, wの成分表示をそれぞれ v = (vi), w = (wi)とすると，

ω(v, w) = v1w1 +
l+1∑
i=2

viwl+i +
l+1∑
i=2

vl+iwi

と書ける（このことから ωが実際に非退化対称双線形形式であることが分か
る）．このとき，

o(V ) := o2l+1(K) := {x ∈ gl(V )|ω(x(v), w) = −ω(v, x(w)), ∀v, w ∈ V }
を直交リー代数（orthogonal Lie algebra）とよぶ．

例 2.20 (Dl型 (l ≥ 2)). 2l次元線形空間 V に対し，M =

(
O Il
Il O

)
により定

まる V 上の非退化対称双線形形式

ω : V × V → K; (v, w) 7→ tvMw

を考える．このとき，

o(V ) := o2l(K) := {x ∈ gl(V )|ω(x(v), w) = −ω(v, x(w)), ∀v, w ∈ V }
も直交リー代数（orthogonal Lie algebra）とよぶ．

問題 2.21. o2l+1(K)と o2l(K)はそれぞれ線形リー代数であり，dim o2l+1(K) =
2l2 + l, dim o2l(K) = 2l2 − lとなることを示せ．さらに，それぞれの基底を求
めよ．

ここで挙げたAl, Bl, Cl, Dl型のリー代数を古典型線形リー代数と呼ぶ．他に
も以下の線形リー代数は重要である．

例 2.22. (i) tn(K) :=
{
(aij) ∈ gln(K)|aij = 0 if i > j

}
．
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(ii) nn(K) :=
{
(aij) ∈ gln(K)|aij = 0 if i ≥ j

}
．

(iii) dn(K) :=
{
(aij) ∈ gln(K)|aij = 0 if i ̸= j

}
．

命題 2.23. tn(K), nn(K), dn(K)に対して，以下が成り立つ．
(i) tn(K) = dn(K) + nn(K)．
(ii) [dn(K), nn(K)] = nn(K)．
(iii) [tn(K), tn(K)] = nn(K)．

問題 2.24. tn(K), nn(K), dn(K)が線形リー代数であることと，命題 2.23が成
り立つことを確認せよ．

線形リー代数は多くのリー代数の例を与えることが分かる．実は，全ての
リー代数は線形リー代数と同型であることが知られている：

定理 2.25 (Adoの定理 (1936)). 任意のリー代数 gは少なくとも一つの忠実表
現をもつ（表現の定義は定義 2.32を参照のこと）．すなわち，gと同型な線形
リー代数が存在する．

2.3. 微分代数.

定義 2.26. K上の線形空間 V と双線形写像 f : V × V → V ; (x, y) 7→ xyの組
をK代数と呼ぶ．以下，V がリー代数のときは f をリー代数の括弧積として
取ることでK代数とみなす．

定義 2.27. K代数 V に対し，

Der(V ) := {D ∈ gl(V )|D(xy) = xD(y) +D(x)y,∀x, y ∈ V }
を V の微分代数（derivation algebra）と呼ぶ．Der(V )は線形リー代数で
ある．

問題 2.28. Der(V )が線形リー代数であることを確認せよ．

例 2.29. 一変数多項式環K[x]に対し，

Der(K[x]) =

{
a(x)

d

dx

∣∣∣ a(x) ∈ K[x]

}
が成り立つ（K[x]は線形空間として無限次元であるが，定義 2.27と同様にし
てDer(K[x])を定義する）．

証明. 任意のD ∈ Der(K[x])に対し，

D(1) = D(12) = D(1)1 + 1D(1) = 2D(1)

となるので，D(1) = 0が成り立つ．さらに，a(x) := D(x)とおくとD(xi) =
ixi−1a(x) (i ∈ Z≥1)が成り立つ．よって，任意の f(x) =

∑n
i=0 aix

i ∈ K[x]に
対して，

D(f(x)) =
n∑

i=1

aiD(xi) =
n∑

i=1

aiix
i−1a(x) = a(x) · d

dx
(f(x))

となる．逆に，a(x) ∈ K[x]に対して a(x)
d

dx
∈ Der(K[x])となることは明らか．
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リー代数に対し，その微分代数は自然に現れる：

命題 2.30. リー代数 gを括弧積によりK代数とみなす．このとき，
ad : g → gl(g); x 7→ (y 7→ ad(x)(y) := [x, y])

はリー代数の間の準同型写像である．さらに，Im(ad) ⊂ Der(g)が成り立つ．

証明. 括弧積の双線形性により ad(x) ∈ gl(g) となるので，写像 ad は well-
definedである．準同型性はヤコビの恒等式から導かれる．また，後半を示す
には微分の条件

ad(x)([y, z]) = [ad(x)(y), z] + [y, ad(x)(z)]

を確認すれば良いが，これもヤコビの恒等式に他ならない．

定義 2.31. リー代数 gに対し，命題 2.30の準同型写像 ad : g → gl(g)を gの随
伴表現（adjoint representation）と呼ぶ．また，Der(g)の元のうち Im(ad)
に含まれるものを内部微分（inner derivation），それ以外を外部微分（outer
derivation）と呼ぶ．

定義 2.32. リー代数 gに対し，準同型写像 f : g → gl(V )を表現 (represen-
tation)と呼ぶ．ただし，V は線形空間とする．

3. イデアル，可解代数，冪零代数

3.1. イデアルと商リー代数.

定義 3.1. aをリー代数 gの線形部分空間とする．任意の x ∈ g, y ∈ aに対し
[x, y] ∈ aを満たすとき，aを gのイデアル (ideal)と呼ぶ．

例 3.2. リー代数 gとそのイデアル a, bに対し，以下の集合は全て gのイデア
ルである．

(i) 0と g（自明なイデアル）．
(ii) Z(g) :=

{
z | [x, z] = 0, ∀ x ∈ g

}
：中心 (center)．

(iii) [a, b] :=
{ m∑

i=1

[xi, yi]
∣∣∣xi ∈ a, yi ∈ b,m ≥ 1

}
．

(iv) Dg := [g, g] :=
{ m∑

i=1

[xi, yi]
∣∣∣xi, yi ∈ g,m ≥ 1

}
：導来イデアル (derived

ideal)．

問題 3.3. 例 3.2のそれぞれの集合がイデアルとなることを示せ．

命題 3.4. g = gln(K)に対し，Dg = sln(K)となる．

証明. 任意の x, y ∈ gln(K)に対して Tr([x, y]) = 0となるので，Dg ⊂ sln(K)
が成り立つ．よって，逆の包含関係を示す．n次正方行列全体がなす線形空間
gln(K)に対し，その標準基底を ei,jもしくは eijとかく．命題 2.16で確認した
通り，eij (i ̸= j), hi := eii − ei+1,i+1 (1 ≤ i ≤ n − 1)は sln(K)の基底をなす．
このとき，次の補題 3.5により，

eij = [eij, ejj], hi = [ei,i+1, ei+1,i]

が成り立つので，Dg ⊃ sln(K)となる．
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補題 3.5. [eij, ekl] = δjkeil − δliekjが成り立つ．

証明. 直接計算で確かめられる．

命題 3.6. gをリー代数とする．任意の x ∈ gと δ ∈ Der(g)に対し，[δ, adx] =
ad(δx)が成り立つ．よって，ad(g)はDer(g)のイデアルを成す．

証明. 命題 2.30により ad(g)は Der(g)の線形部分空間なので，前半が成り立
てば後半も成立する．任意の x, y ∈ gと δ ∈ Der(g)に対し，

[δ, adx](y) = (δ adx)(y)− (adxδ)(y) = δ[x, y]− [x, δy]

= [δx, y] + [x, δy]− [x, δy] = ad(δx)(y)

が成り立つ．

定義 3.7. リー代数gが以下の二つの条件を満たすとき，単純 (simple)と呼ぶ：
(i) gのイデアルは 0と gのみである．
(ii) Dg ̸= 0．

注意 3.8. 条件 (i)を満たす場合に「単純」と定義する流儀もある．条件 (i)の
下，条件 (ii)が成り立たなければ，dim g = 1となる．実際，Dg = 0とする
と gは可換である．よって，gの任意の 1次元部分空間は gのイデアルとなる．
従って，条件 (i)より dim g = 1となることが分かる．このことから，条件 (ii)
は dim g = 1の場合を除くために課した条件であり，本質的ではないことが分
かる．

命題 3.9. 単純リー代数 gに対して，Z(g) = 0とDg = gが成り立つ．

証明. 簡単．

例 3.10. g = sl2(K)は単純リー代数である．

証明. gの基底

x =

(
0 1
0 0

)
, y =

(
0 0
1 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
に対し，

[x, y] = h, [h, x] = 2x, [h, y] = −2y

が成り立つ．aを 0でない gのイデアルとすると，0でない元 ax+ by+ ch ∈ a
が存在する．

ad(x)2(ax+ by + ch) = ad(x)(bh− 2cx) = −2bx,

ad(y)2(ax+ by + ch) = ad(y)(−ah+ 2cy) = −2ay

より，−2bx, 2ay ∈ aとなる．もし a ̸= 0であれば y ∈ aとなり，h = [x, y] ∈
a, 2x = [h, x] ∈ aとなるので，a = gである．b ̸= 0のときも同様に a = gであ
る．そこで a = b = 0とすると，ch ∈ aとなるので h ∈ aとなる．このときも
同様に a = gとなる．以上により，定義 3.7の条件 (i)を確認することができ
た．いま dim g = 3なので，注意 3.8により定義 3.7条件 (ii)についても成り立
つ．
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問題 3.11. より一般にsln(K) (n ≥ 2)は単純であることを示せ．また，spn(K), son(K)
についてはどうか．

定義 3.12. リー代数 gとそのイデアル aに対して，線形空間としての商（剰余）
g/aを考える．任意の x, y ∈ g/aに対し，[x, y] := [x, y] と定めることにより，
g/aはリー代数となる．g/aを商（剰余）代数（quotient (residue) algebra）
と呼ぶ．

問題 3.13. g/aの括弧積の定義がwell-definedであることを確認し，g/aがリー
代数となることを確認せよ．

命題 3.14. リー代数の間の準同型写像 f : g1 → g2に対し，以下が成立する．

(i) Kerf は g1のイデアルである．
(ii) Imf は g2の部分リー代数である．
(iii) [準同型定理] g1/Kerf ∼= Imf．

問題 3.15. 命題 3.14を示せ．

命題 3.16 (定理 2.25の特別な場合). 単純リー代数 gは線形リー代数と同型で
ある．

証明. リー代数 gの随伴表現 ad : g → gl(g)に対し，Ker(ad) = Z(g) = 0とな
る．従って，準同型定理から主張は従う．

3.2. 可解リー代数.

定義 3.17. リー代数 gに対し，

D0g := g, Dig := [Di−1g, Di−1g] (i > 0)

とおく．gのイデアルの列

g = D0g ⊃ D1g ⊃ D2g ⊃ · · · ⊃ Dig

を導来列 (derived series)と呼ぶ．また，ある自然数 nに対してDng = 0と
なるとき，gを可解 (solvable)と呼ぶ．

例 3.18. 可換リー代数は明らかに可解である．一方，単純リー代数は可解で
ない．

例 3.19. 上三角行列全体 tn(K)は可解である．

証明. 命題 2.23より，nn(K) = Dtn(K)が成り立つ．命題 2.23では証明を与え
なかったので，ここでこのことを確認をする．eij (i ≤ j)は tn(K)の基底をなす．
[eii, eij] = ei,j (i < j)なので，nn(K) ⊂ Dtn(K)となる．tn(K) = dn(K)+nn(K)
かつ dn(K)が可換であることから，nn(K) = Dtn(K)が成り立つ．
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ここで，eij (i < j)に対し，j − iを eijのレベルと呼ぶ．レベルが p以上の
eijが張る tn(K)の線形部分空間を gpとかく：

gp =

{


0 · · · 0 x1,p+1 · · · x1,n

. . . . . . . . . . . .
...

. . . . . . . . . xn−p,n

. . . . . . 0
. . .

...
0 0


∣∣∣∣∣ xij ∈ K

}
.

定義から，g0 = tn(K), g1 = nn(K)である．自然数 pに対し，Dgp ⊂ g2pとな
ることを示す．p = j − i = m − lを満たす n以下の自然数 i, j, l,mに対して，
i ̸= mならば，

[eij, elm] = δjleim − δmielj = δjleim

となる．従って，i ̸= mのとき，j = lなら eimかつm− i = (m− l)+ (l− i) =
(m− l) + (j − i) = 2p, j ̸= lなら 0となる．一方，i = mならば j > i = m > l
なので，

[eij, elm] = δjleim − δmielj = −elj

となる．このとき，j − l = (j − i) + (i − l) = (j − i) + (m − l) = 2pとなる．
従って，いずれの場合も [eij, elm] ∈ g2pとなり，Dgp ⊂ g2pとなることが示さ
れた．また，逆の包含が成り立つことも簡単に分かる．以上により，

Ditn(K) = Di−1g1 = Di−2g2 = Di−3g22 = · · · = g2i−1

となるので，2i−1 > n− 1ならDitn(K) = 0となる．

命題 3.20. リー代数 gに対して以下が成り立つ．

(i) gが可解ならば，gの任意の部分リー代数や準同型像も可解である．
(ii) aが gの可解イデアルで g/aも可解であれば，gも可解である．
(iii) a, bが gの可解イデアルならば，a+ bも可解である．

証明. (i) 部分リー代数 hに対し，Dih ⊂ Digが成り立つので，gが可解な
らばhも可解である．また，全射準同型 f : g1 → g2に対し，f(Dig1) =
Dig2となるので，後半も成立する．

(ii) g/aが可解なので，ある自然数 nに対しDng ⊂ aとなる．

Dn+1g = D1(Dng) = [Dng, Dng] ⊂ D1a

に注意すると，Dn+ig ⊂ Diaとなることが分かるので，gも可解である．
(iii) 同型 a/a∩ b ∼= a+ b/bに注意すると，自然な全射 a → a/a∩ bにより，

a+ b/bは可解リー代数 aの準同型像である．よって，(i)より a+ b/b
は可解である．bも可解なので，(ii)より題意は従う．

命題 3.21. リー代数 gに対して，極大可解イデアルがただ 1つ存在する．その
イデアルを rad(g)とかき，gの根基 (radical)と呼ぶ．
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証明. 零イデアルは可解であるので，必ず gは可解イデアルをもつ．従って，
一意性を示せば良い．aを gの極大可解イデアルとする．命題 3.20により，任
意の可解イデアル bに対し a+ bも可解である．aの極大性により a+ b = aと
なるので，b ⊂ aである．

定義 3.22. rad(g) = 0となるリー代数 gを半単純 (semisimple)と呼ぶ．

問題 3.23. 単純リー代数 gは半単純であることを示せ．

例 3.24. g = sl2(K)は単純なので（例 3.10），特に半単純である．よって，0
以外の可解イデアルを含まない．しかし，可解部分リー代数は含む．実際，

y =

(
0 0
1 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
により生成される gの部分リー代数は可解である．

命題 3.25 (定理 2.25の特別な場合，命題 3.16の一般化). 半単純リー代数 gは
線形リー代数と同型である．

証明. リー代数 gの随伴表現 ad : g → gl(g)に対し，Ker ad = Z(g)となる．一
方，DZ(g) = 0より Z(g)は可解イデアルである．従って，主張は従う．

3.3. 冪零代数.

定義 3.26. リー代数 gに対し，

C0g := g, C ig := [g, Ci−1g] (i > 0)

とおく．gのイデアルの列

g = C0g ⊃ C1g ⊃ C2g ⊃ · · · ⊃ C ig

を降中心列 (descending series, lower central series)と呼ぶ．また，ある
自然数 nに対してCng = 0となるとき，gを冪零 (nilpotent)と呼ぶ．

命題 3.27. 冪零リー代数は可解であるが，逆は一般に成り立たない．

証明. リー代数 gに対して，Dig ⊂ Cigが成り立つ．よって，冪零ならば可解
である．一方，g = tn(K)とすると，例 3.19より可解である．さらに，例 3.19
の証明よりC1tn(K) = D1tn(K) = nn(K)となる．さらに，

C2tn(K) = [tn(K), nn(K)] = nn(K)

となる．よって，任意の自然数 iに対してCitn(K) = nn(K)となるので，g =
tn(K)は冪零でない．

例 3.28. 非可換 2次元リー代数 gは可解であるが冪零でない．

証明. 命題 2.7により，[x, y] = yとなる gの基底 {x, y}が存在する．このとき，
D1g = C1g = ⟨y⟩K, D2g = 0

となる．一方で
C2g = [⟨x, y⟩K, ⟨y⟩K] = ⟨y⟩K = C1g

となるので，題意は成立する．
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例 3.29. Kが標数 0の体のとき，g = sl2(K)は単純である（例 3.10）．よって，
Dg = gとなり冪零ではない．しかし，Kが標数 2の体ならば，g = sl2(K)は
冪零である．
実際，例 3.10と同様の計算により，gの基底

x =

(
0 1
0 0

)
, y =

(
0 0
1 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
に対し，

[x, y] = h, [h, x] = 2x = 0, [h, y] = −2y = 0

が成り立つ．よって，C1g = ⟨h⟩Kとなり，C2g = 0が成り立つ．

命題 3.30. リー代数 gに対して以下が成り立つ．
(i) gが冪零ならば，gの任意の部分リー代数や準同型像も冪零である．
(ii) g/Z(g)が冪零であれば，gも冪零である．
(iii) gが冪零かつ g ̸= 0ならば，Z(g) ̸= 0である．

証明. 命題 3.20の証明参照．

gが冪零リー代数ならば，任意のxi, y ∈ gに対して，adx1 adx2 · · · adxn(y) =
0が成り立つ．特に，任意の x ∈ gに対して，(ad x)n = 0となる．

補題 3.31. 冪零リー代数 gの任意の元 xに対し，adxは冪零である．

実はこの逆も成立する．

定理 3.32 (エンゲルの定理 (Engel’s Theorem)). リー代数 gの任意の元 xに対
し adxが冪零ならば，gも冪零である．

定理を証明するために次の補題を用意する．

補題 3.33. 冪零自己準同型 x ∈ gl(V )に対し，adxも冪零である．

証明. ある自然数 n > 0に対して，xn = 0が成り立つと仮定する．gl(V )上の
自己準同型写像

λx := (y 7→ x ◦ y), ρ−x := (y 7→ −y ◦ x) ∈ gl(gl(V ))

に対し，adx = λx + ρ−xが成り立つ．さらに，

(λx ◦ ρ−x)(y) = λx(−y ◦ x) = −x ◦ y ◦ x = ρ−x(λx(y)) = (ρ−x ◦ λx)(y)

より，λxと ρ−xは可換である．よって，

adx2n−1 =
2n−1∑
i=0

(
2n− 1

i

)
λi
x ◦ ρ2n−1−i

−x

が成り立つ．任意の 0 ≤ i ≤ 2n− 1に対して，2n− 1− i ≥ nもしくは i ≥ n
となるので，adx2n−1 = 0となり題意は成立する．

注意 3.34. 一般に，自己準同型 x ∈ gl(V )に対し adxが冪零であっても xが
冪零とは限らない．例えば，xが恒等写像（単位行列）であれば xは冪零では
ないが，adx = 0となる．

エンゲルの定理は次の定理から従う．
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定理 3.35. 線形リー代数 g ⊂ gl(V )の全ての元が冪零自己準同型写像であり，
なおかつ V ̸= 0とする．このとき，g.v = 0となる v ∈ V \ {0}が存在する．

証明. 以下，n次元ベクトル空間 V の線形変換全体 gl(V )を n次正方行列全体
とみなす．dim gに関する帰納法により主張を示す．dim g = 0ならば g = 0と
なり，任意の v ∈ V \ {0}を取れば良い．dim g = 1のとき，gのOでない行列
Aをとると，g = ⟨A⟩Kとなる．仮定より，An = Oとなる自然数nが存在する．
このとき，Aの固有値は 0のみであり，その固有ベクトルを vと置けば良い．
よって，以下 dim g ≥ 2とする．今我々が示そうとしている定理は，任意の g
の元に共通の固有ベクトルが少なくとも一つ存在することを主張している．
h ⊊ gを真の部分代数とする．hは随伴表現を介して gに作用するが，補題

3.33によりその作用は冪零である．hは h自身にも随伴表現により作用するこ
とから，hは線形空間 g/hに作用する（hは gのイデアルとは仮定していない
ので g/hは一般にリー代数ではないが，線形空間の商を考えることは出来る）．
次元に関する帰納法の仮定から，x ̸∈ hかつ [h, x] ⊂ hを満たす x ∈ gが存在す
る．よって，h ⊊ Ng(h) := {x ∈ g|[x, h] ⊂ h}が成り立つ．
h ⊊ gを極大部分代数とすると，g = Ng(h)となるので，hは gのイデアルで

ある．よって，商リー代数 g/hを定義することが出来る．もし，dim g/h > 1
ならば，g/hの 1次元部分代数 pが存在する．すると，その gでの逆像は hを
真に含む真の部分代数となり，hの極大性に矛盾する．よって，dim g/h = 1，
すなわち，dim h = dim g − 1となる．従って，z ∈ g \ hにより，g = h + Kz
とかける．
W := {v ∈ V |h.v = 0}とおくと，帰納法の仮定からW ̸= 0である．g =

h+Kzより，W に冪零準同型写像 zの固有ベクトルが存在することを示せば
題意は従う．hが gのイデアルであることに注意すると，W は g不変であるこ
とが分かる．実際，x ∈ g, y ∈ h, w ∈ W に対して，

y(xw) = yx(w) = xy(w)− [x, y](w) = 0

となる．特に，W は zの作用に関して不変なので題意は成り立つ．

(エンゲルの定理の証明). dim gに関する帰納法により示す．dim g = 0, 1のと
きは明らかなので，dim g > 1とする．このとき，ad g ⊂ gl(g)の任意の元は
冪零である．定理 3.35により，[g, x] = 0を満たす元 x ∈ g \ {0}が存在する．
すなわち，Z(g) ̸= 0となる．dim g/Z(g) < dim gなので，帰納法の仮定より
g/Z(g)は冪零である．命題 3.30 (ii)により，gも冪零であることが分かる．

エンゲルの定理の系を述べる前に，旗の定義を述べる．

定義 3.36. n次元線形空間 V に対し，その部分空間の鎖 0 = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂
Vn = V (dimVi = i)を V の 旗 (flag)と呼ぶ．

系 3.37. 定理 3.35の仮定の下，g.Vi ⊂ Vi−1 (∀i)を満たす g不変な V の旗
(0 = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn = V )が存在する．すなわち，V の適当な基底に対
し，gは nn(K)に含まれる．
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証明. 定理 3.35の v ∈ V に対し，V1 := ⟨v⟩Kとおく．W = V/V1に gは作用し，
その作用は冪零である．よって，dimV に関する帰納法により，g不変なW の
旗が存在する．その V における逆像に V1を加えたものが求める旗である．

定理 3.35の応用として，次の補題を示しておく．

補題 3.38. gを冪零リー代数，a ̸= 0をそのイデアルとする．このとき，a ∩
Z(g) ̸= 0が成り立つ．特に，Z(g) ̸= 0である．

証明. gは随伴行列により aに作用する．よって，定理 3.35より [g, x] = 0とな
る x ∈ aが存在する．

注意 3.39. 証明から分かるように，エンゲルの定理やその系は正標数でも成
立する．

4. リーの定理とカルタンの判定条件

これ以降，特に断りがない限り，基礎体Kは標数 0の代数的閉体とする．た
だし，線形代数の復習を（4.2）においてする際は単に代数的閉体とする．

4.1. リーの定理. エンゲルの定理の証明で本質的に重要なのは定理 3.35であ
り，冪零準同型写像からなる線形リー代数は共通の固有ベクトルをもつことを
主張していた．次の定理は可解線形リー代数に対する類似である．

定理 4.1. Kを代数的閉体とする．このとき，可解線形リー代数 g ⊂ gl(V )に
対し，V ̸= 0ならば gの任意の元に共通の固有ベクトルが存在する．

証明. 定理 3.35と同様のアイデアで示すことが出来る．dim gに関する帰納法
により示す．dim g = 0ならば主張は明らかなので，dim g > 0とする．
Step 1 余次元 1のイデアル a ⊂ gが存在する：gは可解なので，D1g ⊊ gが

成り立つ．g/D1gは可換リー代数なので，任意の線形部分空間はイデアルとな
る．よって，g/D1gの余次元 1の線形部分空間の逆像を aと置けば良い．
Step 2 x.v = λ(x)v (∀x ∈ a)を満たす v ∈ V と線形写像 λ : a → Kが存在す

る：帰納法の仮定より，任意のx ∈ aに対して，x.v = λ(x)vとなる v ∈ V \{0}
と λ(x) ∈ Kが存在する．写像 λの線形性は簡単に分かる．
Step 3 W := {w ∈ V |x.w = λ(x)w (∀x ∈ a)}は g不変である：これを示す

前に次のステップへ進む．
Step 4 Step 3の主張が正しければ，定理は成立する：aは gにおいて余次元

1なので，g = a + Kzと記述することが出来る．Step 3より，zはW の線形
変換を定める．Kが代数的閉体であることから，zの固有多項式は必ずKに根
αをもつ．従って，zに対しその固有ベクトル v0 ∈ W が存在する．このとき，
任意の x ∈ aと c ∈ Kに対して，

(x+ cz).v0 = x.v0 + cz.v0 = λ(x)v0 + cαv0 = (λ(x) + cα)v0

となるので，v0が題意を満たす固有ベクトルである．
従って，Step 3の主張を示せば良い．
w ∈ W,x ∈ g, y ∈ aに対して，

yx.w = xy.w − [x, y].w = λ(y)x.w − λ([x, y])w
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となるので，λ([x, y]) = 0を示せば良い．そこで，w ∈ W,x ∈ gを固定し，
w, x.w, · · · , xn.wが線形従属になる最小の自然数を nとする．さらに，

W0 := 0, Wi =: ⟨w, x.w, · · · , xi−1.w⟩K
とおくと，dimWn = n,Wn = Wn+i (i ≥ 0)が成り立つ．x(Wn) ⊂ Wnより，x
はWnの線形変換とみなすことが出来る．任意の y ∈ aに対して，y(Wi) ⊂ Wi

となることに注意する．このとき，Wn の基底 w, x.w, · · · , xn−1.w に関して，
y ∈ aは対角成分が λ(y)に等しい上三角行列により表現される．これを示すに
は次の合同を確認すれば良い：

yxi.w ≡ λ(y)xi.w (mod Wi)

帰納法によりこの合同式を確認する．i = 0であれば明らか．そこで i > 0とし
て，yxi.w = yxxi−1.w = xyxi−1.w − [x, y]xi−1.w ≡ xyxi−1.w (mod Wi−1)と変
形する．帰納法の仮定より，yxi−1.w ≡ λ(y)xi−1.w (mod Wi−1)となるが，Wi

の構成方法から x(Wi−1) ⊂ Wiとなるので，示したかった合同式が成立する．
上記合同式より，y ∈ aに対して，TrWn(y) = nλ(y)が成立する．特に [x, y] ∈

aなので，TrWn([x, y]) = nλ([x, y])となる．x(Wn) ⊂ Wn, y(Wn) ⊂ Wnだった
ので，[x, y] = xy− yxはWnの 2つの自己準同型写像 x, yの交換子として表さ
れる．よって，TrWn([x, y]) = 0となる． 以上により，Kの標数が 0であるこ
とを用いると，λ([x, y]) = 0となることが分かる．

例 4.2. Kが正標数の体のとき，定理 4.1は一般に成立しない．Kを標数 p > 0
の体とする．p次正方行列

x =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
1 0 0 . . . 0

 , y = diag(0, 1, 2, . . . , p− 1)

に対し，[x, y] = xが成り立つ．g := ⟨x, y⟩K ⊂ glp(K)とおくと，gは 2次元可
解リー代数である．一方，yの固有ベクトルはKpの標準基底 e1, e2, · · · , epで
あるが，いずれも xの固有ベクトルではない．

系 4.3 (リーの定理 (Lie’s Theorem)). Kを代数的閉体とする．このとき，可
解線形リー代数 g ⊂ gl(V )は V のある旗を固定する．すなわち，V の適当な基
底に対し，gは tn(K)に含まれる．

証明. 定理 4.1を用いて，系 3.37の証明と同様の方法により示せる．

系 4.4. Kを代数的閉体とする．このとき可解リー代数 gに対して，dim ai = i
を満たすイデアルの列 0 = a0 ⊂ a1 ⊂ · · · ⊂ an = gが存在する．

証明. gの随伴表現 ad : g → gl(g)に対し，ad(g)は可解である．よって，系 4.3
により，ad(g)はある旗を固定する．随伴表現の定義より，その旗は題意のイ
デアル列に他ならない．

系 4.5. Kを代数的閉体，gを可解リー代数とする．このとき，x ∈ Dgに対し
て adxは冪零である．特に，Dgは冪零である．従って，リー代数 gに対し g
が可解であることとDgが冪零であることは同値である．
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証明. 系 4.4に現れるイデアル列の線形空間としての基底を取り固定する．その
基底に関して，ad g ⊂ tn(K)が成り立つ．よって，adDg = D ad g ⊂ Dtn(K) =
nn(K)となり題意は成立する．

4.2. 不変部分空間とジョルダン・シュバレー分解. この小節において，Kは任
意標数の代数的閉体とする．特にK = Cの場合は佐武一郎「線形代数学」第
４章（pp. 133–151）を参照のこと．
A ∈ Mn(K)に対し，Ax = αxを満たす非零ベクトル xをAの固有ベクト

ル (eigenvector)，αを固有値 (eigenvalue), Vα := Ker(A− αI)を αに対応
するAの固有空間（eigenspace）と呼ぶ．また，fA(x) := |xI −A|をAの固
有多項式もしくは特性多項式 (characteristic polynomial)と呼ぶ．

命題 4.6. A ∈ Mn(K)に対し，αがAの固有値であることとAの固有多項式
fA(x)の根であることは同値である．

証明. αがAの固有値であることとKer(A− αI) ̸= 0は同値である．さらにこ
れはA− αIが正則でないことと同値である．行列が正則でないこととその行
列の行列式が 0であることは同値なので，主張は成立する．

固有多項式に対して，次の定理は基本的である．

定理 4.7 (Hamilton-Cayleyの定理). A ∈ Mn(K)に対し，その固有多項式fA(x)
は fA(A) = Oを満たす．

定義 4.8. A ∈ Mn(K)に対して，f(A) = Oとなるモニック多項式 f(x) ∈ K[x]
の中で次数最小のものを行列 Aの最小多項式 (minimal polynomial)と呼
び，φA(x)と書く．

命題 4.9. A ∈ Mn(K)に対して，Aの最小多項式 φA(x)は一意的に存在する．
さらに，f(A) = 0を満たす多項式 f(x) ∈ K[x]は φA(x)で割り切れる．

証明. 定理 4.7により，最小多項式の存在が分かる．（もしくは，Mn(K)はK上
n2次元の線形空間であることに注意すると，I, A,A2, · · · , An2

はK上線形従
属となり，このことからも分かる．）φA(x)と ϕA(x)をAの異なる最小多項式
とする．このとき，多項式 (φA − ϕA)(x)は (φA − ϕA)(A) = Oを満たし，かつ

deg(φA − ϕA)(x) < deg(φA(x)), deg(ϕA(x))

を満たす．よって，(φA − ϕA)(x)を先頭項の係数で割って得られた多項式は
最小多項式の定義を満たす．これは，φAが最小多項式であることに矛盾する．
従って，一意性も示された．f(A) = 0を満たす多項式 f(x) ∈ K[x]に対し，
f(x) = p(x)φA(x)+q(x)（ただし，deg q(x) < degφA(x)）と書くと，q(A) = O
となる．従って，上と同様の議論により，q = 0となる．

例 4.10. 単位行列 I ∈ Mn(K)に対し，固有多項式は fI(x) = (x − 1)n，最小
多項式は φI(x) = x− 1となる．

注意 4.11. 最小多項式の定義や命題 4.9は環論を用いて次のように述べること
も出来る：
A ∈ Mn(K)に対して，I(A) := {f(x) ∈ K[x]|f(A) = O}とおくと I(A)

は一変数多項式環 K[x]のイデアルである．K[x]は単項イデアル聖域なので，
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I(A) = (φA(x))を満たすモニック多項式 φA(x) ∈ K[x]が存在し，Aの最小多
項式と呼ぶ．

命題 4.12. A ∈ Mn(K)に対して，Aの最小多項式 φA(x)の根と固有多項式
fA(x)の根（固有値）は重複度を無視して一致する．

証明. 命題 4.9により，φA(x)は固有多項式 fA(x)を割り切る．よって，φA(x)
の根は固有値である．一方，固有値αとその固有ベクトルxに対し，φA(α)x =
φA(A)x = 0が成り立つ．x ̸= 0なので，φA(α) = 0となる．すなわち，全て
の固有値は φA(x)の根である．

次の命題は基本的である．

命題 4.13 (佐武一郎「線形代数学」P139-140参照). A ∈ Mn(K)に対して，以
下は同値である．

(i) Aは対角化可能である．

(ii) φA(x)は相異なる一次式の積に分解される： φA(x) =
s∏

i=1

(x− αi)．

(iii) KnはAの固有空間の直和に分解される：Kn =
s⊕

i=1

Vαi
.

証明. (i) ⇒ (ii) Aは対角化可能なので，ある正則行列 P が存在して，P−1AP
は対角行列となる．このとき，φA(x) = φP−1AP (x)なので，Aは対角行列であ
ると仮定して良い．Aの対角成分のうち相異なるものを α1, · · · , αsとすると，

(A− α1I)(A− α2I) · · · (A− αsI) = O

となることが計算により分かる．よって，φ(x) =
s∏

i=1

(x− αi)とおくと，φ(A) =

Oとなる．命題により，最小多項式は φ(x)を割り切るので，重根を持たない
（実際には φ(x) = φA(x)となる）．

(ii) ⇒ (iii)最小多項式φA(x)が相異なる一次式の積に分解されると仮定する．

α1, · · · , αsを相異なる全ての固有値とすると，命題4.12によりφA(x) =
s∏

i=1

(x− αi)

と書ける．従って，

(A− α1I)(A− α2I) · · · (A− αsI) = O

となる．一般にA,B ∈ Mn(K)に対して rank(AB) ≥ rankA+ rankB − nが成
り立つことに注意すると，

rank(A− α1I)(A− α2I) ≥ rank(A− α1I) + rank(A− α2I)− n

rank{
2∏

i=1

(A− αiI)}(A− α3I) ≥ rank{
2∏

i=1

(A− αiI)}+ rank(A− α3I)− n

≥
3∑

i=1

rank(A− αiI)− 2n
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· · · · · ·

rank
s∏

i=1

(A− αiI) ≥
s∑

i=1

rank(A− αiI)− (s− 1)n

従って，
s∑

i=1

(n− rank(A− αiI)) ≥ n.

次元定理により，dimVαi
= n − rank(A − αiI)なので，

s∑
i=1

dimVαi
≥ n とな

る．一方，
s⊕

i=1

Vαi
⊂ Knなので，等号が成立し，V =

s⊕
i=1

Vαi
が成り立つ.

(iii) ⇒ (i) Kn =
s⊕

i=1

Vαi
とする．各 Vαi

の基底を取ることによりKnの基底

を作ることができる．その基底に関する表現行列は対角行列なので題意は従
う．

定義 4.14. 線形空間 V に対し，x ∈ End(V )の表現行列が命題 4.13の条件を
満たすとき，xを半単純 (semisimple)と呼ぶ．

例 4.15. A =

(
0 −1
1 0

)
に対して，fA(x) = x2 + 1 = (x+

√
−1)(x−

√
−1)と

なる．よって，Aは半単純である．一方，R上において fA(x)は解を持たない．
従って，さらなる考察が必要になる．このような煩わしい場合を排除するため
にKを代数的閉体と仮定している．

定義 4.16. 線形空間V とx ∈ End(V )に対し，線形部分空間Λ ⊂ V がx(Λ) ⊂ Λ
を満たすとき，Λを x不変と呼ぶ．

定義 4.17. 線形空間 V と線形部分空間 Λ ⊂ V に対し，V = Λ ⊕ Λ′を満たす
線形部分空間Λ′をΛの補空間と呼ぶ．

命題 4.18. 線形空間 V 上の線形変換 x ∈ End(V )に対し，xが半単純であるこ
とと，任意の x不変部分空間が x不変補空間をもつことは同値である．

証明. xを半単純とする．命題 4.13により，V は xの固有空間の直和に分解さ
れる：V =

⊕
Vα．x不変部分空間 Λ ⊂ V に対して，Λα := Λ ∩ Vαとおく．

x|Vα = αI となるので，Vαにおいて Λαの補空間 Λ′
αが存在する．このとき，

Λ′ :=
⊕

Λ′
αとおくと，Λ′はΛの補空間であり，x不変である．

逆に，任意の x不変部分空間が x不変補空間をもつと仮定する．まず，次が
成立することを示す：
主張：z ∈ End(Λ)に対し，任意の z不変部分空間W ⊂ Λは（Λにおいて）

z不変補空間をもつ．
V = Λ⊕Λ′とする．x := z⊕ 1Λ′ ∈ End(V )とおく．W ⊂ Λは z不変なので，

W ⊂ V は x不変である．仮定により，x不変補空間W ′ ⊂ V が存在する．こ
のとき，簡単にΛ = W ⊕ (Λ∩W ′)が成り立つことが分かり，主張が成立する．
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xの固有空間Vαはx不変なので，x不変補空間V ′
αが存在する．x|V ′

α
∈ End(V ′

α)
の固有空間 Vβ に対して，上の主張により x|V ′

α
不変補空間 V ′

β が存在する：
V ′
α = Vβ ⊕ V ′

β．これを繰り返すことにより，V の固有空間分解を得られる．
よって命題 4.13により，xは半単純である．

注意 4.19. 一般に，線形空間 V 上の線形変換 x ∈ End(V )に対し，x不変部
分空間が 0と V 以外に存在しないとき，xを単純と呼ぶ．先に定義した「半単
純」は単純線形変換の直和として書けることに他ならない．

補題 4.20. 線形空間 V 上の半単純線形変換 x ∈ End(V )に対し，Λ ⊂ V が x
不変であるとする．このとき，x|Λも半単純である．

証明. 上記命題 4.18により，Λの x不変補空間Λ′が存在する．このとき，x =
x|Λ ⊕ x|Λ′ が成り立つ．つまり，x, x|Λ, x|Λ′ のそれぞれの表現行列を A,B,C
とすると，

A =

(
B O
O C

)
と書ける．よって，Aの最小多項式 φA(x)に対して，φA(B) = O,φA(C) = O
となる．すなわち，x|Λと x|Λ′ の最小多項式は共に φAの約数となり，従って
重根を持たない．

補題 4.21. A,B ∈ Mn(K)が半単純かつ AB = BAを満たせば，Aと B を
同時に対角化することが可能である．すなわち，ある正則行列 P が存在して，
P−1AP と P−1BP は共に対角行列となる．また，このときA±Bも半単純で
ある．

証明. 後半は前半から明らかなので，前半のみ示す．Aの相異なる固有値を
α1, · · · , αsとする．Aは半単純なのでKnは固有空間 Vαi

の直和に分解される：

Kn =
s⊕

i=1

Vαi
．任意の x ∈ Vαi

に対して，

A(Bx) = B(Ax) = B(αix) = αi(Bx)

より，Bx ∈ Vαi
となる．すなわち，Vαi

はB不変である．よって，この直和分
解に即して基底を取ると，

A ∼

α1In1 O
. . .

O αsIns

 , B ∼

B1 O
. . .

O Bs


となる．ただし，∼は「相似」（行列X, Y に対し，ある正則行列P により Y =
P−1XP と書けるとき，X と Y は相似と呼んだ）であることを意味する．Bi

はBが Vαi
に引き起こす変換の行列である．補題 4.20によりBiも半単純なの

で，Vαi
の基底を適当にとることによりBも対角化される．

補題 4.22. 共通因子を持たない多項式 f1(x), · · · , fs(x) ∈ K[x]に対して，

h1(x)f1(x) + · · ·+ hs(x)fs(x) = 1

を満たす多項式 h1(x), · · · , hs(x) ∈ K[x]が存在する．
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問題 4.23. 補題 4.22を示せ．

命題 4.24 (広義固有空間分解). A ∈ Mn(K)の固有多項式が次で与えられたと
する：

fA(t) =
s∏

i=1

(t− αi)
mi

このとき，各固有値 αiの広義固有空間 Ṽαi
を

Ṽαi
:= {v ∈ V |(A− αiI)

miv = 0}
により定義する．このとき，

V =
s⊕

i=1

Ṽαi

が成り立つ．

証明. 固有多項式 fA(t)に対して，

fi(t) =
fA(t)

(t− αi)mi
=

∏
j ̸=i

(t− αj)
mj

とおくと，f1(t), · · · , fs(t)は共通因子を持たない．よって，補題 4.22により，

h1(t)f1(t) + · · ·+ hs(t)fs(t) = 1(1)

を満たす多項式h1(t), · · · , hs(t) ∈ K[t]が存在する．Ai := hi(A)fi(A)とおくと，

A1 + · · ·+ As = I

が成り立つ．一方，i ̸= jのときfi(t)fj(t)はfA(t)で割り切れるので，Hamilton-
Cayleyの定理から fi(A)fj(A) = Oとなる．従って，

AiAj = O (i ̸= j)

となる．さらに，Ai = AiE = Ai(A1 + · · ·+ As) = A2
i となるので，

A2
i = Ai

も成り立つ．すなわち，A1, · · · , Asは射影作用素である．従って，

V =
s⊕

i=1

Ai(V ), Ai(V ) = {v ∈ V |Aiv = v}

となる．
ここで，Ai(V )は Ṽαi

と一致する．実際，(t − αi)
mifi(t) = fA(t)なので，

(A− αiI)
mifi(A) = Oとなる．よって，

(A− αiI)
miAi = (A− αiI)

mihi(A)fi(A) = hi(A)(A− αiI)
mifi(A) = O

となり，Ai(V ) ⊂ Ṽαi
が成り立つ．逆に，v ∈ Ṽαi

に対して，v ∈ Ai(V )を示
す．このとき，(A − αiI)

miv = 0が成り立つが，(t − αi)
mi と hi(t)fi(t)は共

通因子を持たない（hi(t)fi(t)が t − αiで割り切れると (1)の左辺が割り切れ
て矛盾する）．従って，補題 4.22により多項式 g1(t), g2(t) ∈ K[t]が存在して
g1(t)(t−αi)

l+g2(t)hi(t)fi(t) = 1となる．よって，g1(A)(A−αiI)
l+g2(A)Ai = I
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が成り立つ．これを vに施すと，v = g2(A)Aiv = Ai(g2(A)v) ∈ Ai(V )となる．

以上により，V =
s⊕

i=1

Ṽαi
となることが示された．

補題 4.25 (中国剰余定理). s個の相異なる αiと正の整数miに対し，多項式

f(t) =
s∏

i=1

(t− αi)
mi ∈ K[t]を考える．このとき，環の同型

K[t]/(f(t)) ∼=
s∏

i=1

K[t]/((t− αi)
mi)

が成り立つ．

問題 4.26. 補題 4.25を示せ．

命題 4.27 (Jordan-Chevalley分解). 線形空間V 上の自己準同型写像x ∈ End(V )
に対して以下が成り立つ．

(i) 次を満たす xs, xn ∈ End(V )が一意的に存在する：x = xs + xn, xsは
半単純，xnは冪零，[xs, xn] = 0.

(ii) xs = p(x), xn = q(x)を満たす定数項を持たない一変数多項式p(t), q(t) ∈
K[t]が存在する．特に，xs, xnは xと可換な任意の自己準同型写像と
可換である．

(iii) 線形部分空間A ⊂ B ⊂ V に対しx(B) ⊂ Aが成り立てば，xs(B), xn(B) ⊂
Aも成り立つ．

分解 x = xs + xnを xの Jordan-Chevalley分解 (Jordan分解)と呼ぶ．xs

を xの半単純部分 (semisimple part), xnを xの冪零部分 (nilpotent part)
と呼ぶ．

証明. (iii)は (ii)から従うので，(i), (ii)を示せば良い．xの固有多項式 fx(t)が

fx(t) =
s∏

i=1

(t− αi)
mi

と表されるとする．このとき，命題 4.24により，

V =
s⊕

i=1

Ṽαi

が成り立つ．
0が xの固有値のとき，f(t) := fx(t) ∈ K[t]，そうでないとき，f(t) :=

tfx(t) ∈ K[t]とおく．すると，中国剰余定理により，ある多項式 p(t) ∈ K[t]が
存在して，

p(t) ≡ αi mod (t− αi)
mi , p(t) ≡ 0 mod t

を満たす．
q(t) := t− p(t), xs := p(x), xn := q(x)

とおくと，定義より

x = xs + xn, [xs, xn] = 0, p(0) = q(0) = 0
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が成り立つ．さらに，xs|Ṽαi
= αiIṼαi

より，xs = ⊕αiIṼαi
となり，xsは半単純

である．一方，
xn|Ṽαi

= (x− xs)|Ṽαi
= x− αiIṼαi

より，(xn|Ṽαi
)mi = 0となる．よって，m := max{mi}とおくと，xm

n = 0とな
り，xnは冪零である．
最後に，分解の一意性を示す．xs, xnは上で定めたものとする．さらに，半

単純変換 sと冪零変換 nが存在して，x = s + nと [s, n] = 0を満たすとする．
このとき，[s, x] = 0, [n, x] = 0に注意すると，[xs, s] = [p(x), s] = 0となり，
同様に，[xn, n] = 0も成り立つ．すなわち，xsと s，また xnと nはそれぞれ
可換である．従って，補題 4.21により，xs − sは半単純である．また，xn − n
は冪零であることも分かる．x = xs + xn = s+ nより，xs − s = n− xnとな
り，左辺は半単純，右辺は冪零なので，結局 xs = s, xn = nとなり一意性も
示された．

補題 4.28. x ∈ End(V )のジョルダン分解 x = xs + xnに対し，adx = ad xs +
adxnは adxのジョルダン分解である．

証明. [adxs, adxn] = ad[xs, xn] = 0に注意する．命題 4.27 (i)により，adxs

が半単純であることと adxnが冪零であることを確認すれば良い．後半は補題
3.33に他ならないので，adxsが半単純であることを確認する．V の基底を取
り替えて，xsは対角行列 diag(a1, · · · , an)であると仮定して良い．このとき，
gl(V )の標準基底 {ei,j}に対し，adxs(ei,j) = [xs, ei,j] = (ai − aj)ei,j となり，
adxsの表現行列は対角行列であることが分かる．

補題 4.29. 有限次元K代数 V と δ ∈ Der(V ) ⊂ End(V )に対し，End(V )にお
ける δのジョルダン分解 δ = σ+ νを考える．このとき，σ, ν ∈ Der(V )が成り
立つ．

証明. σ ∈ Der(V )を示せば十分である．δに関する V の広義固有空間分解を
V =

⊕ℓ
i=1 Ṽαi

とする．ただし，Ṽαi
:= {v ∈ V |(δ − αiI)

mv = 0 (m ≫ 0)} で
ある．このとき，αiは δの固有値であると同時に，σの固有値でもあることに
注意する．帰納法により x ∈ Ṽαi

, y ∈ Ṽαj
に対して，

(δ − (αi + αj)I)
n(xy) =

n∑
k=0

(
n

k

)
((δ − αiI)

n−kx) · ((δ − αjI)
ky)

が成り立つことが分かる．よって，nを十分大きくとることにより，Ṽαi
· Ṽαj

⊂
Ṽαi+αj

となる．すなわち，σ(xy) = (αi + αj)xyが成り立つ．一方，(σx)y +

x(σy) = (αi + αj)xyが成り立つ．いま V は Ṽαi
の直和として表されるので，

σ ∈ Der(V )となる．

4.3. カルタンの判定法. gをリー代数とする．定義より，Dgが冪零ならば g
は可解である．さらに，エンゲルの定理 3.32により，任意の x ∈ Dgに対し
adDg xが冪零ならばDgも冪零である．従って，任意の x ∈ Dgに対し adDg x
が冪零ならば gは可解である．トレースを用いた可解性判定法（カルタンの判
定法）を示すために，次の補題を用意する．
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補題 4.30. 線形部分空間A ⊂ B ⊂ gl(V )に対し，M := {x ∈ gl(V )|[x,B] ⊂ A}
とおく．x ∈ M が任意の y ∈ M に対しTr(xy) = 0を満たすならば，xは冪零
である．

証明. 与えられた x ∈ M のジョルダン分解を x = s + n (s = xs, n = xn)と書
く．V の基底を適当に取ることで，s = diag(a1, · · · , am)と仮定して良い．以下，
この基底を固定する．さらに，Q上の線形部分空間 E := ⟨a1, · · · , am⟩Q ⊂ K
を考える．主張を示すには s = 0を示せば良いが，それは E = 0と同値であ
る．さらに，Eが有限次元であることから，双対空間E∨が 0であることを示
せば良い．そこで，線形写像 f : E → Qを任意に取り，f = 0を示す．
与えられた f ∈ E∨に対し，y := diag(f(a1), · · · , f(am))とおく．gl(V )の標

準基底 {ei,j}に対し，
ad s(ei,j) = (ai − aj)ei,j, ad y(ei,j) = (f(ai)− f(aj))ei,j

が成り立つ．fの線形性より f(ai)−f(aj) = f(ai−aj)となるので，中国剰余定
理（もしくはラグランジュ補間）により定数項を持たない多項式 r(T ) ∈ K[T ]
で r(ai − aj) = f(ai − aj) (∀i, j)を満たすものが存在する．任意の i, jに対し，

ad y(ei,j) = (f(ai)− f(aj))ei,j = r(ai − aj)ei,j = r(ad s)(ei,j)

となるので，ad y = r(ad s)が成立する．
補題 4.28により ad s = (ad x)sなので，命題 4.27により定数項を持たない多

項式 p(T ) ∈ K[T ]を用いて，ad s = p(adx)と書ける．よって，ad y = r(ad s) =
(r◦p)(adx)となる．仮定よりadx(B) ⊂ Aなので，ad y(B) ⊂ Aとなり，y ∈ M
となる．さらに仮定から Tr(xy) = 0なので，

∑
aif(ai) = 0が成り立つ． 左

辺はEの元なので f を取ることで，
∑

f(ai)
2 = 0となる．f(ai) ∈ Qに注意す

ると，任意の iに対して f(ai) = 0となるので，f = 0である．

補題 4.31. x, y, z ∈ End(V )に対して，Tr([x, y]z) = Tr(x[y, z])が成立する．

証明.

Tr([x, y]z) = Tr((xy − yx)z) = Tr(xyz − xzy) = Tr(x(yz − zy)) = Tr(x[y, z])

定理 4.32 (カルタンの判定法). g ⊂ gl(V )を線形リー代数とする．任意の
x ∈ Dgと y ∈ gに対し，Tr(xy) = 0が成り立つならば，gは可解である．

証明. 補題4.30の前で注意した通り，任意のx ∈ Dgが冪零であることを示せば
良い．ここで，A = Dg, B = gとおく．このとき，M = {x ∈ gl(V )|[x, g] ⊂ Dg}
は g ⊂ M を満たす．仮定より，任意の x ∈ Dgと y ∈ gに対し，Tr(xy) = 0
が成り立つが，補題 4.30を適用するために，任意の x ∈ Dgと y ∈ M に対し，
Tr(xy) = 0が成り立つことを確認する．gの基底を xiとすると，Dgは [xi, xj]
で張られる．任意の y ∈ M に対し補題 4.31を適用すると，

Tr([xi, xj]y) = Tr(xi[xj, y]) = Tr([xj, y]xi)

が成り立つ．M の定義より [xj, y] ∈ Dgとなるので，題意は成り立つ．

系 4.33. gをリー代数とする．任意のx ∈ Dgと y ∈ gに対してTr(adx ad y) =
0ならば，gは可解である．
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証明. gの随伴表現にカルタンの判定法を適用すると，ad gは可解である．Ker ad =
Z(g)も可解なので，命題 3.20により，題意は成り立つ．

5. キリング形式

5.1. キリング形式と可解性.

定義 5.1. リー代数 gに対し，

B : g× g → K; (x, y) 7→ Tr(adx ad y)

を g上のキリング形式 (Killing form)と呼ぶ．Bは g上の対称双線形形式で
ある．さらに，B([x, y], z) = B(x, [y, z])を満たす．

問題 5.2. B([x, y], z) = B(x, [y, z])を示せ．この意味でキリング形式は結合的
である．

補題 5.3. リー代数 gとそのイデアル aに対して，BとBaをそれぞれのキリ
ング形式とする．このとき，Ba = B|a×aが成り立つ．

証明. 線形空間V とその部分空間Wに対して，V の自己準同型写像ϕがϕ(V ) ⊂
W を満たすとする．このとき，Trϕ = Tr(ϕ|W )となることに注意する．いま，
x, y ∈ aに対して adx ad y ∈ gl(g)かつ (adx ad y)(gl(g)) ⊂ aとなるので，

B(x, y) = Tr(adx ad y) = Tr((adx ad y)|a) = Tr(ada x ada y) = Ba(x, y)

が成り立つ．

定義 5.4. リー代数 gとそのイデアル aに対し，

a⊥ := {x ∈ g|B(x, y) = 0 (∀y ∈ a)}
と定める．特に，g⊥をキリング形式Bの根基(radical)と呼ぶ．さらに，g⊥ = 0
のとき，Bは非退化 (nondegenerate)という．

例 5.5. sl2のキリング形式を計算してみよう．例 3.10と同じ記号を用いる．基
底の順序を {x, h, y}とする．このとき，

adh = diag(2, 0,−2), adx =

0 −2 0
0 0 1
0 0 0

 , ad y =

 0 0 0
−1 0 0
0 2 0


となるので，Bは

0 0 4
0 8 0
4 0 0

で与えられる．行列式は−128なので，Bは非

退化である．

より一般的に，古典型線形リー代数のキリング形式は以下のようになる．

例 5.6. gを古典型線形リー代数，Bをそのキリング形式とする．このとき，以
下が成り立つ．

(i) g = gln(K)ならば，B(x, y) = 2nTr(xy)− 2Tr(x)Tr(y).
(ii) g = sln(K)ならば，B(x, y) = 2nTr(xy).
(iii) g = son(K)ならば，B(x, y) = (n− 2)Tr(xy).
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(iv) g = sp2n(K)ならば，B(x, y) = (2n+ 2)Tr(xy).

証明. まず，g = gln(K)のキリング形式を計算する．gln(K)の標準基底を eij
と書くと，

(ad(eij) ad(ejl))(egh) = ad(eij)(δlgekh − δhkegl) = δlg[eij, ekh]− δhk[eij, egl]

= δlg(δjkeih − δhiekj)− δhk(δjgeil − δliegj)

= δlgδjkeih − δlgδhiekj − δhkδjgeil + δhkδliegj

が成り立つ．
線形空間gln(K)の標準内積 (eij, ekl) := δikδjlを考える．(ad(eij) ad(ejl))(egh) ∈

gln(k)の eghに関する成分は (ad(eij) ad(ejl))(egh) ∈ gln(k)と eghの内積の値に
他ならない．

(δlgδjkeih − δlgδhiekj − δhkδjgeil + δhkδliegj, egh)

= δlgδjkδig − δlgδhiδkgδjh − δhkδjgδigδlh + δhkδliδjh

従って，

Tr(ad(eij) ad(ejl)) =
∑
g,h

(δlgδjkδig − δlgδhiδkgδjh − δhkδjgδigδlh + δhkδliδjh)

= nδliδjk − δklδij − δijδlk + nδkjδli

= 2nδliδjk − 2δklδij = 2nTr(eijekl)− 2Tr(eij)Tr(ekl)

従って，キリング形式 B の双線形性により，g = gln(K)ならば B(x, y) =
2nTr(xy) − 2Tr(x)Tr(y)が成り立つ．sln(K)は gln(K)のイデアルなので，補
題 5.3を適用すると，B(x, y) = 2nTr(xy)となることが分かる．g = son(K)と
g = sp2n(K)の場合は演習問題とする．

問題 5.7. g = son(K)と g = sp2n(K)に対して，キリング形式が例 5.6の形で
与えられることを示せ．

問題 5.8. リー代数 gとそのイデアル a, bに対し以下が成り立つことを示せ．

(i) a⊥は gのイデアルである．
(ii) (a+ b)⊥ = a⊥ ∩ b⊥．
(iii) a ⊂ (a⊥)⊥．
(iv) gのキリング形式Bが非退化であることと行列 det(B(ei, ej)) ̸= 0であ

ることは同値である．ただし，{ei}は gの基底とする．

キリング形式を用いてカルタンの判定法を以下のようにいい換えることがで
きる．

定理 5.9. Kを代数閉体とする．このとき，以下の二つの条件は同値である．
(i) gは可解である．
(ii) Dg ⊂ g⊥が成り立つ．

証明. Dg ⊂ g⊥は

Tr([adx, ad y] ad z) = 0 (∀x, y, z ∈ g)(2)
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という条件と同値である．条件 (2)が成り立つならば，系4.33によりgは可解で
ある．一方，gが可解とすると，系 4.5によりD(ad g) ⊂ nn(K)と ad g ⊂ tn(K)
が成り立つ．従って，条件 (2)が成り立つ．

注意 5.10. 定理 5.9においてKは代数閉体と仮定したが，一般に標数 0の任
意の体について成立する．

5.2. キリング形式と半単純性.

命題 5.11. リー代数 gに対し，以下は同値である．
(i) gは半単純である．
(ii) gは 0以外に可換イデアルを持たない．

証明. 一般に aを可環イデアルとすると，a ⊂ rad(g)である．gを半単純とす
ると，定義より rad(g) = 0なので a = 0となる．一方，rad(g) ̸= 0ならば，
Dkrad(g) ̸= 0かつDk+1rad(g) = 0を満たす正の整数 kが存在する．このとき，
Dkrad(g)は 0でない可換イデアルである．

補題 5.12. リー代数 gに対し g⊥を B の根基とすると，g⊥ ⊂ rad(g)が成り
立つ．

証明. 定義により，任意の x ∈ g⊥と y ∈ D(g⊥)に対して Tr(adx ad y) = 0と
なる．カルタンの判定法により，ad(g⊥)は可解である．ad(g⊥) ∼= g⊥/Z(g⊥)な
ので，g⊥も可解である．よって，g⊥ ⊂ rad(g)が成り立つ．

定理 5.13. リー代数 gに対し，以下は同値である．
(i) gは半単純である．
(ii) gのキリング形式Bは非退化である．

証明. 補題 5.12により，(i) ⇒ (ii)は成り立つ．逆に (ii) ⇒ (i)を示すには，命
題 5.11より，任意の gの可換イデアル aが g⊥に含まれることを示せば良い．任
意の x ∈ a, y ∈ gに対して adx ad y : g → g → aを考えると，(adx ad y)2(g) ⊂
Da = 0となるので，(adx ad y)2は冪零である．従って，B(x, y) = Tr(adx ad y) =
0となる．すなわち，a ⊂ g⊥ = 0が成り立つ．

これを用いて，古典型線形リー代数が半単純であることを確認する．

問題 5.14. sln(K), son(K), sp2n(K)は半単純であることを示せ．

問題 5.15. gが半単純リー代数であれば，任意のイデアル aに対し (a⊥)⊥ = a
が成り立つことを示せ．

定義 5.16. gをリー代数，ai (1 ≤ i ≤ n)をそのイデアルとする．線形空間と
して g = ⊕n

i=1aiが成り立つとき，gは a1, · · · , anの直和 (direct sum)と呼ぶ．
もし i ̸= jならば，[ai, aj] ⊂ ai ∩ aj = 0が成り立つことに注意する．　

補題 5.17. 半単純リー代数 gの非自明なイデアル aに対し，g = a ⊕ a⊥が成
り立つ．さらに，aは半単純リー代数である．

証明. a⊥は gのイデアルなので，a ∩ a⊥も gのイデアルとなる．Ba∩a⊥ ≡ 0な
ので，カルタンの判定法より a∩a⊥は可解イデアルである．gは半単純なので，
a∩a⊥ = 0となる．このとき，dim a+dim a⊥ = dim gが成立することを示せば，
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主張の前半が従う．これを示すために，{e1, · · · , em}を aの基底とし，その延
長として gの基底 {e1, · · · , en}をとる．また，B := (B(ei, ej)) = (b1, · · · ,bn)
とする．ここで，Bは n次正方行列，bi ∈ Knは n項縦ベクトルである．この
とき，

a⊥ =
{ n∑

i=1

aiei ∈ g
∣∣∣B(x, ei) = 0, 1 ≤ i ≤ m

}
=

{ n∑
i=1

aiei ∈ g
∣∣∣ (a1, · · · , an)bi = 0, 1 ≤ i ≤ m

}
=

{ n∑
i=1

aiei ∈ g
∣∣∣B′t(a1, · · · , an) = 0

}
ただし，B′ := t(b1, · · · ,bm)とする．B′を線形写像B′ : Kn → Kmとみなすと，
a⊥ = KerB′となるので，

dim a⊥ = dimKerB′ = n− rankB′ = dim g− dim a

が成り立つ．以上により，前半は示された．
後半を示すために，aは半単純でないと仮定し矛盾を導く．aが半単純でな

ければ，定理 5.13によりBaは退化する．すなわち，ある a ∈ a \ {0}に対し
て Ba(a, x) = 0 (∀x ∈ a)が成り立つ．しかし，補題 5.3により B(a, x) = 0
(∀x ∈ a)となるので，a ∈ a ∩ a⊥ = {0}となり矛盾．
補題 5.18. gを半単純リー代数，aをそのイデアルとする．bが aのイデアル
ならば，bは gのイデアルである．

証明. bが gの線形部分空間であることは明らかなので，[b, g] ⊂ bを示す．補
題 5.17により，g = a⊕ a⊥が成り立つ．このとき，

[b, g] = [b, a⊕ a⊥] = [b, a]⊕ [b, a⊥]

となる．[b, a⊥] ⊂ [a, a⊥] ⊂ a ∩ a⊥ = 0となるので，[b, g] = [b, a] ⊂ bとなる．

注意 5.19. 上記補題 5.18の性質は，gが半単純でないときには一般に成り立
たない1．例えば，Gを n次元ユークリッド空間の等長変換群，Aを平行移動
全体が定める部分群とする．このとき，AはGの正規部分群であり，それぞ
れに対応するリー代数を g, aとすると，aは gのイデアルである．aは可換イ
デアルなので，aの任意の真の部分空間 bは aのイデアルとなる．一方，bは g
のイデアルでない．実際，連結リー群Gに対して，その連結部分群Aが正規
であることとAのリー代数 aがGのリー代数のイデアルであることは同値で
あり，今の場合，bに対応するリー群はGの正規部分群でない．
特に，n = 2のときにリー代数の具体的表示を考えてみると次の例を得る：

g :=

{ 0 θ x
−θ 0 y
0 0 0

}
⊃ a :=

{0 0 x
0 0 y
0 0 0

}
⊃ b :=

{0 0 x
0 0 0
0 0 0

}
.

1Oさんに教えていただいた．
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定理 5.20. gを半単純リー代数とする．このとき，gの単純イデアル gi (1 ≤
i ≤ n)が存在して，g = ⊕n

i=1giが成り立つ．さらに，aを gの単純イデアルと
すると，aはある giと一致する．また，Bgi = B|gi×giが成立する．

証明. gは半単純なので，Dg ̸= 0である．従って，gが非自明なイデアルを持
たないことと gが単純であることは同値である．そこで，gが非自明なイデア
ルを持つと仮定する．このとき，gの零でない極小イデアル g1に対して補題
5.17を適用すると，g = g1 ⊕ g⊥1 が成立し g1, g

⊥
1 は共に半単純イデアルである．

特に，極小性と補題 5.18により g1は単純である．g1
⊥に対して同様の議論を

し，それを繰り返すことで単純イデアルへの分解 g = ⊕n
i=1giを得る．

aを gの単純イデアルとする．[a, g] = 0とすると，a ⊂ Z(g) ⊂ rad(g) = 0
となり矛盾する．従って，[a, g]は aの非零イデアルである．gは単純なので
[a, g] = aとなる．一方，[a, g] = [a, g1]⊕ · · · ⊕ [a, gn]となるので，１つを除い
て直和成分は 0である．すなわち，a = [a, gi] ⊂ giとなる iが存在する．giは
単純なので a = giが成り立つ．最後の主張は補題 5.3から従う．

系 5.21. gを半単純リー代数とする．このとき，g = Dgが成り立ち，gの全
てのイデアルと準同型像は半単純になる．さらに，gの任意のイデアルは単純
イデアルの和としてかける．

証明. 定理5.20により，gの単純イデアルgi (1 ≤ i ≤ n)が存在して，g = ⊕n
i=1gi

が成り立つ．[gi, gj] = 0 (i ̸= j)かつ，Dgi = giに注意すると，

Dg = [⊕n
i=1gi,⊕n

i=1gi] = ⊕n
i=1gi = g

が成り立つ．補題 5.17により任意のイデアルは半単純であり，定理 5.20を用
いて，単純イデアルの和としてかけることも分かる．よって，ϕ : g → hが全
射ならば，hも半単純であることを確認する．定理 5.20により，gが単純なら
ば hも単純であることを示せば良いがこれは明らか．

キリング形式が非退化であることから，半単純リー代数の微分は全て内部微
分であることが分かる：

定理 5.22. gが半単純であれば，ad g = Der(g)が成り立つ．

証明. gは半単純なのでZ(g) = 0となり，g ∼= ad gが成り立つ．h := ad g, d :=
Der(g)とおくと，命題 3.6により，hは dのイデアルである．よって，補題
5.3によりBhは dのキリング形式Bdの制限である．キリング形式 Bdの根基
h⊥ := {x ∈ d|Bd(x, y) = 0, ∀y ∈ h}と，キリング形式 Bh の根基 (h⊥)h :=
{x ∈ h|Bh(x, y) = 0, ∀y ∈ h}に対し，h⊥ ∩ h = (h⊥)h となることに注意す
る．gは半単純なので h⊥ ∩ h = (h⊥)h = 0となる．hと h⊥は dのイデアルな
ので，[h⊥, h] ⊂ h⊥ ∩ h = 0となる．命題 3.6を用いると，δ ∈ h⊥ ⊂ dに対
し，ad(δx) = [δ, adx] = 0 (∀x ∈ g)が成り立つことが分かる．g ∼= ad gより，
δx = 0 (∀x ∈ g)となるので，δ = 0となる．従って h⊥ = 0となる．
ここで，{e1, · · · , em}を hの基底とし，その延長として dの基底 {e1, · · · , en}

をとる．このとき，補題 5.17と同様の議論により，h⊥ = KerB′となる．ただ
し，B := (Bd(ei, ej)) = (b1, · · · ,bn)に対して，B′ := t(b1, · · · ,bm)とする．
h⊥ = 0より，KerB′ = 0となりm = nとなる．従って，Der(g) = ad gが成り
立つ．
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定義 5.23 (抽象ジョルダン分解). gを半単純リー代数とする．定理 5.22により，

ad : g ∼= ad g = Der(g)

が成り立つ．x ∈ gに対し，adx ∈ Der(g) ⊂ End(g)のジョルダン分解を
adx = (ad x)s+(adx)nとすると，(adx)s, (adx)n ∈ Der(g)となる（補題4.29）．
ad : g ∼= Der(g)より，ad(xs) = (ad x)s, ad(xn) = (ad x)nとなる xs, xn ∈ gが
それぞれ唯一つ存在し，x = xs + xn, [xs, xn] = 0が成り立つ．これを x ∈ gの
(抽象)ジョルダン分解 (Jordan decompositionと呼び，xsを xの半単純成
分 (semisimple part)，xnを xの冪零成分 (nilpotent part)と呼ぶ．

注意 5.24. gが線形リー代数のとき，命題 4.27と定義 5.23のジョルダン分解
の定義は一致することを後に確認する（定理 6.16）．

最後に，今までに示した半単純性と同値な条件をまとめておく：

定理 5.25 (定理 5.13, 補題 5.17, 定理 5.20参照). リー代数 gに対し，以下は同
値である．

(i) gは半単純である．
(ii) gの可換イデアルは 0のみである．
(iii) gのキリング形式Bは非退化である．
(iv) gの任意のイデアル aに対し，a ∩ a⊥ = {0}となる．
(v) gの単純イデアル gi (1 ≤ i ≤ n)が存在して，g = ⊕n

i=1giが成り立つ．

6. 表現の完全可約性

6.1. g加群と表現.

定義 6.1. gをリー代数，V を線形空間とする．V と演算g×V → V ; (x, v) 7→ xv
が以下の 3条件を満たすとき，その組を g加群 (g-module)と呼ぶ；
(M1) (ax+ by).v = a(x.v) + b(y.v),
(M2) x.(av + bw) = a(x.v) + b(x.w),
(M3) [x, y].v = x.y.v − y.x.v (x, y ∈ g; v, w ∈ V ; a, b ∈ K).

注意 6.2. g加群 V を与えることは gの表現 ϕ : g → gl(V )を与えることと同
値である．実際，V を g加群とすると，g → gl(V ); x 7→ (v 7→ x.v)により表現
が定まり，逆に gの表現 ϕ : g → gl(V )に対し，x.v := ϕ(x)(v)により V は g
加群の構造を持つ．

定義 6.3. g加群 V,W に対し， ϕ(x.v) = x.ϕ(v)を満たす線形写像 ϕ : V → W
を g加群の準同型写像 (homomorphism)と呼ぶ．さらに，線形写像として
同型写像のとき，g加群の同型写像 (isomorphism)と呼ぶ．

定義 6.4. V を g加群とする．V の線形部分空間W が g.W ⊂ W を満たすと
き，W を g不変部分空間または g部分加群と呼ぶ．V が 0と V 自身以外の g
不変部分空間を持たないとき，V を irreducible (既約)という．V が既約な g
不変部分空間の直和に分解するとき，V を完全可約 (completely reducible)
という．

命題 6.5. リー代数 gの表現 ϕ : g → gl(V )に対し，以下の二つの条件は同値
である．
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(i) V は完全可約である．
(ii) V の任意の g不変部分空間W に対し，不変部分空間W ′が存在して

V = W ⊕W ′となる．

証明. (i) ⇒ (ii) V = ⊕Vi (Viは既約不変部分空間)と仮定し，W を V の不変部
分空間とする．W ′をW ∩W ′ = 0を満たす V の極大不変部分空間とする（少
なくとも {0}は不変部分空間なので，V が有限次元であることからW ′の存在
が分かる）．このとき，V = W +W ′を示せば良い．W +W ′ ⊊ V とすると，
ある i0に対し Vi0 ̸⊂ W +W ′となる．Vi0 ∩ (W +W ′)は Vi0の不変部分空間で
あるが，Vi0は既約なので Vi0 ∩ (W +W ′) = 0となる．このとき，W ′ + Vi0は
不変部分空間であり，(W ′ + Vi0)∩W = 0かつW ′ ⊊ W ′ + Vi0を満たす．これ
はW ′の極大性に矛盾する．
(ii) ⇒ (i) V の有限個の既約不変部分空間の直和で表される極大部分空間を

W とおく．このとき，V = W を示せば良い．W ⊊ V とすると，仮定 (i)より，
V = W ⊕W ′を満たす不変部分空間W ′が存在する．W ′に含まれる 0でない
極小不変部分空間をU とすると，U は既約でW ⊊ W ⊕ U となり，W の極大
性に矛盾する．

補題 6.6 (Schurの補題). リー代数の既約表現ϕ : g → gl(V )に対し，f ∈ gl(V )
が全ての ϕ(x) (x ∈ g)と可換であれば f はスカラー倍写像である．

証明. λを f の固有値とすると，f − λ · 1V ∈ gl(V )となる．固有空間 Vλ :=
Ker(f − λ · 1V )の元 v（λの固有ベクトル）と任意の x ∈ gに対し，

f(ϕ(x)(v)) = ϕ(x)(f(v)) = ϕ(x)(λv) = λ(ϕ(x)(v))

となるので， Vλは g不変部分空間である．ϕは既約表現なので，Vλ = V とな
る．すなわち，f = λ · 1V が成り立つ．

命題 6.7. gをリー代数，V,W を g加群とする．このとき，以下が成立する．

(i) V ∗ := HomK(V,K)を V の双対空間とする．このとき，

g× V ∗ → V ∗; (x, f) 7→ x.f := [v 7→ −f(x.v)]

と定めることにより，V ∗は g加群になる．
(ii) V,W のK上のテンソル積 V ⊗K W に対し，

g× (V ⊗K W ) → V ⊗K W ; (x, v ⊗ w) 7→ x.v ⊗ w + v ⊗ x.w

と定めることにより，V ⊗K W は g加群になる．
(iii) V からW への線形写像全体がなす線形空間HomK(V,W )に対し，

g× HomK(V,W ) → HomK(V,W ); (x, f) 7→ x.f := [v 7→ x.f(v)− f(x.v)]

と定めることにより，HomK(V,W )は g加群になる．

証明. (i) 定義 6.1の (M1), (M2)は簡単に確認できるので，(M3)のみ示す．

[x, y].f(v) = −f([x, y].v) = −f(x.y.v − y.x.v) = −f(x.y.v) + f(y.x.v)

= (x.y.f)(v)− (y.x.f)(v) = ((x.y − y.x).f)(v).
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(ii) これも (M3)のみ示す．

[x, y].(v ⊗ w) = ([x, y].v)⊗ w + v ⊗ ([x, y].w)

= (x.y.v − y.x.v)⊗ w + v ⊗ (x.y.w − y.x.w)

= (x.y.v ⊗ w + v ⊗ x.y.w)− (y.x.v ⊗ w + v ⊗ y.x.w))

= (x.y − y.x).(v ⊗ w).

(iii) これも同様．

6.2. カシミール作用素とワイルの定理.

定義 6.8. リー代数 g上の対称双線形形式 βに対し，

S := {x ∈ g|β(x, y) = 0 (∀y ∈ g)}

を根基 (radical)と呼ぶ．S = {0}のとき，βを非退化 (nondegenerate)と
いう．さらに，β([x, y], z) = β(x, [y, z]) (∀x, y, x ∈ g)が成り立つとき，結合的
(associative)という．

補題 6.9. 半単純リー代数 gとその忠実表現ϕ : g → gl(V )に対して，β(x, y) :=
Tr(ϕ(x)ϕ(y))とおく．このとき，βは g上の結合的な非退化対称双線形形式で
ある．

証明. βが対称双線形形式であることはトレースの性質から分かる．また，結
合的であることは補題 4.31から従う．よって，非退化であることを示せば良
い． βの根基 Sを考えると，βが結合的であることから Sは gのイデアルで
あることが分かる．さらに，カルタンの判定法を ϕ(S) ∼= Sに用いると，Sは
可解である．gは半単純なので S = 0となり，βは非退化である．

定義 6.10. 半単純リー代数gとその忠実表現ϕ : g → gl(V )に対して，β(x, y) :=
Tr(ϕ(x)ϕ(y))とおく．gの基底 {x1, · · · , xn}を一つ固定し，βに関する双対底
{y1, · · · , yn} ⊂ gを考える．（双対底は g∗の元だが，βが非退化なので βにより
g ∼= g∗が成り立ち，{y1, · · · , yn} ⊂ gとみなす．）

cϕ(β) :=
n∑

i=1

ϕ(xi)ϕ(yi) ∈ End(V )

を ϕのカシミール作用素 (Casimir operator)と呼ぶ．βを省略して cϕとも
記す．

命題 6.11. 定義 6.10の記号の下，カシミール作用素 cϕは任意の x ∈ gに対
し，ϕ(x)と可換である．言い換えると，cϕ : V → V は g加群の準同型写像と
なる．また，Tr(cϕ) = dim gが成り立つ．さらに，ϕが既約表現ならば cϕは
(dim g/ dimV )倍写像であり gの基底の取り方に依らない．

証明. [x, xi] =
∑

j aijxj, [x, yi] =
∑

j bijyjとかける．このとき，

aik =
∑

aijβ(xj, yk) = β([x, xi], yk) = −β(xi, [x, yk]) = −β(xi,
∑

bkjyj) = −bkj
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となる．[x, yz] = [x, y]z + y[x, z]に注意すると，

[ϕ(x), cϕ(β)] =
∑
i

[ϕ(x), ϕ(xi)ϕ(yi)]

=
∑
i

[ϕ(x), ϕ(xi)]ϕ(yi) +
∑
i

ϕ(xi)[ϕ(x), ϕ(yi)]

=
∑
i,j

aijϕ(xj)ϕ(yi) +
∑
i,j

bijϕ(xi)ϕ(yj)

=
∑
i,j

aijϕ(xj)ϕ(yi)−
∑
i,j

ajiϕ(xi)ϕ(yj) = 0

となる．さらに，

Tr(cϕ) =
n∑

i=1

Tr(ϕ(xi)ϕ(yi)) =
n∑

i=1

β(xi, yi) = dim g

が成り立つ．
最後に ϕが既約であれば，シューアの補題により cϕはスカラー倍写像であ

る．Tr(cϕ) = dim gなので，(dim g/ dimV )倍写像である．

例 6.12. g = sl2(K), V = K2, ϕは恒等写像 g ⊂ gl(V )とする．{x, h, y}を
例 3.10の証明に現れる標準的な sl2-tripleとする．いま，β(x, y) = Tr(x, y)と
なることに注意する．この βに関する {x, h, y}の双対底は {y, h/2, x}である．
従って，

cϕ = xy + h2/2 + yx =

(
3/2 0
0 3/2

)
= (dim g/ dimV ) · idV

となる．

カシミール作用素を用いてワイルの定理を証明する．まず，簡単な補題から
始める．

補題 6.13. 半単純リー代数の表現 ϕ : g → gl(V )に対し，ϕ(g) ⊂ sl(V )が成り
立つ．特に，gの任意の 1次元表現は自明である．

証明. ϕ(g) = ϕ(Dg) = D(ϕ(g)) ⊂ D(gl(V )) = sl(V )．

定理 6.14 (Weylの定理). 半単純リー代数の任意の表現 ϕ : g → gl(V )は完全
可約である．

証明. 命題 6.5により，任意の g不変部分空間W に対し，不変部分空間W ′が
存在して V = W ⊕W ′となることを示せば良い．dimW = 0なら明らかに定
理は成り立つので，dimW > 0とする．dim gに関する帰納法により表現 ϕは
忠実であると仮定して良い．以下，いくつかのステップに分けて定理を証明
する．
V が余次元 1の g不変空間W をもつとき 表現 ϕ : g → gl(V )が余次元 1

の g不変空間W をもつと仮定したとき，1次元不変部分空間W ′が存在して
V = W⊕W ′となることをdimWに関する帰納法により示す．dimV/W = 1な
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ので，補題 6.13により gの V/W への自然な作用は自明である．dimV/W = 1
なので，V/W = Kと略記する：0 → W → V → K → 0 （完全）．
まずは，W を既約と仮定して良いことを示す．W が既約でないとすると，

非自明な g不変空間W ′が存在する．このとき，完全列

0 → W/W ′ → V/W ′ → K → 0

を得る．dimW/W ′ < dimW なので，帰納法の仮定によりこの完全列は分裂
する．すなわち，V/W ′の 1次元 g不変部分空間 W̃/W ′が存在して

V/W ′ = W/W ′ ⊕ W̃/W ′(3)

が成り立つ．ここで，再び完全列

0 → W ′ → W̃ → K → 0

を得る．dimW ′ < dimW なので，帰納法の仮定によりこの完全列は分裂する．
すなわち，W の 1次元 g不変部分空間Xが存在して

W̃ = W ′ ⊕X(4)

が成り立つ．(3), (4)より，W ∩X = 0である．dimV = dimW +dimXと合
わせて，V = W ⊕Xとなる．以上により，W は既約として良い．
c = cϕをϕのカシミール作用素とする．c : V → V はg加群の自己準同型写像

であり，c(W ) ⊂ W かつKer cは g不変空間である．また，gは V/W に自明に
作用するので，cの構成より cも自明に作用する．一方，c|W = (dim g/ dimW ) ·
idW ̸= 0なので，Ker cは 1次元 g不変空間で V = W ⊕Ker cが成り立つ．以
上により，V が余次元 1の g不変空間W をもつときは示された．
一般の場合WをV の真のg不変部分空間とする．このとき，g加群Hom(V,W )

の部分集合

V : = {f ∈ Hom(V,W )|f|Wはスカラー倍写像 }
W : = {f ∈ Hom(V,W )|f|W = 0}

は共に g不変部分空間であり，ϕ(g)(V) ⊂ Wを満たす．実際，f ∈ Vが f |W =
a · idW を満たすならば，x ∈ g, w ∈ W に対し，

(x.f)(w) = x.f(w)− f(x.w) = a(x.w)− a(x.w) = 0(5)

となるので，x.f |W = 0となる．さらに，dimV/W = 1であることは簡単に分
かる．
ここで，前半の結果を適用すると，1次元 g不変部分空間W ′ が存在して

V = W ⊕W ′となる．ここで，W ′の基底 f : V → W を f |W = idW を満たす
ように選ぶ．(5)により，f は g加群の準同型写像を定める．従って，Ker f は
V の g不変部分空間である．f の構成法より V = W ⊕ Ker f となることが分
かる．

例 6.15. 一般のリー代数に対して，その表現は完全可約でない．例えば，gを
1次元リー代数とする．このとき，表現

ϕ : g → gl2(K); t 7→
(
0 t
0 0

)
を考えると，この表現は完全可約でない．
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ワイルの定理の応用として，命題 4.27と定義 5.23のジョルダン分解の定義
は一致することを確認する．

定理 6.16. 半単純線形リー代数 g ⊂ gl(V )に対し，任意の元 x ∈ gの gl(V )に
おける半単純部分 xsと冪零部分 xnは gに含まれる．特に，命題 4.27と定義
5.23のジョルダン分解の定義は一致する．

証明. 後半は前半を認めるとジョルダン分解の一意性から従う．よって前半を
示せば良い．
x ∈ gの gl(V )における半単純部分をxs，冪零部分をxnとする．adx(g) ⊂ g

と命題 4.27 (iii)より，adxs(g) ⊂ gと adxn(g) ⊂ gが成り立つ（ただし，ad =
adgl(V )）．従って，gをイデアルとして含む正規化部分代数

N := Ngl(V )(g) := {y ∈ gl(V )| ad y(g) ⊂ g}
に対し，xs, xn ∈ Nとなる．さらに，V の g不変空間W に対し，gl(V )の部分
リー代数

gW := {y ∈ gl(V )|y(W ) ⊂ W, Tr(y|W ) = 0}
を考える．g = Dgが成り立つので，g ⊂ gW となる．また，y ∈ gW ならば，
命題 4.27 (ii), (iii)により ys, yn ∈ gW となる．そこで，

g′ := N ∩ (∩W⊂V gW )

とおく．ただし，後ろの共通部分は全ての V の既約 g不変空間W に対しとる
ものとする．g′はNの部分リー代数であり，gをイデアルとして含む．さらに，
x ∈ g′の半単純部分と冪零部分は再び g′に含まれる．従って，g = g′を示せば
良い．
g′を g加群とみると，gは g′の不変空間である．よって，ワイルの定理より

g′の不変空間 hが存在して，g′ = g⊕ hとかける．g′ ⊂ N より [g, g′] ⊂ gが成
り立つので，gの hへの作用は自明である．よって，y ∈ hなら [g, y] = 0とな
るので，シューアの補題により yはW にスカラー倍写像として作用する．一
方，y ∈ gW よりTr(y|W ) = 0となるので，y|W = 0となる．再びワイルの定理
により V は既約 g不変空間の直和としてかけるので，y = 0となる．従って，
h = 0となり題意は従う．

系 6.17. 半単純リー代数 gとその表現 ϕ : g → gl(V )を考える．x ∈ gに対し
x = s+nを抽象ジョルダン分解とすると，ϕ(x) = ϕ(s) +ϕ(n)は gl(V )におけ
る通常のジョルダン分解を与える．

証明. ϕ(g) ⊂ gl(V )は半単純なので，定理 6.16により ϕ(x) = ϕ(s) + ϕ(n)
が gl(V )における抽象ジョルダン分解を与えることを示せば良い．すなわち，
adϕ(s)は半単純で adϕ(n)は冪零であることを示せば良い．抽象ジョルダン分
解の定義より，ad sは半単純で adnは冪零である．ad sが半単純であることか
ら，gは ad sの固有ベクトル v1, · · · , vmにより張られる．viに対する固有値を
λi (1 ≤ i ≤ n)とすると，

adϕ(s)(ϕ(vi)) = ϕ(ad s(vi)) = ϕ(λivi) = λiϕ(vi)

となるので，adϕ(s)は半単純である．一方，adnは冪零なので，ある正の整
数 kが存在して (adn)k = 0 ∈ gl(g)が成り立つ．adϕ(n) ∈ gl(ϕ(g))と z ∈ gに
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対して，
(adϕ(n))k(ϕ(z)) = ϕ((adn)kz) = ϕ(0) = 0

となるので，adϕ(n)は冪零である．

例 6.18. 一般のリー代数に対して，抽象ジョルダン分解と通常のジョルダン
分解は一致しない．例えば，gを 1次元リー代数とする．このとき，表現

ϕ : g → gl2(K); t 7→
(
0 t
0 0

)
を考えると，t ∈ g \ {0}は半単純だが ϕ(t)は冪零である．

7. sl2(K)の表現

この章では g = sl2(K)とする．今までと同様に gの基底

x =

(
0 1
0 0

)
, y =

(
0 0
1 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
に対し，

[x, y] = h, [h, x] = 2x, [h, y] = −2y

が成り立つことに注意する．
V を g加群とする．hは半単純なので系 6.17により， V は hに関する固有

空間へ分解する：
V = ⊕Vλ,

Vλ := {v ∈ V |h.v = λv}.
λが hの固有値でなくても Vλ := {v ∈ V |h.v = λv} = 0とすることで，任意の
λ ∈ Kに関して Vλを定義することができる．Vλ ̸= 0のとき λを V における h
のウェイト (weight)と呼び，Vλをウェイト空間 (weight space)と呼ぶ．

補題 7.1. 上記記号の下，v ∈ Vλならば，

x.v ∈ Vλ+2, y.v ∈ Vλ−2, h.v ∈ Vλ

が成り立つ．

証明.

h.(x.v) = [h, x].v + x.h.v = 2x.v + x.(λv) = (λ+ 2)x.v.

y.vについても同様．さらに，h = [x, y]より h.vについても従う．

· · ·
x

''
Vλ−2y

oo

h

UU

x
%%
Vλ

h

VV

x
''

y
oo Vλ+2

h

UUy
oo

x
$$
· · ·y

oo

dimV < ∞より，Vλ ̸= 0かつ Vλ+2 = 0を満たす λが存在する．このような
λを V の最高ウェイト (highest weight)と呼ぶ．さらに，Vλの元をウェイト
λの極大ベクトル (maximal vector)と呼ぶ．
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補題 7.2. 極大ベクトル v0 ∈ Vλに対し，

vi :=
1

i!
yi.v0 (i ≥ 0), v−1 = 0

とおく．このとき，
(i) h.vi = (λ− 2i)vi,
(ii) y.vi = (i+ 1)vi+1,
(iii) x.vi = (λ− i+ 1)vi−1 (i ≥ 0).

証明. 補題 7.1により，vi ∈ Vλ−2iとなる．よって，(i)が従う．(ii)は定義から
明らか．(iii)を iに関する帰納法により示す．i = 0ならば明らか．

ix.vi = x.y.vi−1

= [x, y].vi−1 + y.x.vi−1

= h.vi−1 + y.x.vi−1

= (λ− 2(i− 1))vi−1 + (λ− i+ 2)y.vi−2

= (λ− 2i+ 2)vi−1 + (i− 1)(λ− i+ 2)vi−1

= i(λ− i+ 1)vi−1

両辺を iで割ると，x.vi = (λ− i+ 1)vi−1 (i ≥ 0)を得る．

定理 7.3. g = sl2(K)と (m+1)次元既約 g加群 V に対して，以下が成立する．
(i) V の最高ウェイトはmであり，特に整数である．
(ii)

V =
m⊕
i=0

Vm−2i.

(iii) Vµ ̸= 0ならば dimVµ = 1である．
(iv) ある基底に関する x, y, hの表現行列はそれぞれ次で与えられる：

0 m 0
0 m− 1

. . . . . .
0 1

0 0

 ,


0 0
1 0

. . . . . .
m− 1 0

0 m 0

 ,


m 0

m− 2
. . .

−m+ 2
0 −m

 .

この行列表現を ϕmとかく．

証明. v0 ∈ Vλを極大ベクトルとし，補題 7.2と同様に viを定義する．v1, v2, · · ·
の中で最初に 0になるものを vm0+1とすると，vi = 0 (i ≥ m0 + 1)である．補
題 7.2 (iii) により，

0 = x.vm0+1 = (λ−m0)vm0 , vm0 ̸= 0
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なので，λ = m0となる．補題7.2により，⟨v0, · · · , vm0⟩K ⊂ V はg不変空間であ
るが，V は既約なのでV = ⟨v0, · · · , vm0⟩Kとなる．v0, · · · , vm0は hの相異なる
固有値に対応する固有ベクトルなので線形独立である．従って，dimV = m0+1
である．特に，m0 = m ∈ Zとなる．vi ∈ Vm−2i (0 ≤ i ≤ m)なので，

V = ⟨v0, · · · , vm⟩K ⊂
m⊕
i=0

Vm−2i ⊂ V

となり，V =
⊕m

i=0 Vm−2i, dimVm−2i = 1となることが分かる．さらに，基底
{v0, · · · , vm}に関する x, y, hの表現行列はそれぞれ (iv)の行列で与えられる．

系 7.4. g = sl2(K)に対し，V を g加群とする．ワイルの定理により V は既約
g不変空間の直和に分解する：

V = ⊕Wi, Wi :既約 .

このとき，この分解に現れる既約 g不変空間の個数は dimV0 + dimV1と等し
い．特に，V が既約であることと dimV0 + dimV1 = 1が成り立つことは同値
である．従って，定理 7.3 (v)の ϕmは既約表現である．

証明. V の g加群構造を与える表現を ϕ : g → gl(V )とする．定理 7.3により，
各 iに対してある非負整数mが存在して ϕ|Wi

≡ ϕmとなる．Wiにおける ϕ(h)
の固有値は

m,m− 2, · · · ,−m+ 2,−m

であり，それぞれ 1回ずつ現れる．つまり，各Wiに対し ϕ(h)は固有値 0か 1
どちらかをもち，定理 7.3 (iii)によりその固有空間は 1次元である．すなわち，
各 iに対し dim(Wi)0 + dim(Wi)1 = 1が成り立つ．よって，既約 g不変空間の
個数は dimV0 +dimV1と等しい．ϕmが表現を与えることは簡単な計算で分か
る．さらに，dimV0 + dimV1 = 1となることは明らかなので，ϕmは既約であ
る．

sl2(K)の既約表現 ϕm (m ≥ 0)を具体的に考察しよう．ϕmの定義から，

ϕ0 = 0, ϕ1 = id, ϕ2 = ad

となる．m = 0, 1のときは明らか．m = 2のときは，sl2(K)の基底を {−x, h, y}
ととることにより，例 3.10と同様の計算をすると，ad = ϕ2となることが分
かる．
2次元線形空間 V の基底を s, tとし，この基底に関する表現

ϕ1 = id : sl2(K) → gl(V )

を考えると，h(s) = s, h(t) = −tとなる．ここで，W := Sym2(V )に対して
ϕ1から自然に定まる表現 sl2(K) → gl(W )を考察する．まず，W の基底として
s2, st, t2を考える．すると，

h(s · s) = s · h(s) + h(s) · s = 2s2

h(s · t) = s · h(t) + h(s) · t = 0

h(t · t) = t · h(t) + h(t) · t = −2t2
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x(s · s) = s · x(s) + x(s) · s = 0

x(s · t) = s · x(t) + x(s) · t = s2

x(t · t) = t · x(t) + x(t) · t = 2st

y(s · s) = s · y(s) + y(s) · s = 2st

y(s · t) = s · y(t) + y(s) · t = t2

y(t · t) = t · y(t) + y(t) · t = 0

となり，この表現は ϕ2と同値である．同様に考えていくと，ϕ1から自然に定
まる表現 sl2(K) → gl(Symm(V ))と ϕmは同値であることが分かる．

問題 7.5. このことを確認せよ．

定理 7.3以降の内容をまとめて次が分かる：

定理 7.6. sl2(K)の任意の既約表現は sl2(K)のK2への自然な表現の対称代数
sl2(K) → gl(Symm(V ))で与えられる．

8. ルート分解

この章ではリー環 gは全て半単純とする．任意の gの元が冪零ならば，エ
ンゲルの定理により gが冪零となり矛盾である．すなわち，gは半単純元をも
つ．従って，gは半単純元からなる部分リー代数を含む．半単純元からなる部
分リー代数を toralと呼ぶ．

補題 8.1. gの toral部分リー代数は可換である．

証明. hを gの toral部分リー代数とする．hが可換でないと仮定して矛盾を導
く．このとき，ある x ∈ hが存在して，adh x ̸= 0となる．adg xは対角化可能
かつ hは adg x不変なので，補題 4.20により adh x = adg x|hも対角化可能で
ある．従って，adh xに関する 0でない固有値 λ1が存在する．すなわち，ある
λ1 ̸= 0と y ∈ hが存在して，adx(y) = λ1yとなる．ad yは対角化可能なので，
対応する gの固有空間分解を以下のように書く：

g = ⊕µg(y, µ), g(x, µ) := {y ∈ g|[x, y] = µy}
x =

∑
xµ (xµ ∈ g(y, µ))なる分解に対して，∑

µxµ = [y, x] = −λ1y ∈ g(y, 0)

なので，
∑

µ2xµ = [y,
∑

µxµ] = 0となる．よって，µ ̸= 0ならば xµ = 0とな
る．従って，[y, x] = 0となり矛盾する．

ここで，次の線形代数の定理を思い出そう．

命題 8.2. 集合 S ⊂ Mn(K)の全ての元が対角化可能だとする．このとき，以
下の二つの条件は同値である：

(i) Sの元は同時対角化可能である：正則行列P が存在して，任意のA ∈ S
に対して P−1AP は対角行列である．
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(ii) Sの元は可換である：任意のA,B ∈ Sに対し，AB = BAである．

以下，hを極大 toral部分リー代数とする．補題 8.1により hは可換なので，
命題 8.2を適用すると同時対角化可能であることが分かる．xを h, h′ ∈ hの共
通の固有ベクトルとすると，

[h, x] = α(h)x, [h′, x] = α(h′)x

を満たす α(h), α(h′) ∈ Kが存在する．
[h+ h′, x] = (α(h) + α(h′))x, [ch, x] = cα(h′)x (c ∈ K)

より，α : h → Kは h上の 1次形式を定める：α ∈ h∨．そこで，α ∈ h∨に対
して，

gα := {x ∈ g|[h, x] = α(h)x (∀h ∈ h)}
とおく．特に，hの中心化部分代数 cg(h) := {x ∈ g|[x, h] = 0}は g0と一致す
る．さらに，

Φ := Φ(g, h) := {α ∈ h∨ \ {0}|gα ̸= 0}
とおき，α ∈ Φをgのhに関するルート (root)，gαをルート空間 (root space)
と呼ぶ．このとき，直和分解

g = cg(h)⊕
⊕
α∈Φ

gα

をgの（hに関する）ルート(空間)分解(root space decomposition, Cartan
decomposition)と呼ぶ．

例 8.3. g = sln(K)のルート分解を求める．

h :=
{
h = diag(ξ1, · · · , ξn)|

n∑
i=1

ξi = 0
}

とおくと，hは明らかに toralである．上記と同様の方法により（hが極大 toral
であることは示していないが），ルート分解

g = cg(h)⊕
⊕
α∈Φ

gα

を得る．gln(K)の標準基底 {ei,j}と h = diag(ξ1, · · · , ξn)に対し，
[h, eij] = (ξi − ξj)eij

となる．よって，
αij : h 7→ ξi − ξj

とおくと，αij ∈ h∨で，

h ⊂ cg(h), ⟨eij⟩K ⊂ gαij
(i ̸= j)

が成り立つ．明らかに g = h⊕
⊕

i ̸=j⟨eij⟩Kが成り立つので，

h = cg(h), ⟨eij⟩K = gαij
(i ̸= j),Φ = {αij (i ̸= j)}

となる．h = cg(h)より hは極大可換部分代数であることが分かるので，極大
toralである．
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以下，ルート分解の種々の性質を調べていく．

命題 8.4. 上の記号の下，以下が成立する．

(i) [gα, gβ] ⊂ gα+β

(ii) キリング形式Bに関する直交補空間 gα
⊥は gα

⊥ =
⊕

β ̸=−α gβとかける．
(iii) B|cg(h)×cg(h)は非退化である．

証明. h ∈ h, x ∈ gα, y ∈ gβに対して，

[h, [x, y]] = [[y, h], x] + [[h, x], y] = [x, [h, y]] + [[h, x], y]

= [x, α(h)y] + [β(h)x, y] = (α + β)(h)[x, y]

となるので，(i)は成立する．
(i)を用いると，x ∈ gα, y ∈ gβに対し，

ad(x) ad(y)gγ ⊂ gα+β+γ

となる．ルート分解に即してgの基底をとりad(x) ad(y)の行列表示を考えると，
α+β ̸= 0ならば，ad(x) ad(y)の対角成分はすべて0である．従って，B(x, y) =
Tr(ad(x) ad(y)) = 0となる．よって，gβ ⊂ gα

⊥であり，gα
⊥ ⊃

⊕
β ̸=−α gβが成

り立つ．よって，dim gα ≤ dim g−αを得るが，αを−αで置き換えると逆の等
式を得る．従って，dim gα = dim g−αとなり，(ii)の gα

⊥ =
⊕

β ̸=−α gβが成り立
つ．特にα = 0とすると，cg(h)

⊥ =
⊕

α∈Φ gαとなるので，cg(h)∩ cg(h)
⊥ = {0}

となる．よって (iii)が従う．

命題 8.5. hを gの極大 toralとすると，h = cg(h)が成り立つ．よって，B|h×h

は非退化である．

証明. いくつかのステップに分けて証明する．C := cg(h)とおく．リー代数 g
の部分集合 S に対し，その元の半単純部分全体を Sn，冪零部分全体を Ssと
かく．
(i) Cn, Cs ⊂ Cが成立 x ∈ Cとすると，adx(h) = 0となる．よって，命題

4.27 (iii)により (adx)s(h) = 0, (adx)n(h) = 0となる．一方，系 6.17により
(adx)s = ad xs, (adx)n = adxnとなるので，xs, xn ∈ Cとなる．
(ii) Cs ⊂ hが成立 x ∈ Csとする．h + Kxは gの可換部分リー代数である

が，命題 8.2により toralである．hの極大性により h + Kx = hとなるので，
x ∈ hである．
(iii) B|h×hは非退化 h ∈ hに対して B(h, h) = 0と仮定する．このとき，

h = 0を示せば良い．そのためには，命題 8.4 (iii)よりB(h,C) = 0を示せば
十分である．さらに，(ii)より Cs ⊂ hであるが，仮定より B(h, h) = 0なの
でB(h,Cs) = 0となる．よって，B(h,Cn) = 0を示せば良い．x ∈ Cnとする
と，(i)より x ∈ Cn ⊂ C である．このとき，[x, h] = 0かつ adxは冪零であ
る．よって，adxは adhと可換な冪零元なので，Tr(adh adx) = 0，すなわち
B(h, x) = 0となる．よって，B(h,Cn) = 0となる．
(iv) Cは冪零元 エンゲルの定理により任意の x ∈ Cに対し，adxが冪零で

あることを示せば良い．x ∈ Cのジョルダン分解 x = xs + xnに対し，adxsと
adxnは可換なので，adxsと adxnがそれぞれ冪零であることを示せば十分で
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ある．まず，(ii)より xs ∈ hなので，adxs = 0となり特に冪零である．一方，
xnが冪零ならば adxnも冪零である．
(v) h ∩D(C) = 0が成立 Bは結合的であり [h, C] = 0なので，B(h, D(C)) =

0となる．よって，(iii)から従う．
(vi) Cは可換 D(C) ̸= 0として矛盾を導く．(iv)により C は冪零なので補

題 3.38によりZ(C)∩D(C) ̸= 0となる．z ∈ Z(C)∩D(C)\{0}とすると，(ii)
と (v)により zは半単純でない．よって，(i)より zn ∈ C \ {0}となる．命題
4.27 (iii)より zn ∈ Z(C)となるが，可換性と冪零性よりB(xn, C) = 0となり
命題 8.4 (iii)に矛盾する．
(vi) C = hが成立 C ̸= hとすると，(i), (ii)により，Cが零でない冪零元 x

を含む．(vi)によりB(x, y) = Tr(adx ad y) = 0 (∀y ∈ C)となり命題 8.4 (iii)
に矛盾する．

B|h×hは非退化なので，

h → h∨;x 7→ B(x, ·)
は線形空間の間の同型写像を与える．これにより α ∈ h∨ に対応する hの元
を tαとかく．このとき α(h) = B(tα, h)が成り立つ．ルート全体の集合 Φは
{tα|α ∈ Φ}と対応する．

命題 8.6. 上の記号の下，α ∈ Φとする．このとき，以下が成り立つ．
(i) ⟨Φ⟩K = h∨．
(ii) −α ∈ Φ．
(iii) x ∈ gα, y ∈ g−αならば，[x, y] = B(x, y)tα．
(iv) [gα, g−α] = Ktα．
(v) α(tα) = B(tα, tα) ̸= 0．
(vi) xα ∈ gα \ {0}ならば yα ∈ g−αが存在して {xα, yα, hα}が sl2-tripleを

成す．ただし，hα := [xα, yα]とする．
(vii) hα = 2tα/B(tα, tα); hα = −h−α．

証明. (i) ⟨Φ⟩K ⊊ h∨とする．このとき，h ∈ (h∨)∨ \ {0} = h \ {0}で h|Φ = 0
となる元が存在する．すなわち，任意の α ∈ Φに対して α(h) = 0となる．こ
のとき，任意の α ∈ Φに対して [h, gα] = 0が成り立つ．さらに [h, h] = 0なの
で，[h, g] = 0となる．よって，h ∈ Z(g)となるが，gが半単純であることか
らZ(g) = 0となり矛盾する．
(ii) α ∈ Φに対して−α ̸∈ Φとすると，g−α = 0となる．すると，命題 8.4

(ii) によりB(gα, g) = 0となる．しかし，これはBが非退化であることに矛盾
する（定理 5.13）．
(iii) x ∈ gα, y ∈ g−αと任意の h ∈ hに対して，

B(h, [x, y]) = B([h, x], y) = B(α(h)x, y) = α(h)B(x, y)

= B(tα, h)B(x, y) = B(h,B(x, y)tα)

となるので，B(h, [x, y]−B(x, y)tα) = 0が成り立つ．命題8.4 (i)により [x, y] ∈
cg(h) = hなので [x, y]−B(x, y)tα ∈ hである．命題 8.5によりB|h×hは非退化
なので，[x, y] = B(x, y)tαが成立する．
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(iv) B(gα, g−α) ̸= 0ならば主張は (iii)から従う．x ∈ gα \ {0}に対して，
B(x, g−α) = 0とする．すると，(ii)の議論と同様にB(x, g) = 0となる．これ
はBが非退化であることに矛盾する．従って，B(x, y) ̸= 0となる y ∈ g−αが
存在する．
(v) α(tα) = B(tα, tα)は tαの定義から直ちに従う．α(tα) = 0として矛盾を

導く．このとき，[tα, gα] = [tα, g−α] = 0となる．また，(iv)よりB(x, y) ̸= 0
となる x ∈ gα, y ∈ g−αが存在する．スカラー倍することにより，B(x, y) = 1
として良い．すると，[x, y] = tαとなる．S := ⟨x, y, tα⟩Kとおくと，Sは 3次
元可解リー代数であり，S ∼= adS ⊂ gl(g)かつD(S) = Ktαが成り立つ．よっ
て，系 4.5により tαは冪零となるが，一方で tα ∈ hより半単純である．従って，
ad tαは冪零かつ半単純であるので，ad tα = 0となる．しかし，tα ∈ Z(g) = 0
となり矛盾する．
(vi) (iii)-(v)により，任意の xα ∈ gα \ {0}に対し yα ∈ g−α が存在して

B(xα, yα) = 2/B(tα, tα)となる．そこで，hα := 2tα/B(tα, tα)とおくと，

[xα, yα] = hα, [hα, xα] = 2xα, [hα, yα] = −2yα

が成り立つ．従って，{xα, yα, hα}は sl2-tripleである．
(vii) hα = [xα, yα] = B(xα, yα)tαである．{xα, yα, hα}が sl2-tripleであるこ

とから，[hα, xα] = 2xαであるが，一方で

[hα, xα] = [B(xα, yα)tα, xα] = B(xα, yα)[tα, xα] = B(xα, yα)α(tα)xα

が成り立つ．従って，B(xα, yα) = 2/B(tα, tα)となる．後半は tα = −t−αより
明らか．

以下，命題 8.6 (vi)の sl2-tripleを sαとかく．

命題 8.7. 上の記号の下，以下が成り立つ．
(i) α ∈ Φならば，dim gα = 1．
(ii) α, cα ∈ Φ (c ∈ K)ならば，c = ±1．
(iii) α, β ∈ Φならば，β(hα) ∈ Zかつ β − β(hα)α ∈ Φ．
(iv) α, β, α + β ∈ Φならば，[gα, gβ] = gα+β．
(v) α, β ∈ Φかつ β ̸= ±αとする．さらに，r, q ∈ Zを β − rα, β + qα ∈ Φ
となる最大の整数とする．このとき，β + iα ∈ Φ (−r ≤ i ≤ q)かつ
β(hα) = r − q．

(vi) gはリー代数として gα (α ∈ Φ)により生成される．

証明. (i), (ii) α ∈ Φに対応する sl2-triple sα = ⟨xα, yα, hα⟩Kを考える．随伴表
現により sl2は gに作用する．ワイルの定理により，gは既約 sl2不変部分空間
の直和に分解する．それぞれの既約 sl2不変部分空間への sl2の作用は定理 7.3
の ϕmで与えられる．従って，gは adhαの固有ベクトルからなる基底をもち，
それぞれの固有値は整数である．特に，任意の固有値は整数である．
そこで cα ∈ Φとすると，2c = cα(hα) ∈ Zとなる．すなわち，ルートのス

カラー倍が再びルートになるならば，そのスカラーはm/2 (m ∈ Z)とかける．
いま |c| > 1とする．(1/c)(cα) = α ∈ Φよりルート cαの (1/c)倍が再びルー
トなので，1/c = m/2を満たすm ∈ Zが存在する．1 > |1/c| = |m/2|なの
で，c = ±2となる．同様にして，|c| < 1ならば c = ±1/2となる．以上によ
り，α ∈ Φのスカラー倍のうちルートになり得るのは±α,±α/2,±2αである．
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α/2 = (1/4)2αとかけることから，α/2と 2αが同時にルートになることはな
いことに注意する．
2αがルートでないことを示すために，

s := Kyα ⊕Khα ⊕ gα ⊕ g2α

とおく．sは gの部分リー代数である．また，hα ∈ Dsなので，Tr(ads hα) = 0
が成り立つ．一方，α(hα) = 2なので，

Tr(ads hα) = −α(hα) + 0 + α(hα) dim gα + 2α(hα) dim g2α

= −2 + 0 + 2dim gα + 4dim g2α

すなわち，
dim gα + 2dim g2α = 1

となる．dim gα ≥ 1より，dim gα = 1, dim g2α = 0となる．よって， 2αは
ルートでない．2(α/2) = α ∈ Φより，α/2もルートでないことが分かる．以
上により，(i) と (ii)が成り立つ．
次に (iii)-(v)を示す．α, β ∈ Φとする．α(hα) = 2なので，β = ±αであれ

ば (iii)は成り立つ．また，(iv)では α + β ∈ Φなので，β ̸= ±αである．従っ
て，(iii)-(v)を示すにあたり，β ̸= ±αとして良い．

V :=
⊕
i∈Z

gβ+iα

とおく．(i)よりgβ+iα ̸= ∅ならばdim gβ+iα = 1である．また，β ̸= ±αかつ (ii)
よりβ+iα ̸= 0となる．V はgの sα不変部分空間であり，ウェイトはβ(hα)+2i
（ただし，iは β+ iα ∈ Φを満たす整数）で与えられる．特に，β(hα) ∈ Zとな
る．与えられたαに対し 0と 1が同時に β(hα) + 2iという形で表されることは
ないので，系 7.4により V は既約であることが分かる．q, rの定め方と定理 7.3
により，β + iα ∈ Φ (−r ≤ i ≤ q)かつ (β − rα)(hα) = −(β + qα)(hα)となる
ことが分かる．よって，(v)が成り立つ．さらに，最高ウェイトは β(hα + 2q)
であり，補題 7.2を用いることで [gα, gβ] ̸= 0となるので，(vi)も成り立つ．

キリング形式Bの hへの制限により同型写像

h → h∨;x 7→ B(x, ·)

を得た．この同型により h と h∨ を同一視し，任意の λ, µ ∈ h∨ に対して，
(λ, µ) := B(tλ, tµ)と置くことで，h∨上の非退化対称双線形形式を定める．さ
らに，命題 8.6 (i)により，Φの部分集合 {α1, · · · , αl}が存在して，h∨の基底
をなす．以下，この基底を固定して話を進める．

補題 8.8. 上の記号の下，β ∈ Φを β =
∑l

j=1 cjαjと表すと，cj ∈ Qである．

証明. 全ての iに対し，(αi, β) =
∑l

j=1(αi, αj)cjとなるが，両辺に 2/(αi, αi)を
かければ，

2(αi, β)

(αi, αi)
=

l∑
j=1

2(αi, αj)

(αi, αi)
cj.
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一方，キリング形式B|h×hは非退化で {αi}はhの基底なので，det((αi, αj)) ̸= 0
となる．従って，

det

(
2(αi, β)

(αi, αi)

)
=

( l∏
i=1

2

(αi, αi)

)
det((αi, αj)) ̸= 0.

これから題意は従う．

ΦがQ上生成する h∨の部分空間をEQとすると，上記補題により，EQはQ
上の l次元線形空間で h∨ = EQ ⊗Q Kとなる．

補題 8.9. h上の非退化対称双線形形式 ( , )を EQに制限したものは有理数値
をとり，正定値符号である．

証明. 任意の λ, µ ∈ h∨に対して，

(λ, µ) = B(tλ, tµ) = Tr(ad tλ ad tµ) =
∑
α∈Φ

α(tλ)α(tµ) =
∑
α∈Φ

(α, λ)(α, µ).

特に，β ∈ Φに対して，

(β, β) =
∑
α∈Φ

(α, β)2

となり，両辺を (β, β)2で割ると，

1

(β, β)
=

∑
α∈Φ

(α, β)2

(β, β)2

を得る．命題 8.7 (iii)により，2(α,β)
(β,β)2

∈ Zなので，上記式の右辺は有理数であ
る．すなわち，(β, β) ∈ Qとなる．よって，任意の α, β ∈ Φに対し，

(α, β) =
(β, β)

2
× 2(α, β)

(β, β)
∈ Q

となる．任意のEQの元はルートのQ上の線形結合でかけるので，( , )をEQ
に制限したものは有理数値をとる．さらに，任意の λに対し，

(λ, λ) =
∑
α∈Φ

(α, λ)2 ≥ 0.

(λ, λ) = 0ならば，任意の α ∈ Φに対し (α, λ) = 0となる．このとき，λ ∈
g⊥ = 0となり題意は成立する．

E := EQ ⊗Q Rと置くと，( , )はE上に延長することができる．この ( , )は
E上の実数値をとる正定値非退化対称双線形形式である．すなわち，(E, ( , ))
はユークリッド空間である．今までのことをまとめると，(E,Φ, ( , ))は以下を
満たすことが分かる：

(R1) Φ ⊂ EはEを張る有限集合で 0を含まない．
(R2) 実数 kが α, kα ∈ Φを満たすならば k = ±1である.
(R3) 任意の α ∈ Φに対し，鏡映 σαは σα(Φ) ⊂ Φを満たす．
(R4) α, β ∈ Φならば，⟨β, α⟩は整数である.
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9. ルート系

この章ではEをユークリッド空間，つまり，内積 (α, β)をもったR上の有
限次ベクトル空間とする．さらに，非零ベクトルα ∈ Eに対し，αと直交する
ベクトル全体がなすEの超平面を Pαとかく：

Pα = {β ∈ E|(β, α) = 0}.

定義 9.1. 線形変換 σ ∈ GL(E)が以下の二つの条件を満たすとき，σを Eに
おける鏡映 (reflection)と呼ぶ．

(i) 非零ベクトル α ∈ Eが存在して，σによる固定点の集合が超平面 Pα

と一致する．
(ii) σ(α) = −αが成り立つ．

さらに，このとき鏡映 σを σαとかく．

補題 9.2. 定義 9.1の記号の下，

σα(β) = β − 2(β, α)

(α, α)
α

が成り立つ．

証明. Eの直交分解 E = Rα ⊕ Pαを用いて，β = cα + γ (c ∈ R, γ ∈ Pα)と

かく．このとき，βと αの内積を取ると，c =
(β, α)

(α, α)
となることが分かる．さ

らに，

σα(β) = σα(cα + γ) = cσα(α) + σα(γ) = −cα+ γ = β − 2cα

となるので題意は従う．

以下，
2(β, α)

(α, α)
を ⟨β, α⟩もしくは cα,βとかく．

補題 9.3. ΦをEを張る有限部分集合とする．任意のα ∈ Φに対し，σα(Φ) = Φ
が成り立つとする．σ ∈ GL(E)が以下の三つの条件を満たすとする．

(i) σ(Φ) = Φ.
(ii) σ(α) = −α.
(iii) ある超平面 P が σの固定点集合に含まれる．

このとき，σ = σαかつ P = Pαが成り立つ．

証明. τ := σ ◦σαとおく．このとき，τ(α) = α, τ(Φ) = Φとなる．前半より，τ
はRαに自明に作用することが分かる．従って，τ はE/Rαに作用するが，こ
の作用は自明である．実際，分解E = Rα ⊕ P に即して任意の β ∈ Eを分解
すると，β = cα + γ (c ∈ R, γ ∈ P )とかける．このとき，

τ(β) = σ(β − ⟨β, α⟩α) = σ(β)− ⟨β, α⟩σ(α) = γ + (⟨β, α⟩ − c)α

となるので，τ はE/Rαへ自明に作用する．従って，τ の全ての固有値は 1に
等しいので，τ の最小多項式 fτ (x)は (x − 1)ℓの因子となる (ℓ = dimE)．一
方，τ(Φ) = Φに注意し，β, τ(β), · · · , τ k(β) (k ≥ |Φ|)を考えると，ある k0に
対し，τ k0(β) = βとなることが分かる．よって，kを十分大きくとると，任意
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の βに対して τ k(β) = βとなる．ΦはEを生成するので τ k = 1となる．従っ
て，τ の最小多項式 fτ (x)は xk − 1の因子となる．以上により，fτ (x) = x− 1
となるので，τ = 1である．

定義 9.4. Eの部分集合 Φが以下の四つの条件を満たすとき， Φをルート系
と呼ぶ:

(R1) Φ ⊂ EはEを張る有限集合で 0を含まない．
(R2) 実数 kが α, kα ∈ Φを満たすならば k = ±1である.
(R3) 任意の α ∈ Φに対し，鏡映 σαは σα(Φ) ⊂ Φを満たす．
(R4) α, β ∈ Φならば，⟨β, α⟩は整数である.

ルート系Φの元をルートといい，Eのベクトル空間としての次元をΦの階数
と呼ぶ．さらに，鏡映 σα (α ∈ Φ)によって生成される群をΦのワイル群と呼
び W とかく.

補題 9.5. ルート系Φのワイル群W の位数は有限である．

証明. Φ = {α1, · · · , αd}とする．任意のw ∈ W に対し，w(Φ) = Φなので，W
から対称群 Sym(Φ)への群準同型写像を得る；

W → Sym(Φ);w 7→ [i 7→ j if w(αi) = αj]

ΦはEを生成するので，この写像は単射である．従って，Sym(Φ)の有限性か
ら題意が従う．

補題 9.6. ΦをEのルート系，W をそのワイル群とする．もし σ ∈ GL(E)が
σ(Φ) = Φを満たすならば，任意の α, β ∈ Φに対し，以下が成り立つ：

(i) σσασ
−1 = σσ(α).

(ii) ⟨β, α⟩ = ⟨σ(β), σ(α)⟩.

証明. 前半は補題 9.3より従う．よって，後半を示せば良い．任意の β ∈ Φに
対し，

σσασ
−1(σ(β)) = σ(σα(β)) = σ(β − ⟨β, α⟩α) = σ(β)− ⟨β, α⟩σ(α)

σσ(α)(σ(β)) = σ(β)− ⟨σ(β), σ(α)⟩σ(α)
となるので，前半から後半が従う．

定義 9.7. ユークリッド空間とルート系の組み (E,Φ), (E ′,Φ′)に対し，ベクトル
空間としての同型写像ϕ : E → E ′が存在し，ϕ(Φ) = Φ′と ⟨ϕ(β), ϕ(α)⟩ = ⟨β, α⟩
(∀α, β ∈ Φ)が成り立つとき，(E,Φ)と (E ′,Φ′)（もしくはルート系ΦとΦ′）は
同型 (isomorphic)であるという.　

系 9.8. (E, ( , )E,Φ), (E
′, ( , )E′ ,Φ′)をそれぞれルート系とする．もし線形空間

としての同型写像 ϕ : E → E ′が存在して，ϕ(Φ) = Φ′を満たすならば，ルー
ト系 (E, ( , )E,Φ), (E

′, ( , )E′ ,Φ′)は同型である．さらに，(E, ( , )E,Φ)がルー
ト系ならば，任意の c, d ∈ R \ {0}に対して (E, c( , )E, dΦ)もルート系で，そ
れらは同型である．

証明. (E, ( , )E,Φ)がルート系ならば，任意のc, d ∈ R\{0}に対して (E, c( , )E, dΦ)
もルート系であることは簡単に分かる．よって，後半は前半から従うので，前
半を示せば十分である．前半を示すには，任意の α, β ∈ Φに対し，⟨β, α⟩E =
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⟨ϕ(β), ϕ(α)⟩E′が成り立つことを示せば良い．仮定よりEとE ′は同型なので，
線形空間として同一視することが出来る．このとき，ϕ ∈ GL(E)とみなすこ
とにより，補題 9.6を適用すると，題意が成り立つことが分かる．

この系により，線形空間としての同型写像 ϕ : E → E ′ が ϕ(Φ) = Φ′ を
満たすならば，後半の条件 ⟨ϕ(β), ϕ(α)⟩ = ⟨β, α⟩は自動的に成立する．また，
ϕにより同型なルート系 Φと Φ′ のワイル群をそれぞれW , W ′ としたとき，
W → W ′; σ 7→ ϕ ◦ σ ◦ ϕ−1によりワイル群も同型であることに注意する．
Φの自己同型群を

Aut(Φ) := {g ∈ GL(E)|g(Φ) = Φ}
により定めると，補題 9.6(i)により，ワイル群W はAut(Φ)の正規部分群であ
ることが分かる．
同型の差を除いてルート系を分類することが今後の最も大きな目標の一つで

ある．そこで，ユークリッド空間とルート系の組み (E,Φ)を考える．ユーク
リッド空間 Eに付随する内積に対し，正規直交底を取ることにより，Eは通
常の内積を備えたRlとして良い（そもそもこの場合をユークリッド空間と呼
び，我々の意味でのユークリッド空間は計量空間と呼ぶべき？？）．従って，今
後はユークリッド空間Eは通常の内積を備えたRlと仮定する．ルート系の分
類に向け，まずは 2つのルートの関係を調べることから始めよう．

命題 9.9. ルート α, β ∈ Φに対し，それらのなす角を θとする．α ̸= ±βかつ
||β|| ≥ ||α||のとき，(⟨α, β⟩, ⟨β, α⟩, θ, ||β||2/||α||2)の組は以下の表のいずれ
かを満たす．

⟨α, β⟩ ⟨β, α⟩ θ ||β||2/||α||2
0 0 π/2 定まらない
1 1 π/3 1
−1 −1 2π/3 1
1 2 π/4 2
−1 −2 3π/4 2
1 3 π/6 3
−1 −3 5π/6 3

証明. (α, β) = ||α|| ||β|| cos θなので，

⟨β, α⟩ = 2(β, α)

(α, α)
=

2||β||
||α||

cos θ

となる．従って，
⟨α, β⟩ ⟨β, α⟩ = 4 cos2 θ

が成り立つ．0 ≤ cos2 ≤ 1かつ ⟨α, β⟩, ⟨β, α⟩は整数なので，
0 ≤ ⟨α, β⟩ ⟨β, α⟩ ≤ 4

となるが，仮定よりα ̸= ±βなので，⟨α, β⟩ ⟨β, α⟩ ̸= 4である．また，θ = π/2で
あることと ⟨α, β⟩ ⟨β, α⟩ = 0であることは同値である．よって，⟨α, β⟩ ⟨β, α⟩ =
1, 2または 3であるときを考えれば良い．ここで，仮定より ||β|| ≥ ||α||なので，

|⟨β, α⟩|
|⟨α, β⟩|

=
||β||2

||α||2
≥ 1
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となることに注意する．どの場合も同じようにできるので，⟨α, β⟩ ⟨β, α⟩ = 2
のときのみ証明を与える．このとき，(⟨α, β⟩ ⟨β, α⟩) = (2, 1)もしくは (−2,−1)
となる．cos2 θ = 1/2 なので，θ = π/4 もしくは 3π/4 となる．このとき，
||β||2/||α||2 = 2となり題意は成立する．

補題 9.10. 定数倍でない 2つのルート α, β ∈ Φに対し，(α, β) > 0ならば，
α− βはルートである．また，(α, β) < 0ならば，α + βはルートである．

証明. 後半は前半において βを−βとすれば得られる．従って前半を示せば良
い．(α, β) > 0ならば，命題 9.9により ⟨α, β⟩もしくは ⟨β, α⟩は 1と等しい．
⟨α, β⟩ = 1ならば，σα(β) = α− β ∈ Φとなる．⟨β, α⟩ = 1ならば，β − α ∈ Φ
となるが，σβ−α(β − α) = α− β ∈ Φとなる．

命題 9.11. 階数 2のルート系はA1×A1, A2, B2, G2のいずれかと同型である．

証明. dimE = 2なので，ルート系 Φは平面ベクトルの集合である．相異な
るルートのうち，それらのなす角 θが最小であるルートの組みを一つ固定し，
α1, α2 ∈ Φとかく．すなわち，α1, α2 ∈ Φは隣り合ったルートである．補
題 9.10により，0 ≤ θ ≤ π/2である． さらに，定理 9.9により，θ の値は
π/2, π/3, π/4, π/6のいずれかであることに注意する．このとき，α3 := σα2(−α1)
は α2 を含む直線に関する鏡映により α1 を移して得られる．さらに，α4 :=
σα3(−α2)は α3を含む直線に関する鏡映により α2を移して得られる．これを
繰り返すことにより 2π/θ個のルートを得るが，θの最小性からΦに含まれる
ルートは全てこのようにして構成される．θの値 π/2, π/3, π/4, π/6に対応し
て，ルート系はA1 × A1, A2, B2, G2とそれぞれ同型になる．

補題 9.12. 一次独立な二つのルート α, β ∈ Φに対し，ある p, q ≥ 0が存在し，
i ∈ Zに対し，

β + iα ∈ Φ ⇔ −q ≤ i ≤ p

が成り立つ．

証明. I := {i ∈ Z|β + iα ∈ Φ}とおく．Iは有限集合なので，その最大元，最
小元をそれぞれ p,−qとする．β ∈ Iなので p, q ≥ 0である．このとき，⇒は
明らかなので，⇐を示す．−q ≤ i ≤ pに対して β+ iα ̸∈ Φとして矛盾を導く．
このとき，I ′ := {i ∈ Z| − q ≤ i ≤ p, β + iα ̸∈ Φ}は空でない有限集合なので，
その最大元，最小元が存在し，それぞれ r, sとする．すると，−q < s ≤ r < p
かつ

β + rα ̸∈ Φ, β + (r + 1)α ∈ Φ, β + sα ̸∈ Φ, β + (s− 1)α ∈ Φ.

補題 9.10により

(α, β + (r + 1)α) ≤ 0, (α, β + (s− 1)α) ≥ 0

となるので辺々を引いて，(r − s+ 2)(α, α) ≤ 0となり矛盾である．

定義 9.13. 補題 9.12において，{β + iα ∈ Φ|i ∈ Z} = {β + iα| − q ≤ i ≤ p}
を βを含む α列 (α-string through β)と呼ぶ．

問題 9.14. 一次独立なルート α, β ∈ Φの張る部分空間をE ′ ⊂ Eとする．こ
のとき，E ∩ ΦはE ′のルート系であることを示せ．
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10. 基底とワイル群

10.1. 基底とワイルの部屋.

定義 10.1. ルート系 Φ ⊂ Eの部分集合∆が以下の二つの条件を満たすとき，
Φの基底という：

(B1) ∆はベクトル空間Eの基底である.
(B2) 任意のルート β ∈ Φを β = Σkαα (α ∈ ∆)と表したとき kαは整数で，

任意の αに対して kα ≥ 0もしくは kα ≤ 0が成り立つ．
このような∆の元を単純ルートと呼ぶ．上記 (B2)におけるβに対して，htβ :=
Σkαを（∆に関する）βの高さ(height)と呼ぶ．また，任意のαに対してkα ≥ 0
が成り立つβを正のルートと呼ぶ．一方，任意のαに対して kα ≤ 0が成り立つ
βを負のルートと呼ぶ．正のルート全体をΦ+，負のルート全体をΦ−で表す．
また，ξ, η ∈ Eに対し ξ − η = Σkααと表したとき，全ての単純ルート α ∈ ∆
に対し kα ≥ 0となるとき，ξ ≻ ηと定める．≻はルート系の基底の選び方に
依存して定まるE上の半順序である．

補題 10.2. ルート系 Φの基底∆に対し，α ̸= β ∈ ∆ならば，(α, β) ≤ 0と
なる．

証明. (α, β) > 0とする．仮定より α ̸= ±βなので，補題 9.10より α − β ∈ Φ
となる．しかし，これは (B2)に矛盾する．

γ ∈ Eに対し，
Φ+(γ) := {α ∈ Φ|(γ, α) > 0}

とおく．γ ∈ E \
∪

α∈Φ Pα のとき，γ を正則 (regular)と呼び，それ以外の
とき，特異 (singular)と呼ぶ．γが正則なとき，Φ = Φ+(γ) ∪ −Φ+(γ)と表
される．α ∈ Φ+(γ)に対して，α = β1 + β2となる β1, β2 ∈ Φ+(γ)が存在す
るとき，αを分解可能 (decomposable)と呼び，そうでないとき分解不可能
(indecomposable)と呼ぶ．

定理 10.3. 正則な元 γ ∈ Eに対し，∆(γ)をΦ+(γ)における分裂不可能なルー
ト全体の集合とする．このとき，∆(γ)はΦの底をなす．また，全ての基底は
このようにして得られる．

証明. 5段階に分けて証明する．
ステップ 1 Φ+(γ)におけるルートは∆(γ)の元の非負 Z係数和として表さ

れる：∆(γ)の元の非負Z係数和として表されないΦ+(γ)の元が存在すると仮
定する．そのうち，γとの内積の値が最小のものを αとする．α ̸∈ ∆(γ)なの
で，αは分解可能である．すなわち，α = β1+β2となる β1, β2 ∈ Φ+(γ)が存在
する．(γ, α) = (γ, β1) + (γ, β2)において (γ, β1), (γ, β2) > 0なので，(γ, α)の
最小性より，β1, β2は∆(γ)の元の非負Z係数和として表される．これは矛盾．
ステップ 2 α ̸= β ∈ ∆(γ)に対して，(α, β) ≤ 0：(α, β) > 0とすると，

β ̸= ±αなので，補題 9.10により α− β ∈ Φとなる．よって，α− β ∈ Φ+(γ)
または β − α ∈ Φ+(γ)が成り立つ．前者の場合，α = β + (α− β)となり αが
分解可能となり矛盾．後者も同様に βが分解可能となり矛盾．
ステップ 3 ∆(γ)の元は線形独立である：

∑
rαα = 0 (α ∈ ∆(γ), rα ∈ R)と

する．rαの正負で分けることにより，
∑

sαα =
∑

tββと変形できる（sα, tβ ≥ 0
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かつ α ̸= β）．ϵ =
∑

sααとおくと，(ϵ, ϵ) =
∑

α,β sαtβ(α, β) ≤ 0（ステップ
2より）となり ϵ = 0となる．よって，0 = (γ, ϵ) =

∑
sα(γ, α)となるので，

sα = 0かつ tβ = 0となり，線形独立性が示された．
また，同様の方法により次のことも分かる：Eの 1つの超平面とその超平面

の片側にあるベクトルの集合 Sを固定する．Sに含まれるいかなる 2つのベク
トルのなす角も鈍角であるならば Sの元は線形独立である．
ステップ 4 ∆(γ)はΦの底である：ステップ 1とΦ = Φ+(γ)∪−Φ+(γ)によ

り (B2)が成り立つ．よって，∆(γ)はEを張る．ステップ 3により∆(γ)の元
は線形独立なので，(B1)も成り立つ．
ステップ 5 Φの任意の基底∆に対し，ある γ ∈ Eが存在し∆ = ∆(γ)が成

立する：基底∆に対し，任意のα ∈ ∆に対し，(γ, α) > 0となる γ ∈ Eを選ぶ．
(B2)により γは正則である．また，Φ+ ⊂ Φ+(γ)かつΦ− ⊂ −Φ+(γ)が成り立
つ．Φ = Φ+∪Φ−,Φ = Φ+(γ)∪−Φ+(γ)より，Φ+ = Φ+(γ)かつΦ− = −Φ+(γ)
が成り立つ．Φ+ = Φ+(γ)なので，∆ ⊂ ∆(γ)となるが，|∆| = |∆(γ)| = dimE
より∆ = ∆(γ)となる．

E \
∪

α∈Φ Pαの連結成分をワイルの部屋 (Weyl chamber)と呼ぶ．正則な
元 γ ∈ Eに対し，それを含むワイルの部屋 C(γ)が一意に定まる．C(γ) = C(γ′)
となるのは，任意の超平面 Pα (α ∈ Φ)に対し，γ, γ′が同じ側にあることと同
値である．これはΦ+(γ) = Φ+(γ′)，すなわち∆(γ) = ∆(γ′)が成り立つことに
他ならない．さらに，

W × {ワイルの部屋 } → {ワイルの部屋 }; (σ, C(γ)) 7→ C(σ(γ)),
W × {ルート系の基底 } → {ルート系の基底 }; (σ,∆) 7→ σ(∆)

により，ワイル群W はワイルの部屋からなる集合とルート系の基底からなる集
合にそれぞれ作用する．他方，α ∈ Φ+(γ)に対して，(σ(α), σ(γ)) = (α, γ)が成
り立つ．よって，σ(Φ+(γ)) = Φ+(σ(γ))となるが，これは σ(∆(γ)) = ∆(σ(γ))
が成り立つことを意味する．以上により次が分かった．

命題 10.4. ルート系の基底とワイルの部屋は一対一に対応する：

{ルート系の基底 } ↔ {ワイルの部屋 }; ∆(γ) 7→ C(γ).
さらに，この対応はワイル群の作用と可換である．

∆ = ∆(γ)のとき，C(∆) := C(γ)とかき，∆に関する基本ワイルの部屋
(fundamental Weyl chamber relative to ∆)（正しい和訳は？？？）と呼ぶ．

10.2. 単純ルートの性質. 引き続き，Φをルート系，∆をその基底とする．

補題 10.5. α ∈ Φ+ \∆ならば，ある β ∈ ∆に対して α− β ∈ Φ+となる．

証明. ∆は基底なので，α =
∑

γ∈∆ sγγとかける．αは正のルートなので，sγ ≥ 0

である．任意の γ ∈ ∆に対して，(α, γ) ≤ 0とすると，

(α, α) =
∑
γ∈∆

sγ(α, γ) ≤ 0

が成り立つので，α = 0となり矛盾．よって，ある β ∈ ∆に対して，(α, β) > 0
が成立する．このとき，補題 9.10により，α− β ∈ Φとなる．α ̸= βより，あ
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る γ ̸= βに対して sγ > 0となる．よって，α−βの γの係数も正である．従っ
て，基底の性質 (B2)により，α− βは正のルートである．

系 10.6. 任意の β ∈ Φ+に対し，α1, · · · , αk ∈ ∆ (i < jのとき αi = αjとなる
ことも許す)が存在して，β = α1 + · · ·+αkかつα1 + · · ·+αi ∈ Φ (∀i) が成り
立つ．

証明. 補題 10.5と htβに関する帰納法により従う．

補題 10.7. α ∈ ∆に対して，σα(Φ
+ \ {α}) = Φ+ \ {α}となる．

証明. β =
∑

γ∈∆ sγγ ∈ Φ+ \ {α} (sγ ≥ 0)に対して，β ̸= ±αなので，ある
γ ̸= αに対して，sγ > 0である．σα(β) = β − ⟨β, α⟩αの γに関する係数も sγ
と等しい．従って，基底の性質 (B2)により，σα(β)は正のルートである．ま
た，σα(α) = −αである．

系 10.8. δ := 1
2

∑
β∈Φ+ βとおく．このとき，任意のα ∈ ∆に対して，σα(δ) =

δ − αが成り立つ．

証明. 補題 10.7より従う．

補題 10.9. α1, · · · , αt ∈ ∆ （i < jのとき αi = αjとなることも許す）に対し
て，σi := σαi

とおく．もし，σ1 · · · σt−1(αt) ∈ Φ−ならば，ある s (1 ≤ s < t)
に対して，σ1 · · ·σt = σ1 · · ·σs−1σs+1 · · ·σt−1が成り立つ．

証明. βi = σi+1 · · · σt−1(αt) (0 ≤ i ≤ t− 2), βt−1 = αtとおく．β0 ∈ Φ−, βt−1 ∈
Φ+なので，βs ∈ Φ+となる最小のsが存在する．このとき，σs(βs) = βs−1 ∈ Φ−

となるので，補題10.7により，βs = αsとなる．さらに，補題9.6により，σ ∈ W
に対して，σσ(α) = σσασ

−1が成り立つ．よって，

σs = σαs = σβs = σσs+1···σt−1(αt) = · · · = (σs+1 · · ·σt−1)σt(σs+1 · · ·σt−1)
−1.

これを用いると，

σ1 · · ·σt = (σ1 · · ·σs−1)σs(σs+1 · · ·σt) = (σ1 · · ·σs−1)(σs+1 · · ·σt−1).

系 10.10. σ ∈ W が σ = σ1 · · · σt と表されたとする．この表示が σ を単純
ルートの鏡映の合成として表す表示の中で最短の表示（簡約表示）であれば，
σ(αt) ∈ Φ−が成り立つ．

証明.

σ(αt) = σ1 · · ·σt(αt) = −(σ1 · · ·σt−1)(αt)

なので，σ(αt) ∈ Φ+とすると，(σ1 · · · σt−1)(αt) ∈ Φ−となる．しかし，これは
補題 10.9により簡約表示であることに矛盾する．

10.3. ワイル群.

定理 10.11. ルート系Φの基底∆，ワイル群をW とする．このとき，以下が
成り立つ．
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(i) γ ∈ Eが正則ならば，ある σ ∈ W が存在して，任意の α ∈ ∆に対し
て (σ(γ), α) > 0となる．従って，ワイル群はワイルの部屋の集合に推
移的に作用する．

(ii) ∆′をΦの異なる基底とすると，σ(∆′) = ∆となる σ ∈ W が存在する．
従って，ワイル群はルート系の基底からなる集合に推移的に作用する．

(iii) α ∈ Φに対し，σ(α) ∈ ∆となる σ ∈ W が存在する．
(iv) W = ⟨σα|α ∈ ∆⟩.
(v) σ ∈ W に対して σ(∆) = ∆ならば，σ = 1となる．従って，(i), (ii)の
ワイル群の作用はそれぞれ単純推移的である．

証明. W ′ := ⟨σα|α ∈ ∆⟩ ⊂ W とおく．まず，(i)− (iii)をW ′に対して示し，
それを用いてW = W ′であることを示す．
(i) δ = 1

2

∑
α∈Φ+ αに対して，(σ(γ), δ)が最大になる σ ∈ W ′を選ぶ．α ∈ ∆

なので，σασ ∈ W ′である．このとき，σの選び方と系 10.8により，

(σ(γ), δ) ≥ (σασ(γ), δ) = (σ(γ), σα(δ)) = (σ(γ), δ − α) = (σ(γ), δ)− (σ(γ), α)

となる．よって，任意のα ∈ ∆に対して，(σ(γ), α) ≥ 0が成り立つ．γが正則
であることから，(σ(γ), α) ̸= 0である．実際，(σ(γ), α) = 0なら，γ ∈ Pσ−1α

となり矛盾する．従って，(σ(γ), α) > 0となる．
(ii) 命題 10.4と (i)より従う．
(iii) (ii)により，任意のルート αがある基底に含まれていることを示せば十

分である．γ ∈ Pα \∪β∈Φ\{±α}Pβに対し，γ′を γの十分近くに取ることにより，
(γ′, α) = ϵ > 0かつ |(γ′, β)| > ϵ (∀β ̸= ±α)が成り立つとして良い．前半の条
件から α ∈ Φ+(γ′)となることが分かり，後半から αが分解不可能であること
が分かる．
(iv) W = W ′を示す．そのためには，任意のα ∈ Φに対し，σα ∈ W ′を示せ

ば良い．(iii)により，β = σ(α) ∈ ∆を満たす σ ∈ W ′が存在する．このとき，
σβ = σσ(α) = σσασ

−1なので，σ(α) = σ−1σβσ ∈ W ′が成り立つ．
(v) σ(∆) = ∆かつ σ ̸= 1とする．このとき，(iv)により σは 1つ以上の単

純鏡映の積として表される．しかし，これは系 10.10により σ(∆) = ∆に矛盾
する．

定理 10.11により，任意の σ ∈ W は単純鏡映の積として表される：

σ = σα1 · · ·σαl
.

このような表示の最小の lを ℓ(σ)とかき（∆に関する）σの長さ (length)と
呼ぶ．また，l = ℓ(σ)を満たす σの表示を簡約表示 (reduced expression)と
呼ぶ．他方，

n(σ) := ♯{α ∈ Φ+|σ(α) ∈ Φ−}
とおく．

補題 10.12. 任意の σ ∈ W に対して，ℓ(σ) = n(σ)が成り立つ．

証明. ℓ(σ)に関する帰納法により示す．ℓ(σ) = 0ならばσ = 1なので，n(σ) = 0
となり成立する．そこで，ℓ(τ) < ℓ(σ)を満たす任意の τ ∈ W に対して ℓ(τ) =
n(τ)が成り立つと仮定する．
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σ = σα1 · · · σαl
を簡約表示とし，α := αlとおく．補題 10.10により，σ(αt) ∈

Φ−となる．また，補題 10.7により，n(σσα) = n(σ) − 1が成り立つ．一方，
ℓ(σσα) = ℓ(σ)− 1 < ℓ(σ)なので，帰納法の仮定より ℓ(σσα) = n(σσα)となる．
従って，ℓ(σ) = n(σ)が成り立つ．

補題 10.13. λ, µ ∈ C(∆)と σ ∈ W に対して，σ(λ) = µが成り立つならば，
λ = µとなる．

証明. ℓ(σ)に関する帰納法により示す．ℓ(σ) = 0ならば σ = 1なので成立する．
そこで，ℓ(σ) > 0とする．補題 10.12により，σはある正のルートを負のルー
トに移す．従って，ある単純ルート α ∈ ∆が存在して σ(α) ∈ Φ−となる．

0 ≥ (µ, σα) = (σ−1µ, α) = (λ, α) ≥ 0

なので，(λ, α) = 0となる．よって，σαλ = λとなり，(σσα)(λ) = µが成り立
つ．補題 10.12と補題 10.7により，ℓ(σσα) = ℓ(σ)− 1なので，帰納法の仮定に
より λ = µとなる．
σ = σα1 · · · σαl

を簡約表示とし，α := αlとおく．補題 10.10により，σ(αt) ∈
Φ−となる．また，補題 10.7により，n(σσα) = n(σ) − 1が成り立つ．一方，
ℓ(σσα) = ℓ(σ)− 1 < ℓ(σ)なので，帰納法の仮定より ℓ(σσα) = n(σσα)となる．
従って，ℓ(σ) = n(σ)が成り立つ．

10.4. 既約ルート系. ルート系Φに対し，Φ1,Φ2 ⊊ Φが存在してΦ = Φ1∪Φ2か
つ (Φ1,Φ2) = 0が成り立つとき，Φは可約 (reducible)と呼ぶ．また可約でないと
き，既約 (irreducible)と呼ぶ．例えば，階数 2のルート系はA1×A1, A2, B2, G2

の 4種類であったが，A1 × A1は可約であり，それ以外は既約である．

命題 10.14. ∆をルート系Φの底とする．このとき，Φが既約であることと，
∆1,∆2 ⊊ ∆が存在して∆ = ∆1 ∪∆2かつ (∆1,∆2) = 0が成り立つことは同値
である．

証明. Φが可約とする．このとき，Φ1,Φ2 ⊊ Φが存在して Φ = Φ1 ∪ Φ2かつ
(Φ1,Φ2) = 0が成り立つ．もし，∆ ⊂ Φ1ならば，(∆,Φ2) = 0となる．∆はE
の基底なので，(E,Φ2) = 0が成り立つ．よって，Φ2 = ∅となり矛盾する．従っ
て，∆ ̸⊂ Φ1かつ∆ ̸⊂ Φ2となるので，分解∆ = (∆ ∩ Φ1) ∪ (∆ ∩ Φ2)を得る．
逆に，Φを既約とする．このとき，∆ = ∆1 ∪∆2かつ (∆1,∆2) = 0が成り

立つと仮定する．ここで，Φi := W (∆i) (i = 1, 2)とおくと，定理 10.11 (iii)に
より，Φ = Φ1 ∪ Φ2と分解する．一方，αi ∈ ∆i (i = 1, 2)に対して，

(σα1σα2 − σα2σα1)(γ) =
4(α1, α2)

||α1||2||α2||2
((γ, α2)α1 − (γ, α1)α2) = 0

となるので，任意のαi ∈ ∆i (i = 1, 2)に対して，σα1σα2 = σα2σα1が成り立つ．
さらに，(α1, α2) = 0なので，σα2(α1) = α1となる．従って，

Φi = W (∆i) = ⟨σα|α ∈ ∆i⟩(∆i)

が成り立つ．⟨σα|α ∈ ∆i⟩(∆i)の任意の元は∆iの元を足したり引いたりして得
られるので，Φi ⊂ ⟨∆i⟩となる．よって，(Φ1,Φ2) = 0となるが，仮定より Φ
は既約なので Φi0 = ∅ (i0 ∈ {1, 2})が成り立つ．このとき，∆i0 = ∅となり主
張が成り立つ．
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補題 10.15. 既約なルート系 Φは半順序≺に関して，ただ一つの最大ルート
β =

∑
kααをもつ．特に，任意のルート α ̸= βに対し，htα < htβが成り立

つ．さらに，kα > 0となる．

証明. 一般に，有限半順序集合 Sは極大元をもつ．実際，Sの元 xを固定し，
xが極大でなければ，x < x1なる x1 ∈ Sが存在する．x1が極大でなければ，
x1 < x2なる x2 ∈ Sが存在する．これを繰り返し，x < x1 < x2 < · · · なる列
を得るが，Sが有限であることからこの列も有限である．
そこで，(Φ,≺)の極大元を β =

∑
kαα (α ∈ ∆)とおく．β ≺ 0とすると，

任意の単純ルート α ∈ ∆に対して，α ≻ β となり極大性に反する．よって，
β ≻ 0である．
∆1 = {α ∈ ∆|kα > 0}, ∆2 = {α ∈ ∆|kα = 0}とおくと，∆ = ∆1 ∪∆2であ

る．∆2 ̸= ∅と仮定し矛盾を導く．このとき，補題 10.2により，任意のα ∈ ∆2

に対して，(α, β) ≤ 0となる．また，Φの既約性により，ある α ∈ ∆2に対し
て (∆1, α) ̸= 0となる． すなわち，ある α′ ∈ ∆1に対して (α, α′) < 0となる．
このとき，(α, β) < 0となるが，補題 9.10により β + α ∈ Φとなり，βの極大
性に矛盾する．以上により∆2 = ∅となり，任意の α ∈ ∆に対して kα > 0と
なることが分かる．
最後に一意性を示す．β′を β と異なる極大元とする．まず，先と同様の議

論により，任意の α ∈ ∆に対して (α, β) ≥ 0が成り立つことに注意する．ま
た，⟨∆⟩ = Eなので，ある α ∈ ∆に対しては (α, β) > 0が成り立つ．よって，
(β′, β) > 0となるが，補題 9.10により β − β′ ∈ Φとなる，従って，β ≺ β′も
しくは β′ ≺ βとなり題意が従う．

補題 10.16. Φを既約ルート系とする．このとき，ワイル群W はEに既約に
作用する（すなわち， W 不変な部分空間は {0}かEのみ）．特に，ルート α
のW 軌道はEを張る．

証明. W 軌道W (α)はW (W (α)) = W (α)を満たすので，W 不変空間である．
従って，後半は前半から従う．そこで後半を示す．E ′をEの 0でないW 不変
空間とする．E ′′を E ′の直交補空間とすると，E = E ′′ ⊕ E ′が成り立つ．任
意の x ∈ E ′′, y ∈ E ′, w ∈ W に対し，(wx, y) = (x,w−1y) = 0となるので，
wx ∈ (E ′)⊥ = E ′′が成り立つ．すなわち，E ′′もW 不変空間である．E ′はW
不変空間なので，α ∈ Φに対し，σα(E

′) = E ′となる．よって，α ∈ E ′または
E ′ ⊂ Pαが成り立つ．すなわち，αはE ′かE ′′のどちらか一方に含まれる．こ
れによりΦを直交する二つの部分集合へ分けることができる．しかし，Φは既
約かつE ′ ̸= 0なので，E = E ′となる．

補題 10.17. Φを既約ルート系とする．このとき，Φのルートの長さは高々2
つであり，同じ長さのルートはW の元により移り合う．

証明. 長さの異なるルート α, β, γ ∈ Φが存在したと仮定する．補題 10.16によ
りW (α)はEを張るので，あるσ ∈ Wが存在して，(σ(α), β) ̸= 0となる．そこ
で，αを σ(α)により取り替えることで，(α, β) ̸= 0として良い．さらに，同様
の議論により，ある σ ∈ W が存在して，(σ(γ), β) ̸= 0となるので，(γ, β) ̸= 0
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として良い．このとき，命題 9.9により，
||β||2

||α||2
,
||β||2

||γ||2
∈ {2, 3, 1

2
,
1

3
}

となる．しかし，
||γ||2

||α||2
=

||β||2

||α||2
||γ||2

||β||2
を考えると，{2, 3, 1

2
,
1

3
}のいずれの値に

もならず矛盾する．以上により前半は示された．
同じ長さのルート α, β ∈ Φに対し，ある σ ∈ W が存在して σ(α) = βとな

ることを示す．α = ±β のときは明らかなので，α ̸= ±β とする．このとき，
前半と同様の議論により (α, β) ̸= 0として良い．このとき，命題 9.9により，
⟨α, β⟩ = ⟨β, α⟩ = ±1となる．必要であれば，βを−β = σβ(β)で置き換える
ことにより，⟨α, β⟩ = 1として良い．このとき，

(σασβσα)(β) = σασβ(β − α) = σα(−β − α + β) = α

となり題意は成り立つ．

既約ルート系 Φが長さの異なる 2つのルートを持つとき，長さの値が大き
いルートを長いルート (long root)，小さいルートを短いルート (short root)
と呼ぶ．全てのルートの長さが等しいときは全て長いルート (long root)と
呼ぶ．

補題 10.18. Φを長さの異なるルートを持つ既約ルート系とする．このとき，
補題 10.15の最大ルート βは長いルートである．

証明. 任意のα ∈ Φに対し，(β, β) ≥ (α, α)となることを示せば良い．W で移
すことにより，α ∈ C(∆)として良い．このとき，補題 10.15により β − α ≻ 0

となるので，任意の γ ∈ C(∆)に対して，(γ, β−α) ≥ 0となる．γ = β，γ = α
に対してそれぞれ適用すると，(β, β) ≥ (β, α) ≥ (α, α)となる．
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