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注 意 事 項

◦ 1 ， 2 ， 3 ， 4 の 4 問から 3 問を，

A ，B ，C から 1 問選択し，計 4 問を解答すること．

◦ 解答用紙１枚につき１問ずつ解答すること．
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T
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y

z

 =


x + 2y − z

y + z

x + y − 2z

x − 2y − 5z


で与えられる R3 から R4 への写像 T について，次の問に答えよ．

(1) T は線形写像であることを示せ．

(2) T の像の次元と核の次元を求めよ．



2

m × n 実行列 A に対して，実ベクトル空間 Rn の部分空間 W を

W = {x ∈ Rn |Ax = 0 }

と定め，複素ベクトル空間 Cn の部分空間 V を

V = { z ∈ Cn |Az = 0 }

と定める．

(1) 実ベクトル空間 W の R 上一次独立なベクトル a1, · · · , ar を複素ベクトル空間 V の
ベクトルと考えたとき，C 上一次独立であることを示せ．

(2) {a1, · · · , as } が実ベクトル空間 W の基底であるならば，{a1, · · · , as } は複素ベク
トル空間 V の基底となることを示せ．



3

Ln(x) = ex dn

dxn
(xne−x) (n = 0, 1, 2, . . . )

とする．

(1) ライプニッツの公式
dn

dxn
(fg) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k) を用いて Ln(x) を x の多項式

として表せ．

(2) Ln(x) の導関数を L′
n(x)，二階導関数を L′′

n(x) とすると

xL′′
n(x) − (x − 1)L′

n(x) + nLn(x) = 0

を満たすことを示せ．
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(1)

∫ 1

0

dy

∫ ∞

1

(e−xy − 2e−2xy)dx は正の値に収束することを示せ．

(2)

∫ ∞

1

dx

∫ 1

0

(e−xy − 2e−2xy)dy は負の値に収束することを示せ．



A

G を群とし，H を G の部分群 とする．

(1) G の元 g1，g2 に対して，g−1
1 g2 ∈ H となることと，g1H = g2H となることは同値

であることを証明せよ．

(2) G における H の指数 (G : H) が 2 ならば， 任意の g ∈ G に対し gH = Hg とな
ることを証明せよ．

(3) (G : H) = 2 となるような群 G と，その部分群 H の組の例を一例挙げよ．



B

(1) 「二次元トーラス」と「メビウスの帯」の絵を描け．

(2) M を C∞ 多様体とする．写像 f : R → M が C∞ 級であることの定義を述べよ．



C

x > 0 で定義された関数 u(x) の微分方程式

x2d2u

dx2
+ 3x

du

dx
+ u = 0 (A)

を考える．以下に答えよ．

(1) (A) の解 u(x) に対し，f(t) = u(et) とおくとき，f(t) の満たす微分方程式を求めよ．

(2) u(1) = 0，
du

dx
(1) = 1 を満たす (A) の解 u(x) を求めよ．


