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Avant-propos

Le présent travail est un mémoire rédigé dans le cadre d’une formation en premiére
année de master de mathématiques sous la direction de M. Ingo Waschkies.
Dans le cadre de ce mémoire nous avons eu a travailler sur la théorie des catégories, sur
la notion d’homotopie (et du groupoide II) ainsi que sur la notion de fibré. [4][1][2][3]
Dans un souci de concision, nous admettrons certains résultats relatifs & ces notions.
Nous nous sommes inspirés de plusieurs ouvrages concernant le sujet, ce qui nous a permis
d’explorer plusieurs points de vue.
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1 Introduction

La finalité de ce mémoire est de démontrer ’équivalence entre la catégorie Rev(X) des revé-
tements d’un espace topologique X localement semi-1-connexe et la catégorie Rep(Il; (X), Ens)
des représentations du groupoide fondamental de X . L’intérét de travailler avec le groupoide
fondamental et la théorie des catégories est que nous n’avons pas & nous fixer de point de base.
Pour cela nous présenterons briévement une construction du groupoide fondamental : il s’agit
de la catégorie dont les objets sont les éléments de X et dont les morphismes de zg € X a
x1 € X sont les chemins d’origine xg et d’arrivée x; & homotopie prés.

Nous verrons alors ce que sont les revétements : on peut visualiser un revétement comme
une pile de feuilles au-dessus d’un espace topologique X, dit de base. Nous utiliserons en-
suite la notion de relévement qui permet de relever un chemin de ’espace de base dans les
feuilles afin d’associer & un revétement p : Y — X une représentation, dite de monodromie,
pp 1 (X) — Ens.

Il s’en suivra que nous avons ainsi construit un foncteur p : Rev(X) — Rep(Il; (X), Ens).
Nous prouverons ensuite que pour un espace de base X localement semi-1-connexe, ce foncteur
est une équivalence de catégories.

Donc, sous ces conditions, la catégorie des revétements de X est essentiellement la méme que
la catégorie des représentations du groupoide fondamental de X.

2| Le groupoide fondamental

Dans un souci d’efficacité et de concision, nous admettons les résultats relatifs au groupoide
fondamental. Nous donnons ci-dessous une esquisse de construction du groupoide fondamental
d’un espace topologique X afin d’en fixer les notations pour la suite de I’exposé.

e Un chemin de X est une application continue v : [0,1] — X. L’origine xg = v(0) et
Parrivée 1 = 7(1) sont les extrémités du chemin «y. Nous noterons v : zp ~» 7 un
chemin d’origine xg et d’arrivée x1. Si x¢9 = 1, on dit que « est un lacet de X.

® Si~y:xg~ 1, d: 1 ~ T, ON NOte

0,1] — X
AR ~v(2t) sitelo, %]
b= { 52t —1) site[d]]

la concaténation de 7y et de §, d’origine x( et d’arrivée x,.

e On utilise la notation v ~ ~' pour signaler que les chemins v et 4" sont homotopes,
c’est-a-dire qu’il existe une application continue h : [0,1] x [0, 1] — X telle que
~ Vs €[0,1], h(s,0) = (s) et (s, 1) =7/(s)

-Vt €[0,1], h(0,t) =z et h(1,t) = 1.

e La relation d’homotopie est une relation d’équivalence sur I’ensemble des chemins de
Zo & o1, noté Q(X, zo,x1). En quotientant par cette relation d’équivalence on définit le
m1(X, 0, 21) (ou 71 (X, o) si o = z1). On note [7] la classe d’homotopie de .

e Soit un chemin v : zg ~» 1, on note iny : t — (1 — t) son chemin inverse de z; vers
x0. Siy ~ 4 alors Yiny ~ diny, on note donc [v]~! = [yiny].

e On note ¢; : t — x le chemin constant en .

e Siy~~'etd~d, onayld~~"L§. On utilise donc la notation [y][6] = [yLd].

e On définit le groupoide fondamental T1;(X) dont les objets sont les éléments de X
et dont pour tout couple de points (x¢,r;) € X2, les morphismes sont donnés par
Homypy, (x) (20, 1) = m1(X, 20, 21). La loi de composition est donnée par la concaténa-
tion de classes d’homotopie : [d] o [v] = [y][0] = [yLd].

e L’ensemble 71 (X, zg) est un groupe pour la concaténation [6][y] de classes d’homotopie,
il est appelé groupe fondamental de X en xq.

e Un chemin v : zg ~» x; définit un isomorphisme de groupes :

7T1(X,I0) — 7T1(X,£Cl)
6] — bk
Ainsi si X est connexe par arcs, on parle du groupe fondamental de X.

e Un espace X est simplement conneze s’il est connexe par arcs et si le groupe (X, z)
est trivial, ce qui revient & dire que deux chemins de mémes extrémités sont toujours
homotopes.

e Si X est connexe par arcs, 71 (X, z9) — II1(X) est une équivalence de catégories.

Sachant qu’un groupe
est un groupoide & un
seul objet dont les
morphismes sont les
éléments du groupe, on
note G le groupoide

associé au groupe G.
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e Pour toute application continue f : X — Y on définit le foncteur :

I, (f) : T —  f(x)
b — [fen]

(en effet fo(yLld) = foyLfod). Puis on vérifie facilement que I'on a IT; (Idx ) = Idy, (x)
et Iy (go f) =y (g) oII; (f), ainsi le groupoide fondamental est fonctoriel et nous avons
le foncteur IIy : Top — Gr (ou Top est la catégorie des espaces topologiques et Gr est
la catégorie des (petits) groupoides).

e Soient f : X = Y et g : X — Y deux fonctions continues. On note f ~4 g si f
et g sont homotopes relativement & une partie A de X, c’est-a-dire qu’il existe une
application continue h : X x [0,1] = Y telle que Vx € X, h(z,0) = f(z), h(z,1) = g(x)
et Vt € [0,1], Va € A, h(a,t) = f(a) = g(a). 1l est clair qu’il s’agit d’une relation
d’équivalence. Si A = @ on dit simplement que f et g sont homotopes et on note f ~ g.

e Une homotopie h : f ~» g définit un isomorphisme de foncteurs II; (f) — II; (g).

e Une application f : X — Y est une équivalence d’homotopie s’il existe une application
continue g : Y — X telle que go f ~ Idx et fog~ Idy.

e Si f est une équivalence d’homotopie, alors II; (f) est une équivalence de catégories. En
effet, soit g : Y — X telle que go f ~ Idx et fog ~ Idy. Soient h : go f ~ Idx et
k: fog ~ Idy les homotopies associées. On obtient alors les isomorphismes II; (k) :
Hl(g) ¢} Hl(f) — Hl(.[dx) = Idﬂl(X) et Hl(k) : Hl(f) o Hl(g) — Hl(Idy) = Idnl(y).

Revétements
Fibrés

ﬁ(Déﬁnition 3.1: ﬁbré] N

Soit X un espace topologique.

e Un fibré sur X est la donnée d’une application continue p : ¥ — X telle que pour
tout z € X il existe un voisinage ouvert U C X de z, un espace topologique F' et un
homéomorphisme ¢ : p~1(U) — U x F tels que py oo =p ot py : U x F — U est la
projection usuelle.

Ce qui peut se représenter par le diagramme commutatif suivant :

Remarques :

e Pour tout z € X, p~1(x) est la fibre de Y au-dessus de z.

e X est la base du fibré, Y est I'espace total, p est la projection de Y sur X, U est un
voisinage ouvert trivialisant, ¢ est une trivialisation locale de p sur U.

e Un fibré est dit trivial si X est un ouvert trivialisant. Ce qui revient a dire qu’il existe
un homémorphisme ® : Y — X x F tel que px o ® = p, i.e. & est une trivialisation
globale.

e On appelle section (continue) de p (ou de Y), au-dessus de X, toute application continue
s: X =Y telle que po s = Idx. De la méme fagon, on appelle section (continue) de p
(ou de Y), au-dessus de X’ C X, toute section de pj,-1(x+) . Une section locale en v € X
est une section définie sur un voisinage de x. Une section est injective.

e La trivialisation ¢ n’est généralement pas unique.

e Soit U un ouvert trivialisant alors, p~' () = (prop) ' (z) = ¢ Lop; (z) = p ' (xxF) =~
{2} x F ~ F, ainsi toutes les fibres p~1(x), # € U, au-dessus de U sont homéomorphes.
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~{ Définition 3.2 : morphisme de fibrés) N

Soient p; : Y7 — X et po : Yo — X deux fibrés. Un morphisme de fibrés est une
application continue f :Y; — Y5 telle que ps o f = p;. Ce qui peut se représenter par le
diagramme commutatif suivant :

Y1 4>Y2

AN

Définitions et premiéres propositions

r—(Déﬁnition 3.3 revétement] N

Soit X un espace topologique.
Un revétement de X est un fibré a fibres discrétes sur X.

- J

r—(Caractérisations 3.4] N

Soit X un espace topologique.

1) Un revétement de X est la donnée d’une application continue p : Y — X telle que
pour tout x € X il existe un voisinage ouvert U C X de z, un espace topologique
discret F' non-vide et un homéomorphisme ¢ : p~*(U) — U x F tels que py o @ = p
ol py : U x F — U est la projection usuelle.

2) Un revétement de X est la donnée d’'un homéomorphisme local p : Y — X tel que
pour tout x € X il existe un voisinage ouvert U C X de z, un espace topologique
F non-vide et un homéomorphisme ¢ : p~(U) = U x F tels que py o @ = p ol
pu : U x F — U est la projection usuelle.

On peut encore voir un revétement comme une « pile de feuilles » au-dessus du voisinage

d’un point :

3) Un revétement de X est la donnée d’une application continue p : Y — X telle que

pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert U C X de z tel que pil(U) = |_| Vi
iel

soit une union disjointe non-vide d’ouverts V; de Y tels que les pjy, : Vi = U soien‘ce des

homéomorphismes.

S J

Démonstration :

1=3:Soit p: Y — X un revétement de X au sens du premier point.

Soient z € X, U un voisinage ouvert trivialisant de z et ¢ : p~1(U) — U x F une
trivialisation de p sur U.

Pour tout i € F, posons V; = ¢~ 1(U x {i}). V; est un ouvert de p~!(U) comme image
réciproque d’un ouvert (F est muni de la topologie discréte) par une application
continue, et p~1(U) étant un ouvert, V; est un ouvert de Y.

Puis p'(U) = ¢ (U x F) = <|_|sz> = ]v
1EF i€F
Et enfin py o o =p = pjv, =pu o ¢, :W%UX{i}%U,

3=1:8So0it p: Y — X un revétement de X au sens du troisiéme point.
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Soient x € X, U un voisinage ouvert trivialisant de x et un recouvrement de pt (U) =

|_| Vi par des ouverts V; de Y deux a deux disjoints tels que p|y; : V; — U soient des

iel

homéomorphismes.

On munit I de la topologie discréte. Posons : ¢ : p~H(U) = |_| Vi=oUxXI, p(x)=
iel

(p(z),4) pour z € V;.

On vérifie aisément que ¢ est une trivialisation locale de p sur U.

1,3=2:Soit p: Y — X un revétement de X au sens du premier et troisiéme point
(qui sont équivalents).

Soient y € Y, U un voisinage trivialisant de x = p(y) et un recouvrement de p~*(U) =
|_| Vi par des ouverts V; de Y deux & deux disjoints tels que pjy, : V; — U soient des
il

homéomorphismes.

Donc p est un homéomorphisme local.

Et d’aprés le premier point, pour tout = € X il existe un voisinage ouvert U C X de
x, un espace topologique F non-vide et un homéomorphisme ¢ : p~1(U) =S UXF
tels que py o p = p.

2=1:8o0it p: Y — X un revétement de X au sens du deuxiéme point.

Soient U C X un ouvert trivialisant et ¢ : p~}(U) — U x F une trivialisation de p
sur U.

Soient y € p~1(U) et W un voisinage ouvert de y tel que pyw soit un homéomor-
phisme (p est un homéomorphisme local) et (x,z) = ¢(y) € U x F.

@(W) est un voisinage ouvert de (z, z) comme image d’un ouvert par un homéomor-
phisme. Donc il existe deux ouverts U, C U et V, C F tels que U, x V, C p(W).
Comme p o ¢~ ! = py, la projection py, : U, x V., — U, est un homémorphisme,
donc une bijection, ainsi V, = {z} et donc {z} est un ouvert de F.

Remarques :

e Les remarques de la définition d’un fibré s’adaptent & celle d’un revétement.

e Un homéomorphisme local est une application ouverte et continue. Ainsi toute section
s au-dessus d’une partie X’ de X est aussi ouverte, et est donc un homéomorphisme de
X' sur s(X’) (car bijective, continue, ouverte). De plus, si deux sections coincident en
un point, elles coincident sur un voisinage de ce point (localement l'inverse de p). De
méme si deux sections au-dessus d’une partie connexe coincident en un point, elles sont
égales.

e Soit F' un espace discret. Alors la projection px : X x F' — X est un revétement trivial
de X.

e Soient p:Y — X un revétement et A un sous-espace de X, alors pj,-1(a) pHA) = A
est un revétement de A : le revétement induit au-dessus de A.

e Soit U un ouvert trivialisant alors, p~*(x) = (prop) "} (z) = ¢ Lop,' (z) = o ({2} x
F)~{z}x F ~F # & (on a imposé¢ F non vide) donc p est surjectif et toutes les fibres
p~1(z), z € U, au-dessus de U sont homéomorphes.

Dans le cas ou X est connexe, la derniére remarque se généralise & toutes les fibres au-dessus
de X (méme si le revétement n’est pas trivial!).

~— Proposition 3.5 N

Soit p : Y — X un revétement. Si X est connexe alors toutes les fibres p~1(z), v € X
sont homéomorphes.

Si le cardinal des fibres est un entier fini m, on dit que Y est un revétement & m feuilles
de X.
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Démonstration :

Soit p € X, considérons W = {z € X, p~*(z) ~ p~!(z0)}. Soit x € W, alors il
existe un voisinage ouvert trivialisant U de x, et d’aprés la derniére remarque, toutes
les fibres au-dessus de U sont homéomorphes, donc U C W.

Soit x ¢ W, alors il existe un voisinage ouvert trivialisant U de z, et de la méme
fagon U € X \ W, donc X \ W est un ouvert, et donc W est un fermé.

W est un ouvert et un fermé de X connexe contenant xy, donc W = X.

|
{Déﬁnition—PropOSition 3.6: pullback] ~
L’interét du pullback . L .
en topologie algébrique S?lent p:Y — X un re*vétement et f: Z — X une application continue. ) '
est de construire & L’espace topologique f*Y = Z % Y ={(z,y) € Z xY, f(z) = p(y)} est appelé produit
partir d’un espace fibré, fibré de Y et de Z au-dessus de X.
un autre espace de Muni de la premiére projection, il forme un revétement de Z que 'on note f*p et que
mémes fibres, le fibré I’on nomme pullback de p.
induit, en remontant le La fibre de Z au-dessus d’un point z € Z s’identifie & la fibre de X au-dessus du point
long d’une application f(z): f*pil(z) = pil(f(z)).
entre les deux bases, f*Y py Yy
d’ou I’appellation.
f*pJ/ J{P
Z—X
- J
Démonstration :

Soient U un ouvert trivialisant et ¢ : p~*(U) — U x F une trivialisation de p sur
x, —1 1
v) — (U)X
U. Alors Fm (X
T D Gl
FHU) d’inverse (2, ) — (2,071 (f(2),\)).

est une trivialisation de f*p sur

Remarques :
e Le pullback d’un revétement trivial est trivial.
e La restriction est un cas particulier du pullback ot I’on considére ’application inclusion.
e En particulier la restriction du revétement trivial est triviale.

Définition 3.7 : morphisme de revétements}

Un morphisme de revétements est un morphisme au sens de fibrés (3.2).

Remarques : soit f :Y — Y’ un morphisme de revétements.
e Il est évident que f est un isomorphisme de revétements si et seulement si f est un
homéomorphisme.
e Tout revétement trivial est isomorphe au revétement X x F' — X ou F' est obtenu par
la trivialisation.

Ainsi, étant donné un espace topologique X, on définit la catégorie Rev(X) des revétements
de X.
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3.3 Exemple : un revétement du cercle

n D

— St

Montrons que p : . pit est un revétement du cercle.

Soient a € R, In = Jo— Z,a+ I et Uy = {e', t € I, }.
On sait que p restreint a un intervalle de longueur strictement inférieure & 27 est un homéo-
morphisme.

On ap '(U,) = |_| }a—%—FQﬂn,a—&-g—&-Qﬂ'n{.
nez

p N Uy) <~ Iy X <=5 Uy x 7

a7

e

Remarquons que ce revétement n’est pas trivial : dans le cas contraire il existerait un
homéomorphisme f tel que le diagramme suivant commute

R—>S1><Z

ce qui n’est pas possible car R est connexe ce qui n’est pas le cas de S' x Z.

3.4 Construction des revétements par recollement

Le théoréme de recollement des fibrés se généralise aux revétements :

~— Théoréme 3.8 N

Soit X = U;c1U; un espace topologique admettant un recouvrement par des ouverts U;.

Soit pour tout i € I, p; : Y; — U; un revétement de Uj.

Soit pour tout (¢,7) € 12, ©ij leU“ — Yi\Uu un isomorphisme de revétements sur U,;
i ,

On pose U;; = U; NU; . K .
et Uyji = Uy N U; N Uy, (i.e. Piju,, © Pij = pleU) tel que 'on ait :
On utilise les notations 1 _id
Pius; = Piptwyy) et IR

Yiju,, =p; ' (Uij)- 2. ¢ij o @ir = i sur Uy (ie. (pml’;l(UUk) Pik|pt(Uige) = Pik|p (U m‘k))
o Alors il existe un revétement p : Y — X et des isomorphismes de revétements
On déduit de 1 et 2 que 1 .
o= o] @i :p N (Ui) = Y; (ie. pio i =p).
AR De plus s'il existe un autre revétement p’ : Y/ — X ayant des isomorphismes de re-
vétements ¢} : p'~1(U;) — Y; alors il existe un unique isomorphisme de revétements
a:Y =Y tel que ¢ oa = g;.

S J

Esquisse de preuve / Construction du revétement par recollement :

Posons Y = Uicr Y.
Y — X
B U weYs — piyi)
Pour y; € Y; C Y et y; € Y; C Y on définit la relation d’équivalence y; ~ y; <
(yi,yj S ﬁ_l(Uij) et @ij(yj) = yi)- On définit ainsi Y = }7/ ~,

On considére 'application continue p :
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Siy; ~ y;, alors p(y;) = pi(yi) = pi(vi;(y;)) = p;(y;), donc p induit une application
. Y — X

continue p: __ .

i — pi(y) .

Considérons les applications continues ouvertes o; : Y; — Y — Y| alors pour tout

i €I poo; =p;ie. o; est un morphisme de revétements sur U;.

Soient y;,, yi, € Y; tels que 0i(y;,) = 04(yi,) alors yi, = ¢ii(yi,) = Yi,, donc oy est

injective.

Soit g € p~(U;), 3j € I,y € Y;. Alors y € pj_l(Uij) et en posant y; = ¢;;(y) nous

obtenons que 3 = 7; = 0;(y;). Ainsi o; : Y; — p~1(U;) est bijective et ouverte, c’est

donc un homéomorphisme i.e. un isomorphisme de revétements sur U;. En posant

Y =0, ! nous avons obtenu la construction du revétement par recollement, i.e. la

premiére partie du théoréme.

Relévement des applications

ﬁ(Déﬁnition 3.9 relévement] N

Soient p : Y — X un revétement, f: Z — X une application continue. R
Un relévement de f a Y est une application continue f: Z — Y telle que f =po f.

Si on se donne en plus des éléments 2o € Z, xo = f(20) € X et yo € pl(xg) €Y et la
condition que f(z9) = yo, on parle de relévement d’origine yo.

Ce qui peut se représenter par le diagramme commutatif suivant :

Y (Y, %0)

=
-
=
LSy
N
-
hS]

. J
On remarque qu’'une section de p est un relévement de 'identité idy : X — X.

Dans le cas ot Z est connexe, on va voir que deux relévements qui coincident en un point
sont égaux :

Proposition 3.10 : unicité du relévement]

Lorsque Z est connexe, si f admet un reléevement d’origine yq, alors il est unique.

Démonstration :

Soient f1 et fo deux relevements de f d’origine yo.
Posons W = {z € Z, f1(z) = fa(2)}.
Soient z € Z, U un voisinage ouvert trivialisant de f(z), h : p~1(U) — U x F une
trivialisation de p au-dessus de U et, pour tout n € F, V,, = h=}(U x {n}). Comme
f=pofi i(2) e (f2) Cp @) = || Vo

nekF

~ ~ ~ 1 ~

e Siz e W,soit n € F tel que f1(z) = fa(z) € V.. Alors f1 (V)N fa 1(Vn) est un
voisinage ouvert de z contenu dans W, donc W est un ouvert.
e Size Z\ W, soient n1,ng € F tels que fi1(z) € Vi, et fa(z) € Vi,,. Alors ny # no
et flil(Vm) N fgil(Vnz) est un voisinage ouvert de z contenu dans Z \ W, il s’agit
donc d’un ouvert, et W est donc un fermé.
Comme yg € W, par connexité de Z, W = Z.
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Nous allons maintenant nous intéresser a ’existence de relévements dans le cadre qui nous
intéresse : les relévements de chemins homotopes.
On va montrer qu’étant donnés un revétement p : ¥ — X et un chemin « dans X d’origine
z, alors pour tout y € p~!(z), il existe un unique relévement v, de v d’origine y. Et plus
généralement nous verrons que si I'on se donne deux chemins v et é homotopes, alors leurs
relevements v, et (52, d’origine y € p~1(v(0)) sont homotopes.
Pour cela nous allons avoir besoin de plusieurs lemmes.

~— Lemme 3.11 ~

Soient X un espace topologique connexe, Fi, F5 deux espaces discrets et h = X x F; —
X x F3 un morphisme de revétements triviaux.

XXFl h XXF2

N

Alors h = (idx,g) on g : Fi — F5.

S J

Démonstration :

Soit A € F, alors h(X x {A}) est un sous-espace connexe de X x Fy, donc il existe
un certain p € Fy tel que h(X x {A\}) € X x {u}.
On construit ainsi une application g : Fy — Fy vérifiant h = (idx, g).
]

En particulier si 'on a que X est connexe et que p : ¥ — X est un revétement trivial
de X, alors si 'on se donne ¢ : ¥ — X X Fj et 2 : Y — X x Fy deux trivialisations de
X, en appliquant le lemme précédent a h = ¢y o @fl, il vient h = (idx,g). L’application
h étant un homéomorphisme, on en déduit que g est bijective. Puis comme @y = h o ¢,
e2(y) = (p(y), g o PRy © P1(y))-

Lemme 3.12 : nombre de Lebesgue d’un recouvrement}

Soit (X, d) un espace métrique compact et soit (U;),es un recouvrement de X par des
ouverts. Il existe alors un réel A > 0 tel que Vz € X, Jjo € J, Bz, A) C Uj,.
(Tout sous-espace de X de diamétre inférieur & A est contenu dans I'un des ouverts Uj.)

Démonstration :

Supposons par ’absurde que le résultat soit faux. Alors pour tout n € N, il existe
z, € X tel que B (zn, %) ne soit contenue dans aucun ouvert U;. X étant compact,
on peut extraire une sous-suite (zg,(")) convergente vers un x € X. Soit jg tel que
x € Uj,, alors Uj, est un voisinage ouvert de x. Par convergence de la suite, pour
tout € > 0, ) € B(xz,¢) a partir d’un certain rang. Comme Uj, est un ouvert, on
peut choisir e suffisamment petit pour que B(x,¢) C Uj,. Ainsi pour n assez grand
on obtient : B (zy,+) C B(z,e) C Uj,.

D’otut une contradiction.

Lemme 3.13

Tout revétement du segment I = [0, 1] est trivial.
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Démonstration :

D’aprés le lemme 3.12 il existe un entier n > 0 tel que les segments S; = [£, “1]
soient inclus dans des ouverts trivialisants, et soient donc eux-mémes trivialisants
(i € [0,n — 1]). Pour tout i, soit ¢; : p~1(S;) — S; x F; une trivialisation de S;.

Un singleton étant connexe, d’apreés le lemme 3.11 il existe une bijection g : Fy; — Fj
telle que Vy € p~' (1), wo(y) = (p(y), g 0 pr, © 1(y)) ot pry : S1 X Fy — Fy est le
projecteur canonique.

iyesS
Posons : 91 (y) = woly) sy 0 )
(p(y); gopr o p1(y)) siy € S
Alors 1 est une trivialisation de p au-dessus de Sy U S, et de proche en proche, on
obtient une trivialisation de p au-dessus de I.

Lemme 3.14

Tout revétement du carré I x I est trivial.

Démonstration :

De méme, il existe un entier n > 0 tel que les carrés S;; = [%, %] X [%, %}
soient inclus dans des ouverts trivialisants, et soient donc eux-mémes trivialisants
(i,5 € [0,n — 1]). Pour tout 4, j, soit ¢; ; : p~*(S; ;) = Si; x Fi; une trivialisation
de Sivj‘

Comme Sy N S1,0 est connexe, d’aprés le lemme 3.11, il existe une bijection g :
Fi0 — Fo telle que Vy € p~1(S0,0 N S1,0), v0,0(y) = (p(y), 90 Pr, 4 © 01,0(Y))-

On peut donc construire comme précédemment, une trivialisation de p au-dessus de
So,0 U S1,0, puis de proche en proche au-dessus de I2.

Théoréme 3.15 : relévement des chemins]

Soit p : Y — X un revétement. Pour tout chemin v dans X d’origine x, pour tout y
dans p~!(z), il existe un unique relévement , de v d’origine y.

Démonstration :

Soit v : I =[0,1] = X, un chemin dans X d’origine = = v(0) et soit y € p~1(x). On
a vu en 3.6 que v*p était un revétement de I, il est donc trivial. Il existe donc un
espace discret F' et un homéomorphisme ¢ : v*Y — I x F tel que py o p = v*p. On
obtient donc le diagramme suivant :

Py

Ix F<—~Y

Y
R J{v*p lp
1 X

—_——
v

I — IXxF

— (i)
pour f € F fix¢). Alors 7, = py o ¢~ ! o s est un relévement de v et 7,(0) = y.
L’unicité découle de la connexité de I (3.10).

Soit (0, f) = ¢(0,y), considérons l’application s : (Uinverse de p;

1

Corollaire 3.16 : relévement des chemins constants]

Soit p : Y — X un revétement. Pour tout chemin constant v(t) = x dans X, pour tout
y dans p~!(z), le chemin constant v, () = y est 'unique relévement de v d’origine y.
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Théoréme 3.17 : relévement des hornotopies]

Soient p : Y — X un revétement, v et § deux chemins homotopes. Si 7, et 5~y sont deux
relévements de v et ¢ respectivement ayant méme origine y, alors v, et §, ont mémes
extrémités et sont homotopes.

Nous allons réaliser une démonstration similaire & la précédente.
Démonstration :

Soient v,d : I = [0,1] — X deux chemins homotopes dans X. Soit h : [ x [ — X
une homotopie entre « et ¢ telle que : h(t,0) = v(t), h(t, 1) = §(¢t), h(0,s) = v(0) =
0(0) =z et h(l,s) =~(1) =4(1).
Soit y € p~1(x). On a vu que h*p était un revétement de I x I, il est donc trivial. Il
existe donc un espace discret F' et un homéomorphisme ¢ : h*Y — I x I x F tel que
prz o 9 = h*p. On obtient donc le diagramme suivant :

IxIxF<—py- 2~

Y
. ih*p ip
X

IXIT>

. o , L o IxI — IxXIxXF
Soit (0,0, f) = ¢(0,0,y), considérons I'application s : (t,s) — (45, f)

Alors hy = py o ¢~ 05 est un relévement de h et hy(0,0) =y

La connexité de I? entraine I'unicité de h~y.

Puis h~y(, 0) est un re}évement de 7 d’origine y, par unicité on obtient : h~y(, 0) = 7.
De méme hy(-,1) = d,,.

On a en de plus que iiy(O, -) = y et comme un chemin constant se reléve en un chemin
constant, hy(1,-) est un chemin constant.

vy et (fy sont donc homotopes de mémes extrémités.

Soient f : X — Y une application continue et x € X, on note alors f :

r—[Théoréme 3.18 : théoréme du relévement] N

Soient p : Y — X un revétement, Z un espace connexe et localement connexe par arcs
et f:Z — X une application continue.
Soient zg € Z, xo = f(20) et yo € p~(z0).

Il existe un relévement f : Z — Y de f d’origine yo si et seulement si fi(m1(Z, 20)) C

p«(m1(Y,%0))-
Dans ce cas f est unique.

S J

Démonstration

Si un tel relévement existe, alors f =po f , d’ott le résultat.

Réciproquement, supposons que f,(m1(Z, z0)) C p«(m1(Y, y0))-

Soit z € Z, soit v : zp ~ z un chemin de Z (comme Z est connexe et localement
connexe par arcs, Z est connexe par arcs). Alors f oy : 2y~ f(2z) est un chemin de

X. Notons (f o 'Y)q,o le relévement de f o~ d’origine yg et posons f(z) =(fo fy)yo(l).
Mountrons que f(z) ne dépend pas du choix de 7 : soit § : z9p — z un autre chemin

—~

de Z, et notons (f ocS)y0 son relévement d’origine yo. Alors [f o v L(f 0 §)iny] =
[f o (vLdinv)] € fi(m1(Z, 20)) C pul(mi(Y, y0))-

Il existe donc un lacet A : yo ~» yo de Y tel que [po A] = [f o yL(f © §)inv]-

Par relévement des homotopies et unicité du relévement d’un chemin pour une ori-

—~

gine donnée, on en déduit que (f O'y)y0 et (fo 5)y0 sont homotopes et ont méme

extrémités. Donc f (z) ne dépend du choix de .



Groupe fondamental et revétements - Jean-Baptiste Campesato et Agnés Marchand - Page 12/26

Il reste a vérifier que f ainsi définie est continue : soit U un voisinage ouvert de
f(2) tel que p(U) soit ouvert et que pjy soit un homémorphisme sur son image.
Soit V' C f~1(p(U)) un voisinage ouvert connexe par arcs de z. Pour tout w dans
V,sip:z~ w est un chemin de V, alors f (w) est Uextrémité du relévement de
fo(alp) = foalfop dorigine yy et appartient donc a U. Il s’ensuit que f est
continue.

L’unicité découle de la connexité de Z (3.10).

~— Corollaire 3.19 N

Soient p : Y — X un revétement, Z un espace simplement connexe et localement connexe
par arcs et f: Z — X une application continue.
Soient zg € Z, xo = f(20) et yo € p~L(z0).

Il existe alors un unique relévement f: Z — Y de f d’origine yq.

- J

Démonstration :

Rappelons d’abord que la simple connexité entraine la connexité.

Soit [0] = [f o] € fu(m1(Z,20)) ou [y] € m1(Z, z0). Z étant simplement connexe,
h/] = [620]7 donc [5] = [f Oczo} = [CIU] = [pocyo} € p*(ﬂ-l(Yv yO))~

Donc f.(m1(Z,20)) C p«(m1(Y,90))-

~— Corollaire 3.20 ~N

Deux revétements p: Y — X et ¢: Z — X tels que Y et Z soient simplement connexes
et localement connexes par arcs sont isomorphes.

Si de plus on se donne y € Y et z € Z tels que p(y) = ¢q(z), alors il existe un unique
isomorphisme de revétements f : Y — Z envoyant y sur z.

- J

Démonstration :

D’apreés le corollaire précédent, il existe un unique relévement p de p tel que p(y) = z
et un unique relévement ¢ de ¢ tel que ¢(z) = y. Alors p o ¢ est un automorphisme
de revétement de Z fixant z, par connexité de Z on a po ¢ = Idz (3.10). De méme
qop = Idy. Donc p est un isomorphisme de revétements.

L’unicité découle aussi du théoréme 3.10.

Revétements et groupe fondamental

Foncteur de monodromie

Pour tout couple (zg,z1) € X? et pour toute classe de chemins [y] € 71 (X, g, 1), posons
p~H(wo) — pTH(m)

(1) y —  T,(1)

Lemme 4.1

e 11p([6] o [v]) = pp([vL0]) = pp([6]) o pp([7])-
o up(lez]) = idp-1(g)-
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Démonstration du lemme :

Posons i : t — %t,j:tb—> %—i—%t de sorte que (yLld)oj = d et (yLd)oi = 7.

—_—~—

Soit yo € p~*(z0) ot zg = (0). Par définition, (yLd),, o7 est un relévement de v
d’origine yo, par unicité : 7y, (1) = (yL8)y, (3). Soit y1 = vy, (1) = wp([¥])(v0), il

est immeédiat que (yLd)y, o j est un relévement de 6 d’origine y;, donc par unicité :

—_~—

53;1(1) - (7l5)y0(1)' o R
On a donc 1, ([6] o [v])(y0) = pp([7L0])(yo) = (¥L6)yo (1) = 0y, (1) = pp([0])(31) =
1 ([01) (0 (V] (0)) = (1p([8]) © 1 ([¥])) (w0)-

Dans le cas ou zg = z1, il découle de ce lemme que p,, : m (X, 29) — Aut(p~'(z0)) est un
morphisme de groupes. p, définit donc une action de groupe sur la fibre p~(x0).

(—[Déﬁnition 4.2 : le foncteur p, de monodromie} N

Soit p: Y — X un revétement. On définit le foncteur
IL(X) — E&ns
mid e — oyl
[v] — up([])

- J

La vérification est immédiate au vu des résultats de la partie précédente et du lemme 4.1.

En se souvenant qu'un groupe G n’est rien d’autre qu’une catégorie G ayant un seul ob-
jet {*} dont les endomorphismes sont donnés par les éléments de GG, on remarque qu’une
représentation G — Aut(S) (au sens d’action de groupe) est la méme chose qu’un foncteur
f:G — Ens tel que f(x) = S et qu’un morphisme de représentations n’est rien d’autre qu'un
morphisme de foncteurs, d’oul la définition plus générale ci-dessous :

— Définitions 4.3 ~N

Soient G un groupoide et C une catégorie. Une représentation de G dans C est un foncteur
g —C.

Un morphisme de représentations est un morphisme de foncteurs.

On note Rep(G,C) la catégorie des représentations de G dans C.

Une représentation triviale est une représentation qui envoie tout automorphisme de G
vers un morphisme identité de C.

Proposition 4.4

Si p est un revétement trivial alors sa représentation de monodromie i, est triviale.

Démonstration

Soit p: X x F — X un revétement trivial.
Soient x € X et v : x ~» x un lacet de X.
. _ . 0,1] — XxF .
Soity = (z, f) € p~1(x), 4y : 0, est un relévement de y d’origine
y=(z,f) €p (), Yy ¢ — (v(1), f) Y g

y. Donc 1, ([Y))(y) = % (1) = (v(1), f) = v. .

Lorsque X est connexe et localement connexe par arcs, nous verrons plus loin (4.10) que
la réciproque est vraie.

Considérons désormais p; : Y1 — X, p : Yo — X deux revétements ainsi que f : Y] — Y5
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un morphisme de revétements.
Alors f induit, pour tout z € X, des applications f, = f|p71(x) cpr () = py ()
1

En effet py o f = py, donc si y € py ' (2), p2(f(y)) =« alors f(y) € p; ' (z).

~— Lemme 4.5 ~

Soient p; : Y7 — X, p2 1 Y5 — X deux revétements, f : Y7 — Y5 un morphisme de
revétements et v : g ~» 1 un chemin de X.

Nous avons fip, ([7]) © fzo = fa, © pp: ([7])-
Ce qui peut se représenter par le diagramme suivant :

_ fa _
pr H(wo) —= py *(20)

upl([’y])i \LMPQ([’Y])

- J

Démonstration :

Soit y € py (o). Soient 7, I'unique relévement de y & ¥; d’origine y et 7, 'unique
relévement de v a Yo d’origine f(y).

Alors pao fov, = p1 o7, =~ (car f morphisme de revétements) et f o+, (0) = f(y).
Par unicitédu relévement d’origine f(y) il vient : % = fov,.

Ainsi pip, (V) (fo0 (1) = V1) (1) = F (5 (1)) = fa (1p, (WD ())- .

Ainsi f : Y7 — Y5 définit un morphisme de représentations p(f) : pp, — pip,- Nous avons
clairement (go f), = (go f)|p;1(m) = lp; (@) © f|p;1(x) = gz © fz et (idy ), = idp-1(y).
Nous avons ainsi défini le :

Définition 4.6 : foncteur de monodromie}

i Rev(X) = Rep(Ily(X), Ens)

Qui & un revétement p : Y — X de X associe la représentation u(p) = p, et qui & un mor-
phisme de revétements f : Y7 — Y5 associe le morphisme de représentations pi(f) : pp, — fip,
défini par la collection d’applications f, : py*(z) — py *(z).

Proposition 4.7

Le foncteur de monodromie p est fidéle.

Démonstration :

Si f,g:Y1 — Y, sont deux morphismes de revétements vérifiant u(f) = u(g), alors,
pour tout z € X, f|p1_1(w) = Ilpi (o) -

Comme Y] = |_| pit(z),ona f=g.
reX

Proposition 4.8

Si X est localement connexe par arcs alors le foncteur de monodromie 1 est plein.

Démonstration :

I Soit @ : p,, — fp, un morphisme de représentations.
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Un foncteur p est dit
conservateur si pour
tout morphisme f, on
a : u(f) isomorphisme
= f isomorphisme (la
réciproque est toujours

vraie).

1l induit, pour tout z € X, des applications ®,, : p; ' (z) — pgl(x). Comme Y7 (resp.
Y) s’écrit comme partition des ensembles p; ' (z) (resp. p, '(x)), ces applications
induisent une application ¢ : Y7 — Y5 vérifiant Clori) = ®,.. En particulier poop =
p1.

Montrons que ¢ est continue, s’agissant une propriété locale, on peut supposer sans
perte de généralité que X est connexe par arcs et que Y et Y5 sont des revétements
triviaux ¥; = X X Fj, alors ¢ : X x F} — X x F5 est de la forme p(z, \) = (z, P, (N)).
Nous allons montrer que ®,.(A) ne dépend pas de = : soit 2’ € X et v : 2 ~ 2’ un
chemin de X. Alors @,/ 0, ([7]) = pp, ([7]) 0 Py, mais p1 et py étant des revétements
triviaux on a fip, ([7]) = id. Donc ¢ = (id, ®,) et est donc continue.

Alnsi ¢ est continue et & = u(p).
|

Il découle des deux derniéres propriétés qu’étant donnés p et p’ deux revétements de X loca-
lement connexe par arcs, alors Homg.,(x)(p,p’) est en bijection avec Homp ey, (x),ns) (Kp» Hp)-

Proposition 4.9

Si X est localement connexe alors le foncteur de monodromie p est conservateur.

Démonstration :

Soit f : Y7 — Y5 un morphisme de revétements tel que p(f) soit un isomorphisme.
Alors flpl—l(x) :pr () = pyt(x) est une bijection.

Comme Y; (resp. Ya) s’écrit comme partition des ensembles p;*(z) (vesp. py '(x)),
f est bijective.

Montrons que f~! est continue : s’agissant d’une propriété locale, on peut supposer
sans perte de généralité que X est connexe et que Y7, Y5 sont des revétements triviaux
Y, = X x F;, alors f: X x F} — X X Fy est de la forme f = (idx, g) avec g : F1 — F
bijective, donc f=1 = (idx,g~!) et est donc continue (Fy et Fy sont discrets). Ainsi
f est un homéomorphisme.

On déduit de cette propriété qu’étant donnés p et p’ deux revétements de X localement
connexe par arcs, alors [sompg.,(x)(p, p’) est en bijection avec Isompgep 11, (x),ens) (Hps Hp)- En
particulier p et p’ sont isomorphes si et seulement s’il existe un ismorphisme de représentations
entre /1, et ju,.

Corollaire 4.10

Soit p: Y — X un revétement de base X connexe et localement connexe par arcs.
Alors p est un revétement trivial si et seulement si sa représentation de monodromie u,
est triviale.

Démonstration :

= : déja démontrée en 4.4.

< :soit zg € X, comme X est connexe, toutes les fibres de p sont isomorphes a
F =p~!(z0).

X est connexe par arcs car connexe et localement connexe par arcs. Ainsi 71 (X, zg) —
IT; (X) est une équivalence de catégories.

La représentation p, revient donc a faire agir le groupe m1 (X, z¢) sur Pensemble F.
Par hypothése cette action est triviale.

La premiére projection ¢ : X x F' — X est un revétement trivial de X, ;14 est donc
une représentation triviale d’aprés le premier sens. Ainsi p4 revient aussi & faire agir
trivialement le groupe m (X, zo) sur ’ensemble F.

Considérons f : X x F — Y la seconde projection. Soient [y] € m (X, o) et f € F,
alors [v] - f(s) = f(s) = f([y] - s). Donc f est une bijection 7; —équivariante, et p(f)
est ainsi un isomorphisme de représentations. D’aprés 4.9 f est un isomorphisme de
revétements.
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Corollaire 4.11

Si X est simplement connexe et localement connexe par arcs alors tout revétement de
X est trivial.

Démonstration :

Soit p: Y — X un revétement de X.

X est connexe (car simplement connexe) et localement connexe par arcs, donc X est
connexe par arcs. Ainsi 71 (X, z¢) — II1(X) est une équivalence de catégories.

On peut donc considérer que IT; (X') admet un seul objet () et que Homyy, (x)(*,*) =
m1 (X, zg). Mais comme X est simplement connexe, 71 (X, xo) est réduit & son neutre
[€x,]- Donc IT; (X)) admet un seul objet et un seul morphisme. Le seul automorphisme
de TI;(X) est donc [cy,] et pup([ca,]) = Idp-1(z,), ainsi u, est une représentation
triviale.

D’apres 4.10, p est un revétement trivial.

Revétement universel

Nous allons voir qu’un espace topologique « suffisamment gentil » admet un revétement
connexe plus grand que les autres (au sens ou les autres en sont des quotients) : il s’agit de
celui qui est simplement connexe. L’étude de ces revétements va nous permettre, selon certaines
hypothéses sur X, de mettre en avant la surjectivité essentielle du foncteur de monodromie et
donc de montrer qu’il s’agit d’une équivalence de catégories.
ﬁ[Déﬁnition 4.12 : revétement pointé universel] N

Soit (X, ) un espace pointé, i.e. un espace topologique X muni d'un point base xy € X,
que nous supposerons connexe et localement connexe par arcs. On appelle revétement
pointé de (X, xo) un revétement p : Y — X muni d’un point yo vérifiant p(yo) = xo.

On appelle revétement pointé universel de (X,zp) tout revétement pointé
p : (Y,y0) — (X,x0) d’espace total Y connexe vérifiant la propriété universelle
suivante :

Vq: Z — X revétement d’espace total Z connexe, Vz € ¢~ (x¢), 3f : Y — Z morphisme

tel que f(yo) = =.

- J

Remarques :
e Par le théoréme 3.10, le morphisme f est unique.
e En adaptant la preuve 3.20, on montre que deux revétements pointés universels de X
sont isomorphes et que cet isomorphisme est unique.
e On dira que p : Y — X est un revétement universel s’il existe ro € X et yo € p~1(z0)
tels que p : (Y,y0) — (X, z0) soit un revétement pointé universel. Deux revétements
universels de X sont isomorphes, mais plus de maniére unique.

Un des interéts d’avoir un revétement universel p est de pouvoir réaliser une identification
m1 (X, z) = Aut(p).
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Proposition 4. 13]

Soit X un espace topologique connexe et localement connexe par arcs, soit Y un espace
topologique simplement connexe.
Alors tout revétement p: Y — X est universel.

Démonstration :

L’application p est un homéomorphisme local, X étant localement connexe par arcs,
il en est de méme pour Y.

Ainsi Y est simplement connexe (donc connexe) et localement connexe par arcs,
d’aprés le corollaire 3.19 p : Y — X vérifie donc la propriété universelle.

{Déﬁnition 4.14 : représentation universelle} N

Soient X un espace topologique et xg € X. On définit la représentation universelle piyniy
(qui dépend du choix de () par :

I (X) — E&ns

u ) T — m(X,zo, )
univ -
m (X, zo, 1) — m(X,z0,22)
oUY:Ty ~ T
bl W = Il ViE s 7
N\ J
Démonstration :

/jfuniv([(s] © [’7])([P]) = Muniv(hd-(s])([p]) = [pJ-’YJ-é‘] = /‘univ([(ﬂ) © /Luniv(h/])([p}) ou
YTy~ To, 0 To ~s X3 et pxg ~ 1. Donc pyniy est bien une représentation.

Soit [y] € m1(X, 20), alors [y] induit un automorphisme Fj,) de fiuniv défini par

m (X, zo,2) — (X, 20,7)

Eles 00 s )

Proposition 4.15]

T (X, .130) — AU.t(,Uuniv)

Soit xp € X,
0 [ — Fiy

est un isomorphisme de groupes.

Démonstration :

Comme (Fjy))z, ([c2o]) = [7], nous avons F, = F5 < [y] = [0].
Réciproquement, soit F' un automorphisme de fiyniy. Posons [y] = Fy,([cs,]). Soit
[p] € m1(X, zg, ), alors nous obtenons le diagramme commutatif suivant :

Fy
T (X, 20) ——— m1 (X, x0)
UuniV([p])i l/"uniV([p])
ﬂ-l(Xv Zo, l’) ? ﬂ-l(Xa Zo, x)

Donc Fy(piuniv ([p]) ([c20])) = puniv([p]) (Fio ([cao])) et par conséquent F([p]) = [7][p],
on en déduit que F = Fl,.

On vérifie facilement que Fi, 5 = Fis o F},), et donc que I'on a un isomorphisme de
groupes 1 (X, 76) — Aut(fruniv).
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2. Voir l’identification
réalisée ci-dessus.

3. On retrouve en
particulier le résultat
de la remarque sur la

propriété universelle.

Afin de montrer que le foncteur de monodromie est essentiellement surjectif, et qu’il s’agit
donc d’une équivalence de catégories, on va montrer qu’étant donné un revétement p : ¥ — X,
nous avons pour tout yo € p~'(X) un morphisme de représentations fiuniv — pp. Lorsque YV
est simplement connexe, nous verrons de plus qu’il s’agit d’un isomorphisme.

Lemme 4.16

Soit p: Y — X un revétement, alors Iy (p) est fidéle.

Démonstration :

Soient v, d : yo ~ y1 deux chemins de Y tels que I1; (p)([7]) = 1 (p)([d)), i-e. [poy] =
[p o d]. Donc po+y et pod sont homotopes.
Mais 7 est I'unique relévement de p o~y d’origine v(0) = yg et de méme ¢ est 'unique
relévement de p o § d’origine §(0) = yo.
Ainsi v et ¢ sont homotopes, i.e. [y] = [4].
[ ]

En particulier p induit un isomorphisme de 71 (Y, yo) vers un sous-groupe H de (X, xo) :

Wl(}/,yo) — HCWl(X,.To)
M — [pon]

Ceci nous permet d’identifier H & m1(Y,yp) : on dira qu'un élément [y] € 71 (X, zq) vérifie
[v] € m1(Y, yo) si et seulement si son unique relévement 7y, est un lacet en yq.

ﬁ[Propositions 4. 17] N

Soient p : Y — X un revétement et xo € X. Alors pour tout yo € p~!(x¢) on définit une
m(X,z0,2) —  p ()

[v] — (VDo)
On a les propriétés suivantes :

application « :

1. Etant donné un chemin ~ : x ~ 2/, le diagramme suivant commute :

m(X, 0, 7) ——> p~ ()
NuniV([V])i \LMP([’Y])

m (X, o, 2) ﬁpil(x’)

!

Ainsi la famille (ag)zex définit un morphisme de représentations o : fruniv — fp-

2. az([7]) = a.([0]) si et seulement si [][§]~* € 71(Y,yo), en particulier 71(Y,yo) est
le sous-groupe d’isotropie de yq suivant I'action de 1 (X, zg) sur p~!(xg).

3. Si Y est simplement connexe alors « est un isomorphisme de représentations. En
particulier, deux revétements simplement connexes sont isomorphes.

4. En particulier, lorsque Y est simplement connexe,
m (X, ) — Aut(pp)
[v] — aoF joa!
est définie en 4.15).

5. Supposons encore que Y soit simplement connexe. En particulier Y est connexe
par arcs et pour tout y € Y, il existe un chemin 6% : y ~» yo unique a homotopie
prés. Posons §Y = po 8y, : p(y) ~ xo.

Alors pour tout [7] € 1 (X, 2¢), a0 Fl,joa™! = fi,) ou

est un isomorphisme de groupes (ou [y

Y — Y
Unde s (@017 ))
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Démonstration :

L (pp([7]) 0 ax)([0]) = pp([V]) © pp([6]) (w0) = pp([7] © [6])(y0) = pp([0][V])(v0) =
az ([0][7]) = aw (Huniv (V) ([0])) = (azr © pruniv ([71)) ([0])-

2. D’aprés lidentification effectude, on a [y][6]7! € m1(Y,y0) si et seulement si

(7J_51m,)y0 est un lacet en yo, et par conséquent :

BB em(Vimo) < (8]~ 0 mp(W)) (o) = (18] ™) (90) = (v-Loim ) (1) = o
& an(]) = mo(7)0) = mp([0]) = ax([5]) en composaag]? gauche
par .

3. Soit x € X, alors :

Y étant simplement connexe, on en déduit que m1 (Y, yo) est trivial, i.e. réduit a un
élément, d’ott 'injectivité de ay.

Y est aussi en particulier connexe par arcs et donc étant donné y; € p~*(z) il existe
un chemin 7 : yo ~ y1 et alors p,([p o v])(yo) = y1 vu que v est 'unique relévement
de p o~y d’origine yg, d’ol la surjectivité de .

Toutes les applications a, étant des isomorphismes, o est un isomorphisme.

4. Immédiat.

5. Soit y € p~1(z). D’aprés le point 3, il existe p : zg ~ z tel que y = p,([p])(vo) et
pHz) — m(X,z0,2) — m(X,20,2) — p~i(z)

y = (] > el = (e (yo)
Puis yo = pp([pl 1)), done (a o Fyy o aLu(y) = mp(llo]) (o) () =
1 ([] [Y][PD (9)-

On conclut en remarquant que 6%
et 6¥

(o Flyjoat),

y.iny €st I'unique relévement de p d’origine yo : py,

V.iny ONt mémes extrémités dans Y simplement connexe. Donc [p] = (6]t

Nous allons désormais construire un revétement simplement connexe.
Mais avant cela supposons que p: X — X soit un revétement simplement connexe de lespace
X supposé connexe et localement connexe par arcs. Soient U un ouvert trivialisant connexe
par arcs et ¢ : p~H(U) — U x F une trivialisation de U. Etant donné ~ un lacet de U d’ori-
gine z, alors tout f € F définit un relévement 7y,-1(, ) qui est forcément un lacet de X par
connexité de U. Par simple connexité de X, ce relévement est homotope au chemin constant en
@~ (x, f). Par conséquent v = po7 est homotope (sur X et non sur U) au chemin constant en
z. On a ainsi vu que tout lacet de U d’origine x était homotope sur X au chemin constant en x.

~— Définition 4.18 ~

Soit X un espace connexe et localement connexe par arcs. Un ouvert U de X est dit
semi-1-connezxe s’il est connexe par arcs et si tout lacet de U d’origine x est homotope
sur X au chemin constant en x.

L’espace X est dit localement semi-1-connezxe s’il admet un recouvrement par des ouverts
semi-1-connexes.

- J

~— Lemme 4.19 N

Soit X un espace localement semi-1-connexe.

Soient z,y € X et U, (resp. U,) un voisinage ouvert semi-1-connexe de x (resp. y) et
w € Upy = U, NU,,.

Alors il existe un voisinage ouvert V' de w tel que pour tout v € V, si I'on se donne
0y 1 x ~> w, 67 1 &~ v deux chemins de U, et 4,/ : y ~ w, 6, : y ~> v deux chemins de
U, alors [éwLéw | = [65L0y 1] dans 71 (X, y, x).

x,inv. Z, inv

N\ J
Démonstration :

Comme X est localement connexe par arcs, il existe V' un voisinage ouvert connexe
par arcs de w vérifiant w € V' C Uyy,.
Montrons que V' convient :
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Soient v € V et § : w ~» v un chemin de V' C U,. Comme % 15157 ;. est un lacet

x,inv

de U, d’origine z, il est homotope sur X au chemin constant en x, on en déduit que
[62][6] = [0;]. De méme on a [6,][5] = [, ].
Ainsi [0 Loy, ] = [0y1[05] 71 = [6y1[0][0] H[o3] =" = [63][05] 1 = [0y LOE ]
Uy
Us

<\l =

Théoréme 4.20

Tout espace localement semi-1-connexe admet un revétement simplement connexe.

On a déja vu que s’il existe un revétement simplement connexe p : X — X alors X admet un
recouvrement par des ouverts trivialisants semi-1-connexes et que son foncteur de monodromie
est isomorphe & la représentation universelle piniy- Ces deux faits vont nous guider dans la
construction : nous allons construire des revétements triviaux au-dessus des ouverts semi-1-
connexes du recouvrement de X et en déduire un revétement de X & l'aide du théoréme de
recollement.

Démonstration :

Soit X un espace localement semi-1-connexe.
Soit x € X et U, un voisinage ouvert semi-1-connexe de x. Pour un zy € X fixé
posons p; : U, X (X, g, x) — U, le revétement trivial.
Pour z € U, il existe un chemin de U, §¥ : & ~» w (qui est d’ailleurs unique a
homotopie prés sur X). Puis pour tout w € U,y = U, NU, on pose &5, = 6,/ L&y, -
Soit oy Uy x m(X,20,y) — Upy x (X, 20, )

W (w, ) — (w, ][6%)
On vérifie aistment que la définition de ¢,y ne dépend pas du choix de &y, d’apres
la remarque ci-dessus.
On vérifie de méme que ¢, est une bijection d’inverse ¢, et que I'on a p, 0w,y = py.
Soit w € Uy, alors d’aprés le lemme 4.19 il existe un voisinage ouvert V' de w tel que
pour tout v € V, ¢ay (v, [7]) = (v, [1][63,]), ainsi @oyy, = idv x ([y] = [Y][d5,]) qui
est un homéomorphisme.
Donc ¢, est un homéomorphisme local, et donc un homéomorphisme car bijectif.
Tout lacet de U, d’origine x étant homotope sur X au chemin constant en z, il est
évident que @, = id.
Soit w € Upy. = Uy N U, NU., alors [62,][0%,] = [02][6w][6][6w] 1 = [6%,], donc :

Py © Pyz (w, ['YD = (w, [’7] [5;112][6:)3;]) = (w, h] [5;1)2]) = gz (w, [A/])

On peut donc appliquer le théoréme de recollement : il existe un revétement

p: X — X et des isomorphismes de revétements @, : p~1(U,) — U, x m1 (X, xq, )
(i.e. py o @, = P).

Montrons désormais que X est simplement connexe, pour cela nous allons avoir
besoin du lemme suivant :
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Lemme 4.21

Soient 7 : & ~» ' un chemin de X et [p] € m (X, 2o, x).
Soit 4 I'unique relévement de v tel que o, 'y(O)) (z, [p])-
(st

Alors @) (3(t)) = (v(1), [pl[Y']) ot v'(s) = 7(st).

Nous allons montrer que J = {t € [0, 1], 'assertion est vraie pour tout ¢’ < ¢} est
un ouvert fermé non-vide de [0, 1], et donc est égal a [0, 1] par connexiteé.

Le résultat est vrai pour ¢t = 0, donc J # .

Soient tg € J et Jy un intervalle ouvert contenant ty tel que v(Jy) C Uyto)- Uqito)
étant trivialisant, le chemin 7 doit prendre ses valeurs dans une méme feuille, donc
pour tout ¢ € Jy on a ®. ) (5(t)) = ((t), [p][y"]). On a aussi :

0 (F(1)) = Pr(t19t0) Pac0) (F(B)) = (V). L)1 1182). (o) = (1(2). Lol v 18202)))

Comme tout chemin ~(tg) ~» (t) de Uy, est homotope a 57" on peut le rem-

’v(t )’
placer par v/ défini par v/ (s) = 7(to + s(t — to)). Il suffit ensuite de remarquer que

to vao ~ ~* pour voir que I'assertion est vraie pour tout t € Jy. Ainsi J est ouvert.

Soit tg € [0,1] \ J, alors il existe s < ¢y tel que I’assertion soit fausse.

Si s < tg alors |s, 1] est évidemment un voisinage ouvert de to dans [0,1] \ J et donc
J est fermé.

Si s =10 : o4y (F(t0)) # (v(t0), [p][Y*])-

Soit Jy un intervalle ouvert contenant ¢y tel que v(Jy) C Us(to)- Soit t € Jy tel que
t < to. Supposons que ®.,)(Y(t)) = (v(t), [p][7']) alors :

.10 (F(1)) = Prta)(y (YD), [I1]) = (V(2), IV TI020), ) = (v(0), [l W25 D)

Comme dans le cas précédent, on peut remplacer (57(

de U, 4,), prenons Yo (s) = y(t + s(to — t)).

On & alors 4% Ly ~ %0 et done @, ) (3(1)) = (+(2), [P ")).
Us(to) étant un ouvert trivialisant, nous savons que ®.¢,)(7(t)) est sur la méme
feuille que ®.(+,)(7(to)) ce qui est absurde. Donc ]¢,1] est un voisinage ouvert de o

ou 'assertion n’est pas vérifiée. Donc J est fermé. Le lemme est donc démontré. ¢

(1) PAT U chemin () ~ y(to)

Montrons désormais que X est connexe par arcs. Soient y; € p~(z1) et yo € p~1(x2)
alors il existe un chemin v : zy ~ 1 tel que ®,,(y1) = (z1,[7]) et un chemin
0 xg ~ xo tel que Py, (y2) = (22, [d]).

Soit p = inyLd et p son uniquement relévement tel que @, (5(0)) = (z1, [y]). Alors
@, (p(1)) = (2, Y][Y]7'[0]) = (2,[0]). Donc j est un chemin de X d’origine y; et
d’arrivée ys.

Il reste & montrer que X est simplement connexe. X étant connexe par arcs, il suffit
de montrer que tout lacet 4 d’origine yg = (I>gul(x0, Cz,) est homotope au chemin ¢y,
constant en yp. Soit v = p o4 alors v € m1(X, zg) et ¥ est 'unique relévement de =y
d’origine yo. En particulier d’apres le lemme ®., ) (5(t)) = (y(t), ["]).

Ainsi v étant un lacet d’origine g on a ®,,(3(1)) = (xo, [7]) = (z0, [¢zo]), ¥ est donc
homotope sur X au chemin constant c;,,. Puis d’aprés le théoréme de relévement des
homotopies, 4 est homotope & 'unique relévement du chemin de X constant en xq
qui est le chemin de X constant en 20-

Corollaire 4.22

Tout espace localement semi-1-connexe admet un revétement universel.
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Cette construction d’un revétement simplement connexe induit les corollaires suivants qui
nous seront utiles pour montrer la surjectivité essentielle du foncteur de monodromie p.

~— Corollaire 4.23 N

Soit X un espace localement semi-1-connexe et xg € X un point de base.
Pour tout revétement simplement connexe p : X — X, il existe un recouvrement de
X = U,exU, par des voisinages ouverts U, de x semi-1-connexes et des isomorphismes

de revétements @, : p~1(U,) — U, x m1(X, 0, 2) tels que les bijections

®, :p Hx) = (X, 20, 2)
définissent un isomorphisme de représentations p, — funiv-

S J

~— Corollaire 4.24 ~

Soit X un espace localement semi-1-connexe, p : X — X un revétement simplement
connexe et 5 sa représentation de monodromie.

Soit g € X et xg € f)il(xo).

Supposons que l'on ait X = UgexU, un recouvrement de X par des voisinages ou-
verts semi-1-connexes de x ainsi que des isomorphismes de revétements @, : p~1(U,) —
U, x m(X,z0,7) tels que les bijections ®, : p~1(z) — 71 (X, 7, ) définissent un iso-
morphisme jt5 = Luniv-

Supposons de plus que @, (Zy) = (xo, [cz,]) €t que D,.(Z) = (z, [d]).

i) est défini en 4.17. Alors nous avons : @, (f},1(%)) = (x, [][d]).

- J

Démonstration :

Soit o = D (o, [¢ap))-

On déduit de 4.21 que ®,,(7) = (7o, [0][6%]). Donc [§] = [6%]7F et ®.(7) =
(x,[0%]71). Ainsi ® = a~! (remarquons que ® dépend du choix d’un zy et o du
choix d’un ).

Ce qui permet de conclure.

4.3 Théoréme : I’équivalence de catégories Rev(X) <
Rep(Il1(X), Ens)

Lemme 4.25

Soit f :.S7 — S5 une application surjective.
Définissons sur Sy la relation d’équivalence x ~ y < f(x) = f(y).
Alors f: 51/ ~— S5 est une bijection.

Démonstration :

?' S1/N — SQ

Sl = ) 7
La surjectivité de f entraine la surjectivité de f. B
Soient [x],[y] € S1/ ~ tels que f([z]) = f([y]) & f(z) = f(y) & [z] = [y]. Donc f

est injective.

est clairement bien définie.
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Théoréme 4.26

Soit X un espace localement semi-1-connexe.
Alors le foncteur de monodromie p est une équivalence de catégories.

Démonstration

Nous avons déja vu que p était pleinement fidéle (4.7 et 4.8), il nous reste a montrer
que u est essentiellement surjective.

Soit 29 € X et p: X — X un revétement simplement connexe avec ®,, : pH(U,) —
U, x m1 (X, zg, z) des isomorphismes de revétements comme ci-dessus.

Soit Zy = q);ol(xo, [czy]) € D Y(x0), on obtient ainsi un isomorphisme de
7'1'1()(7 370) — AutRev(X)(X) L. . ~
groupes . fiy vérifie que si ®,(Z) = (x,[d]) alors
[ﬂ f[ﬂ V] ( ) ( [ ])

. (f11(2)) = (2, V][9]

Soit pg : [T (X) — Ens une représentation. Posons alors pour tout x € X, S, = uo(x)
puis S = S;, ainsi que Y = X x §. Soit ¢ : Y — X — X la composition de p avec
la projection naturelle Y = X x S — X.

Définissons sur Y la relation

p(z1) = p(22)

(@1,81) 1 (@2, 82) & { 3] € m (X, 7o) tel que g2 = fiy(d1) et 52 = po(y]~1)(s1)

On vérifie facilement qu’il s’agit d’une relation d’équivalence et on note alors ¥ =
Y

(%, s)

— .
est bien
—

}7/ ~1 son ensemble quotient. Alors ’application p : (@)

définie.

Nous allons désormais définir une relation d’équivalence sur U, x m1 (X, zg,z) x S de
sorte a ce que ®, x Idg induise un homéomorphisme
p 1 (U,) ~ U, x (m1(X,x0,2) X S)/ ~o. Pour cela on pose :

o) o 5 oa) = 42 2 5 s

On vérifie facilement qu’il s’agit d’une relation d’équivalence et on note alors Z(U,) =
Uz X (m1(X, zg,x) X S)/ ~2 son ensemble quotient.

Remarquons que nous avons (£1,81) ~q (€2,82) si et seulement si
(fry (1), po([7]~1)(s1)) = (#2,82), ainsi en posant (z,[d]) = Py (41) clest équi-
valent & (a, (][0 jo([7] 2 (51))) = (@u( i (#0)), 0 (]~ 1)(51)) = (@ (52), 52), et
donc (®,(21),51) ~1 (Px(22), s2). Ainsi 'homéomorphisme &, x Idg induit un ho-
méomorphisme p~(U,) = Z(U,) = U, x (m1(X,z0,7) X S)/ ~a.

Soit .. - U, x (X, zp,2) x S — Uy x S,

4 (4,13, 5) — (wmo(B)(s) °
Soit (y,8) € Uy X S Soit 6 :  ~» z un chemin de X alors W, (y, [6]71, uo([6])(s)) =
(y,s), donc U, est surjective.
Puis uo(l0)(s) = mo(F)) < & = (] FN)(s), donc W,(y,[0]5) —
U, (y,[6],8") & (y,[d],5) ~2 (v, [0'],s). Donc d’aprés le lemme 4.25 ¥, : Z(U,) —
U, x S, est bijective. Puis comme ¥, est ouverte, il en est de méme pour ¥,. Ainsi
W, est une application bijective, continue et ouverte, il s’agit donc d’un homéomor-
phisme.
Par composition, on obtient donc une trivialisation 0, : p~}(U,) — Z(U,) — U, x
Sz. Donc p: Y — X est un revétement :
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s, Uz X Sy — Sz

4.4

Un espace topologique
est dit contractile si
l'application identité
est homotope & une

application constante.

M UL) = 5 (Us) x S~ 2L Uy x 1y (X, 20, @) X S) o ——> Uy X Sy

Uz

Notons i, le foncteur de monodromie de p.
Nous avons des isomorphismes O, : p~!(z) — {2} x S, ~ S,. Montrons que ces
isomorphismes définissent un isomorphisme de représentations © : p, — po.

Soient v : 21 ~» 2 un chemin et (z,s) € p~t(z1). Soit (z1,[§]) = P, (Z) Alors

1o([V])(Oa, (2, 5)) = po([7]) (1o ([6])(s)) = po([0][v])(s)
Soit 4 : I — X l'unique relévement de + tel que 5(0) = & (ce qui est équivalent a
[0,1] — Y
—

((8),s)

Alors poy =pod =-et 5(0) = (Z,5). Ainsi d’aprés le lemme 4.21 :

demander @, (7(0)) = (1, [d])). Posons encore 4 :

Donc le diagramme suivant commute, ce qui implique que © est un isomorphisme de
représentations :

—1 611
p (xl) Hsﬂﬂl

up(h])l luo(h])

Une application de I’équivalence de catégories

L’équivalence de catégories obtenue permet de classifier les revétements. De plus nous sa-
vons que deux revétements sont isomorphes si et seulement leurs foncteurs de monodromie le
sont. En voici une application :

Nous allons déterminer tous les revétements a trois feuilles de S' & isomorphisme prés.

Calculons d’abord TI; (S!).

Proposition 4.27]

Tout espace contractile est simplement connexe.

Démonstration :

Soit X un espace contractile.

0,]]x X — X
(s,x) —  hs(z)

Soit b € X, alors v : s +— hg(b) est un chemin de b & a. Par transitivité X est connexe

par arcs.

Alors il existe a € X et h : tels que hg = Idx et hi(x) = a.

Soit un lacet v : a ~ a de X d’origine a, alors g : [0, 123Xt£07 1 : h(S)’(Y(t))

est une homotopie entre v et le chemin constant en a.
Donc X est simplement connexe.

O, (1p((V))(Z, 5) = O, (§(1)) = ps, 0Wa, (P, (7(1)), 8) = ps, 0Way (2, [0][7], 8) = po([6][7])(s)
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Proposition 4.28]

R est contractile.

Démonstration :

0,]] xR —

h (t, ) —  tx

en 0.

est une homotopie entre 'identité et I’application constante

Corollaire 4.29

R est simplement connexe.

— St
t — 627'rit
vial dés que l'on retire un point du cercle. On a clairement p~!(1) = Z. Ainsi le choix de
T (Sl, 1) — Z

b — ()0
4.17 car R est simplement connexe. Remarquons que comme i, est une action de groupe sur
p (1), ([ex]) = 0.
0,1 — S

t — e?ﬂ'znt .

Le relévement de -y, d’origine en 0 est clairement (v,,)o(t) = tn, donc ®([v,]) = pp([2])(0) =
(Fn)o(1) = n.
Donc 71 (S, 1) = {[vn], n € Z} ~ Z.
Il reste & déterminer la structure de groupe sur Z induite par 7;(S',1) et ®. vy est claire-
ment le chemin constant, et donc 'unité. Il est évident v, iny = y—p. Soient n,m € Z, alors
O([ynllym]) = pp(lmllm])(0) = pp([vm]) (p((11)(0)) = pp([ym]) (7). Y admet pour reléve-
ment d’origine n : ¢ — tm + n, donc p,([ym])(n) = n+m.
Ainsi @([yn][vm]) = m +n = @([yn+m])-
Comme @ est bijective, nous avons montré que la structure de groupe était donnée par
(Yl [Ym] = [Yntm]-
On retrouve ainsi la structure de groupe usuelle de Z.
Puis comme S! est connexe par arcs, I1;(S!) est équivalent a 71 (S!, 1) et donc a Z.
Nous avons ainsi montré :

Proposition 4.30}

Nous avons déja vu que p : est un revétement. Ce revétement est tri-

0 € p~1(1) = Z définit une bijection ® : d’aprés le point 3 de

Posons ~,, :

IT1; (S) est équivalent & Z.

Donc d’aprés le théoréme, rechercher les revétements de S' & trois feuilles revient & chercher
les morphismes de groupes ¢ : Z — &3 = Aut({0, 1,2}), comme

63 = (1,(0,1),(1,2),(0,2),(0,1,2),(0,2,1)) et qu'un morphisme est déterminé par le choix
de (1) (Z additif), S* admet au plus six revétements a trois feuilles & isomorphisme preés.
Soient 1,2 : Z — G3 deux morphismes de groupes, alors leurs deux revétements associés
sont isomorphes si et seulement s'il existe f € &3 tel que Vz € Z, pa(z)of = fopi(z). Comme
7 est additif, il suffit de vérifier le cas z = 1.

Ainsi les revétements associés & 1 et @2 sont isomorphes si et seulement si ¢1(1) et pa(1)
sont conjugués.

Donc S' admet, & isomorphisme prés, trois revétements a trois feuilles associés aux classes de
I, (0,1) et (0,1,2).
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On peut se convaincre
de ces constructions en
utilisant 'identification
réalisée entre le choix
de l'action ¢ : Z — &3
et pp, . En particulier
nous pouvons comparer

e(1) et pp, ([11])-

Explicitons le revétement associé¢ a I : S'US' St — S?

- O

Stust ~ st ou [0, 1]/0,\,1 — St
a(0,1): x — x
t — e47rit
g % - D
1 ~ 1
a(0.1,2): 57 [Ot’ /o _ e§m
% % :
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