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Probléme

1. La fonction arctan est la réciproque de tan|
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Ensuite arctan(p + 1) < Z

2
sommant (1) et (2).

tan(arctan(p + 1)) — tan(arctan(p))

2. Soit p > 0. Par stricte croissance de arctan, arctan(p + 1) > arctan(p) d’ou1 la premiére inégalité.
(1) et O < arctan(p) = —arctan(p) < O (2). On obtient la seconde inégalité en

3. D’apres la question précédente tan(arctan(p + 1) — arctan(p)) est bien défini, puis
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tan(arctan(p + 1) — arctan(p)) =
On conclut en appliquant arctan :
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5. Si x = 0, le résultat est clair.

arctan(x) _ arctan(x)—arctan(0)
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c € [0, x] tel que = arctan’(c) =

1 — tan(arctan(p + 1)) tan(arctan(p)) -

) Z arctan(k + 1) — arctan(k) = arctan(p + 1) — arctan(0) = arctan(p + 1)

1+(p+1)p p2+p+1

comme arctan(p + 1) — arctan(p) € ]—g; g[ arctan(tan(arctan(p + 1) — arctan(p))) = arctan(p + 1) — arctan(p).
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Supposons x > O et appliquons le théoréme des accroissements finis a arctan sur le segment [0, x] : il existe

1+ s < 1 = arctan(x) < x.

et on conclut en passant a la limite :
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6. D’apres la question précédente arctan( ) <
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On conclut avec la questlon 4.
Exercice 1
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1. sin(x) = x — 3 + o(x3).
sin(x) — x -5+ o(x%) 1
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Exercice 2

1. lim M — o -0
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h(x) -1
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Exercice 3

Montrons par récurrence &(n) :« Yx € R, |sin(rnx)| < n|sin(x)|» Vn € N.

Initialisation au rang n = 0 : soit x € R alors |sin(0 - x)| = 0 = 0 - | sin(x)|.

Hérédité : supposons la propriété vraie pour un certain rang n € N.

Soit x € R, alors sin((n + 1)x) = sin(nx + x) = sin(nx) cos(x) + cos(nx) sin(x) et ainsi
| sin((n + 1)x)| | sin(nx) cos(x) + cos(nx) sin(x)|

< |sin(nx)|| cos(x)| + | cos(nx)|| sin(x)| par inégalité triangulaire
< |sin(nx)| + | sin(x)| car |[cos| < 1
< n|sin(x)| + sin(x) par hypothése de récurrence

(n + 1)| sin(x)|
Ce qui clot la récurrence.
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