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La note tiendra compte de la présentation et de la rédaction.
Lisez bien l’énoncé.

Bon courage.
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Problème

On rappelle la formule tan(a − b) =
tan(a) − tan(b)

1 + tan(a) tan(b)
(
F

)
.

1. Donner la définition et le graphe de arctan.
Préciser les limites en +∞ et −∞.

2. Montrer que
∀p ≥ 0, 0 < arctan(p + 1) − arctan(p) <

π

2

3. En déduire, en appliquant
(
F

)
, que

∀p ≥ 0, arctan(p + 1) − arctan(p) = arctan
(

1
p2 + p + 1

)
4. En déduire que

lim
p→+∞

p∑
k=0

arctan
( 1
k2 + k + 1

)
=
π

2

5. En utilisant le théorème (ou l’inégalité) des accroissements finis, montrer que

∀x ∈ R+, arctan(x) ≤ x

6. En déduire que
π

2
≤ lim
p→+∞

p∑
k=0

1
k2 + k + 1

7. Montrer que ∀p > 0,
1

p2 + p + 1
≤

1
p
−

1
p + 1

8. En déduire que

1 +
p∑
k=1

1
k2 + k + 1

≤ 1 +
p∑
k=1

(1
k
−

1
k + 1

)
9. Conclure que l’on a l’encadrement suivant :

π

2
≤ lim
p→+∞

p∑
k=0

1
k2 + k + 1

≤ 2

Exercice 1

1. Donner le développement limité à l’ordre 3 en 0 de la fonction sinus.

2. En déduire la valeur de lim
x→0

sin(x) − x
x3 .
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Exercice 2

Calculer :

1. lim
x→0

ch(x) − 1
x − 1

2. lim
x→0

ch(x) − 1
x

3. lim
x→0

ch(x) − 1
2x

Exercice 3

Montrer que
∀x ∈ R, ∀n ∈ N, | sin(nx)| ≤ n| sin(x)|

(On pourra utiliser un raisonnement par récurrence et on rappelle que sin(a + b) = sina cos b + sin b cosa)
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