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準備

関数 f, g : (Rn, 0) → (R, 0)が右同値 (R同値)であるとは、f ◦h = g を満たす微分同

相芽 h : (Rn, 0)→ (Rn, 0) が存在する時を言う。

関数 f, g : (Rn, 0)→ (R, 0)が K同値であるとは、f ◦h = φ(x)f(x) を満たす微分同相

芽 h : (Rn, 0)→ (Rn, 0), φ : (Rn, 0)→ R∗ が存在する時を言う。

関数を研究する時は、同値関係としては右同値を、関数の零点集合を調べる時は同値関

係として K 同値を用いる。
解析関数 f(x) =

∑
ν cνx

ν に対し、ニュートン図形 Γ+(f)を次で定める。

Γ+(f) = {ν + Rn
≥ : cν ̸= 0}の凸包

ニュートン図形 Γ+(f)は多面体であり、a = (a1, . . . , an), ν = (ν1, . . . , νn) に対し

⟨a, ν⟩ = a1ν1 + · · ·+ anνn

とおいて

mf (a) =min{⟨a, ν⟩ : ν ∈ Γ+(f)}
γ(a) ={ν ∈ Γ+(f) : ⟨a, ν⟩ = mf (a)}

と定める。γ(a) はベクトル a の支持する Γ+(f) の面である。

γ ⊂ Rn に対し、fγ =
∑

ν∈γ cνx
ν と置く。f : (Rn, 0)→ (R, 0) が非退化とは、Γ+(f)

の各コンパクト面 γ に対し次を満たす時を言う。

{x ∈ Rn : grad fγ(x) = 0} ⊂ {x ∈ Rn : x1 · · ·xn = 0}

Xγ = {x ∈ (R∗)n : fγ(x) = 0}, X±
γ = {x ∈ (R∗)n : fγ(x) = ±1} とおくと、非退化な

らば、これらは非特異代数多様体であることがわかる。更に (R∗)dim γ 内の非特異代数多

様体 X̂γ が存在して
Xγ = X̂γ × (R∗)n−dim γ

となる。

1 特異点の分類と判定

(u, v) を変数とする 2変数関数 f : (R2, 0)→ (R, 0) を考える。f の特異点の階層は次
のグラフで説明される。
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A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 · · ·

D4 D5 D6 D7 D8 D9 · · ·

E6 E7 E8
J10

X9

ここで各記号は次の表に示す特異点を表す。

Ak ±xk+1 ± y2

Dk x2y ± yk−1 k ≥ 4

E6 x3 ± y4

E7 x3 + xy3

E8 x3 + y5

X9 ±x4 ± y4 ± ax2y2 a2 ̸= 4

X10 y4 + ax2y2 + x5 a ̸= 0

J10 x3 ± y6 ± ax2y4 4a3 + 27 ̸= 0

このグラフはよく知られているが、ここでは与えられた f がどの特異点であるかを明示的

に示す判定法を与える。以下では Ak (1 ≤ k ≤ 5), D5, D6, E6, E7, E8 について説明す

るが、X9 や J10 についても同様である。

■記号 原点での f(u, v)のテイラー展開を

∑
i,j

cij
i!j!

uivj , cij =
∂i+jf

∂ui∂vj
(0, 0).

とし、Hk(u, v) を次で定める。

Hk(u, v) = Hk(f)(u, v) =
∑

i+j=k

cij
i!j!

uivj .

du, dv を定数として、次のように置く。

ck =ck(f) = Hk(f)(du, dv),

cku =cku(f) =
∂Hk(f)

∂u
(du, dv),

ckv =ckv(f) =
∂Hk(f)

∂v
(du, dv),

ckuu =ckuu(f) =
∂2Hk(f)

∂u2
(du, dv),
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ckuv =ckuv(f) =
∂2Hk(f)

∂u∂v
(du, dv),

ckvv =ckvv(f) =
∂2Hk(f)

∂v2
(du, dv), . . .

1.1 Ak 特異点

f(u, v) が (0, 0) で特異点をもつと仮定する。(i.e., c10 = c01 = 0).　次の条件が同値

である事はよく知られている。

• f(u, v) は (0, 0) で A1 特異点。

• 行列

(
c20 c11

c11 c02

)
は最大階数。

ヘッセ行列の階数が 1の時はどうであろうか？これについては次の条件が同値であること

を示せる。

• 行列

(
c20 c11

c11 c02

)
は階数 1

• c2u = c2v = 0 を満たす、零でない (du, dv)が存在する。

(du dv)

(
c20 c11
c11 c02

)
= (0 0).

• 次を満たす、零でない (du, dv)と s が存在する。(
c20 c11
c11 c02

)
= s

(
dv2 −du dv
−du dv du2

)
.

この条件が成立するとき、f が有限決定であれば f は Ak (k ≥ 2) 特異点である。以下こ

の条件を仮定して、f が実際にどの Ak 特異点であるかを明示的に判定する方法を（k が

小さい時に）与える。まず、次の関係式に注意する。

c20u
2 + 2c11uv + c0,2v

2 = s(dv u− du v)2

定理 1.1. もし (du, dv) が H3(u, v) = 0 の解でなければ (すなわち c3 ̸= 0 ならば）f は

A2 特異点である。

定理 1.2. 次の条件は同値である。

• f は (0, 0) で A3 特異点である。

• c3 = 0 かつ次のいずれかが成立。

– dv ̸= 0, c4 +
c3

2
u

2s dv2 ̸= 0.
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– du ̸= 0, c4 +
c3

2
v

2s du2 ̸= 0.

• c3 = 0, かつ s c4 − 1
8

∣∣∣∣∣∣∣∣
c30 c21 dv2

c21 c12 −du dv
c12 c03 du2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

定理 1.3. 次の条件は同値である。

• f は (0, 0) で A4 特異点である。

• c3 = 0 であり、次のいずれかが成立する。

– dv ̸= 0, c4 +
c3

2
u

2s dv2 = 0, c5 +
c3uc4u

dv2s + c3uuc3u
2

2dv4s2 ̸= 0.

– du ̸= 0, c4 +
c3

2
v

2s du2 = 0, c5 +
c3vc4v

du2s + c3vvc3v
2

2du4s2 ̸= 0.

定理 1.4. 次の条件は同値である。

• f は A5 特異点である。

• c3 = 0 であり、次のいずれかが成立する。

– dv ̸= 0, c4 +
c3

2
u

2s dv2 = 0, c5 +
c3uc4u

dv2s + c3uuc3u
2

2dv4s2 = 0,

c6−
2c3uc5u + c4

2
u

2dv2s
+
2c3u(c3uuc4u + c3uc4uu)

2dv4s2
+
c3

2
u(c

2
21 − c12c30 − 7c3

2
uu)

12dv6s3
̸= 0.

– du ̸= 0, c4 +
c3

2
v

2s du2 = 0, c5 +
c3vc4v

du2s + c3vvc3v
2

2du4s2 = 0.

c6−
2c3vc5v + c4

2
v

2du2s
+
c3v(2c3vvc4v + c3vc4vv)

2du4s2
+
c3

2
v(c

2
21 − c12c30 − 7c3

2
vv)

12du6s3
̸= 0

証明を与えよう。まず次の補題を準備する。

補題 1.5. C∞ 関数 g : (Rn, 0) → (R, 0) に対し、mk ⊂ mJg + mk+1 ならば、任意の

R ∈ mk+1 に対して、g と g +R は右同値である。

定理 1.1の証明. dv ̸= 0 として証明する。（du ̸= 0 の時も同様であるので詳細は略す。)

x = dv u− dv v, y = v と置くと、

u =
x+ du y

dv
, v = y,

であり、次を得る。

f =
s

2
x2 +

c3
dv3

y3 +
c3u
dv3

xy2 +
c4
dv4

y4 +
c5
dv5

y5 +
c4u
dv4

xy3 +
c6
dv6

y6 + · · · . (1.1)

もし c3 ̸= 0 ならば、f のニュートン図形は次で与えられる。
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g = x2 + y3 と置くと、Jg = ⟨x, y2⟩ ⊃ ⟨x, y⟩2 より、k = 3 について mk ⊂ mJg+mk+1

を満たす。よって j3f(0) = j3g(0) ならば、f と g は右同値。

適当な座標変換で x3, x2y, xy2 の係数を 0にすることが出来れば補題 1.5より証明が

終わる。x を x
√
U , U は単元、に取り替えることにより、x3, x2y の係数を 0にするこ

とが出来る。(1.1)で x を x+ cy2 に置き換えると次を得る。

f =
s

2
x2 +

(
sc+

c3u
dv3

)
xy2 +

c3
dv3

y3 +
(sc2

2
+
c c3u
dv3

+
c4
dv4

)
y4 + · · · .

c = − c3u

sdv3 とおけば、xy2 の係数は 0となり、次を得る。

f =
s

2
x2+

c3
dv3

y3+
1

dv4

(
c4+

c3
2
u

2s dv2

)
y4+

1

dv5

(
c5+

c3uc4u
dv2s

+
c3uuc3u

2

2dv4s2

)
y5+· · · . (1.2)

よって c3 ̸= 0 ならば f は A2 特異点である。

定理 1.2の証明. 前証明の状況を引き継ぐ。c3 = 0, c4 +
c3

2
u

2s dv2 ̸= 0, ならば f のニュー

トン図形は次のようになる。

g = ±x2±y4 と置くと、Jg = ⟨x, y3⟩ ⊃ ⟨x, y⟩3 より、k = 4 について mk ⊂ mJg+mk+1

を満たす。よって j4f(0) = j4g(0) ならば、f と g は右同値。よって、適当な座標変換

によって x4, x3y, x2y2, xy3 の係数を 0に出来ればよい。x を x
√
U , U は単元、に取り

替えることにより、x4, x3y の係数を 0にすることが出来る。x を x+ cy3 に取り替える

ことにより、xy3 の係数も 0とする事が出来る。最後の条件は次の等式の帰結である。

1

8

∣∣∣∣∣∣
c30 c21 dv2

c21 c12 −du dv
c12 c03 du2

∣∣∣∣∣∣+ c3
2
u

2dv2
=

3

4
(c30du+ c21dv)c3.

定理 1.3の証明. 前証明の状況を引き継ぐ。c3 = 0, c4 +
c3

2
u

2s dv2 = 0, c5 + c3uc4u

dv2s +
c3uuc3u

2

2dv4s2 ̸= 0, ならば f のニュートン図形は次のようになる。
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g = ±x2+y5 と置くと、Jg = ⟨x, y4⟩ ⊃ ⟨x, y⟩3 より、k = 5 について mk ⊂ mJg+mk+1

を満たす。よって j5f(0) = j5g(0) ならば、f と g は右同値。よって、適当な座標変換

によって x5, x4y, x3y2, x2y3, xy4 の係数を 0に出来ればよい。x を x
√
U , U は単元、

に取り替えることにより、x5, x4y, x3y2 の係数を 0にすることが出来る。(1.2) で x を

x+ cy3 に取り替えると

f =
s

2
x2 +

(
cs+

c4u
dv4
− c3uc3uu

dv6s

)
xy3 + ∗y6 + · · · .

となるので, c を cs+ c4u

dv4 − c3uc3uu

dv6s = 0, 満たすように取れば

f =
s

2
x2 +

( c6
dv6
− 2c3uc5u + c4

2
u

2dv8s
+
c3u(2c3uuc4u + c3uc4uu)

2dv10s2

+
c3

2
u(c

2
21 − c12c30 − 7c3

2
uu)

12dv12s3
)
y6 + · · ·

を得る。よって f は A5 特異点である。

1.2 Dk 特異点

ヘッセ行列の階数が 0であると仮定しよう。すなわち c10 = c01 = c20 = c11 = c02 = 0.

すると f(u, v) は (0, 0) で少なくとも D4 特異点を持つ。

g = (x2 ± y2)y と置く。Jg = ⟨xy, x2 + 3y2⟩ ⊃ ⟨x, y⟩2 なので k = 3 に対して

mk ⊂ mJg +mk+1 つまり、j3f(0) = j3g(0) ならば f と g は右同値である。

もし方程式 H3(u, v) = 0 が重解を持たなければ、線形変換で j3f(0) は (x2 ± y2)y の
形に直せるので、関数 f は (0, 0) で D4 特異点である。すなわち∣∣∣∣∣∣∣∣

c30 2c21 c12 0
0 c30 2c21 c12
c21 2c12 c03 0
0 c21 2c12 c03

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0. (1.3)

ならば、D4 特異点である。

これより、(1.3)の左辺の行列式が 0ならば f は (0, 0) で少なくとも D5 特異点である

ことがわかる。以下、この状況の下、特異点の判定法を明示的に書き下す仕事を続けよう。

c10 = c01 = c20 = c11 = c02 = 0 かつ

H3(u, v) =
1

6
(c30u

3 + 3c21u
2v + 3c12uv

2 + c03v
3) = 0
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が 2重根 (du, dv) と単根 (du1, dv1) を持つと仮定しよう。すると

c3(u, v) =
1

6
(c30u

3 + 3c21u
2v + 3c12uv

2 + c03v
3) = (dv u− du v)2(dv1 u− du1 v).

と仮定できる。これより次がわかる。

c30 =6dv2dv1

c21 =− 2sdv(dv du1 + 2du dv1)

c12 =2du(2dv du1 + du dv1)

c03 =− 6du2du1.

定理 1.6. 次の条件は同値である。

• 関数 f は (0, 0) で D5 特異点である。

•

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c30 2c21 c12 0

0 c30 2c21 c12

c21 2c12 c03 0

0 c21 2c12 c03

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, c4 ̸= 0.

証明. f の 3次部分は重根を持つ 3次斉次式なので、座標変換で x2y の形になる。

実際 x = dv u− du v, y = dv1 u− du1 v と置けば

u =
1

δ

∣∣∣∣x du
y du1

∣∣∣∣ v = −1

δ

∣∣∣∣ dv x
dv1 y

∣∣∣∣ 但し δ =

∣∣∣∣ dv du
dv1 du1

∣∣∣∣
となり、次を得る。

f = x2y +
c4
δ4
y4 − k

δ4
xy3 − c5

δ5
y5 +

c6
δ6
y6 + · · · (1.4)

ここで k = c4udu1 + c4vdv1 である。もし c4 ̸= 0 ならば f のニュートン図形は次のよ

うになる。

. . .

g = ±xy2 ± y4 と置くと k = 4 に対し mk ⊂ mJg +mk+1 を満たす。よって適当な座標

変換で x4, x3y, x2y2, xy3 の係数を 0に出来ればよい。

定理 1.7. 次は同値である。

• f は (0, 0) で D6 特異点である。
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•

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c30 2c21 c12 0

0 c30 2c21 c12

c12 2c21 c03 0

0 c12 2c21 c03

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, c4 = 0, c5 +

(c4udu1 + c4vdv1)
2

4

∣∣∣∣∣ dv du

dv1 du1

∣∣∣∣∣
3 ̸= 0.

1.3 E6, E7, E8 特異点

c10 = c01 = c20 = c11 = c02 = 0 と仮定し

H3(u, v) =
1

6
(c30u

3 + 3c21u
2v + 3c12uv

2 + c03v
3) = 0

が 3重根 (du, dv) をもつと仮定する。

定理 1.8. 次が成り立つ。

• (du, dv) が H4(u, v) = 0 の根でなければ (i.e., c4 ̸= 0), f は E6 特異点である。

• (du, dv) が H4(u, v) = 0 の単根ならば f は E7 特異点である。

• (du, dv) が H4(u, v) = 0 の重根で c5 ̸= 0 ならば、f は E8 特異点である。

証明. dv ̸= 0 として証明をしよう。x = dv u− du v, y = v, と置くと

f =
1

6
x3 +

c4
dv4

y4 +
c4v
dv4

xy3 +
c5
dv5

y5 + o(x1/3, y1/5)15

c4 ̸= 0 ならば f のニュートン図形は次図のようになる。

g = x3 + y4 と置くと、k = 4 に対して mk ⊂ mJg +mk+1 を満たすので、うまく座標を

変えて x4, x3y, x2y2, xy3 の係数を 0 に出来ればよい。

y を y + cx に替えることにより、xy4 の係数を 0にすることが出来る。

x を単元倍することにより x4, x3y の係数を 0にすることが出来る。

x を x+ cy2 に替えることにより、x2y2 の係数を 0にすることが出来る。

よって f は E6 特異点である。

c4 = 0, c4v ̸= 0 ならば f のニュートン図形は次のようになる。

. . .
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(du.dv) は H4(u, v) = 0 の単根である。. g = x3 + xy3 と置くと、k = 4 に*1対して

mk ⊂ mJg+mk+1 を満たすので、うまく座標を変えて x4, x3y, x2y2 の係数を 0 に出来

ればよい。

x を単元倍することにより x4, x3y の係数を 0にすることが出来る。

x を x+ cy2 に替えることにより、x2y2 の係数を 0にすることが出来る。

よって f は E7 特異点である。

c4 = c4v = 0, c5 ̸= 0 のとき、f のニュートン図形は次図のようになる。

g = x3 + y5 と置くと、k = 5 に対して mk ⊂ mJg +mk+1 を満たすので、うまく座標を

変えて x4, x3y, x2y2, x5, x4y, x3y2, x2y3, xy4 の係数を 0 に出来ればよい。

x を x+ cy2 に替えることにより、x2y2 の係数を 0にすることが出来る。

y を y + cx に替えることにより、xy4 の係数を 0にすることが出来る。

x を単元倍することにより x4, x3y, x5, x4y の係数を 0にすることが出来る。

x を x+ cy3 に替えることにより、x2y3 の係数を 0にすることが出来る。

よって f は E6 特異点である。

2 微分幾何への応用

C∞ 写像 g : (R2, 0)→ (Rn, 0) に対し

高さ関数 hv : R2 → R, (u, v) 7→ ⟨g(u, v),v⟩ for v ∈ Sn−1,

距離二乗関数 dy : R2 → R, (u, v) 7→ −1

2
∥y − g(u, v)∥2 for y ∈ Rn.

を考える。g の点 (u0, v0) での k 次微分を

Gk = Hk(g) : R2 → Rn, (du, dv) 7→
∑

i+j=k

1

i!j!

∂i+jg

∂ui∂vj
(u0, v0)du

idvj

で定める。すると高さ関数、距離二乗関数の k 次微分は次で与えられる。

Hk(hv)(u, v) =⟨Gk(u, v),v⟩
Hk(dy)(u, v) =⟨Gk(u, v),y − g(u0, v0)⟩ − Ik(u, v)

*1 k = 5 の誤り。後の議論も変える必要がある。このことを指摘くださった中村弥生氏に感謝します。
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Ik(u, v) はある対称 k 形式である。例えば I2 は次の第一基本形式である。

I2(u, v) = I2,0(u0, v0)u
2 + 2I1,1(u0, v0)uv + I0,2(u0, v0)v

2

但し I2,0 = ⟨gu, gu⟩, I1,1 = ⟨gu, gv⟩, I0,2 = ⟨gv, gv⟩. I3 は次で与えられる 3 次形式で

ある。

I3(u, v) =
1

6
(I3,0(u0, v0)u

3 + 3I2,1(u0, v0)u
2v + 3I1,2(u0, v0)uv

2 + I0,3(u0, v0)v
3),

し但 I3,0 = 3⟨gu, guu⟩, I2,1 = ⟨gv, guu⟩ + 2⟨gu, guv⟩, I1,2 = ⟨gu, gvv⟩ + 2⟨gv, guv⟩,
I0,3 = 3⟨gv, gvv⟩.

2.1 R3 内の曲面

■高さ関数 hv. ジェネリックには hv が少なくとも A1 特異点をもつような v ∈ S2 が

存在する。これは次の条件で書かれる。

H1(hv)(u, v) ≡ 0,

核方向（漸近方向） (du, dv) は次の方程式の解である。

H2(hv)(du, dv) = 0.

これを、（後々との比較のため）次のように書いておく。

det

 gu
gv

G2(du, dv)

 = 0

■距離二乗関数 dy. ジェネリックには dy が少なくとも A2 特異点である y ∈ R3 が存

在する。この条件は次で与えられる。

H1(dy)(u, v) ≡ 0, c2u(dy) = 0, c2v(dy) = 0.

これより核方向 (主方向) (du, dv) の方程式は次で与えられる。

det


gu 0
gv 0

guudu+ guvdv I2,0du+ I1,1dv
guvdu+ gvvdv I1,1du+ I0,2dv

 = 0.
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2.2 R4 内の曲面

■高さ関数 hv. ジェネリックには hv が少なくとも A2 特異点である v ∈ S3 が存在す

る。この条件は次で与えられる。

H1(hv)(u, v) ≡ 0, c2u(hv) = 0, c2v(hv) = 0.

H1(hv)(u, v) =⟨guu+ gvv,v⟩ = ⟨gu,v⟩u+ ⟨gv,v⟩v
c2u(hv) =⟨guudu+ guvdv,v⟩
c2v(hv) =⟨guvdu+ gvvdv,v⟩

なので、核方向 (du, dv) の方程式は次で与えられる。

det


gu
gv

guudu+ guvdv
guvdu+ gvvdv

 = 0 (2.1)

■距離二乗関数 dy. ジェネリックには dy が少なくとも A3 特異点である y ∈ R4 が存

在する。この条件は次で与えられる。

H1(dy)(u, v) ≡ 0, c2u(dy) = 0, c2v(dy) = 0, H3(dy)(du, dv) = 0.

核方向 (du, dv) の方程式は次で与えられる。

det


gu 0
gv 0

guudu+ guvdv I2,0du+ I1,1dv
guvdu+ gvvdv I1,1du+ I0,2dv
G3(du, dv) I3(du, dv)

 = 0. (2.2)

■モンジュ標準型 写像 g : R2 → R4 が次で定義されているとする。

g(u, v) =

(
u, v,

∑
i+j≥2

aij
i!j!

uivj ,
∑

i+j≥2

bij
i!j!

uivj
)
.

すると、方程式 (2.1), (2.2) は (u, v) = (0, 0) でそれぞれ次の形になることに注意して

おく。

det

(
a20du+ a11dv b20du+ b11dv
a11du+ a02dv b11du+ b02dv

)
= 0, det

a20du+ a11dv b20du+ b11dv du
a11du+ a02dv b11du+ b02dv dv
A3(du, dv) B3(du, dv) 0

 = 0

ここで A3(u, v) =
∑

i+j=3
aij

i!j!u
ivj , B3(u, v) =

∑
i+j=3

bij
i!j!u

ivj .
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2.3 R5 内の曲面

■高さ関数 hv. ジェネリックには hv が少なくとも A3 特異点である v ∈ S4 が存在す

る。この条件は次で与えられる。

H1(hv)(u, v) ≡ 0, c2u(hv) = 0, c2v(hv) = 0, H3(hv)(du, dv) = 0.

核方向 (du, dv) の方程式は次のようになる。

det


gu
gv

guudu+ guvdv
guvdu+ gvvdv
G3(du, dv)

 = 0.

■距離二乗関数 dy. ジェネリックには dy が少なくとも A4 および D4 特異点である

y ∈ R5 が存在する。この条件は次で与えられる。

D4 特異点の核方向は 1つ又は 3つでありその方程式は 次で与えられる。

det


gu 0
gv 0
guu I2,0
guv I1,1
gvv I0,2

G3(du, dv) I3(du, dv)

 = 0.

A4 特異点の核方向 (du, dv)の方程式を書き下すのは紙面を要するので省略する。(du, dv)

に関して 14次の方程式である。

2.4 R6 内の曲面

■高さ関数 hv. ジェネリックには hv が少なくとも A4, D4 特異点である v ∈ S5 が存

在する。

D4 特異点の核方向は 1つ又は 3つでありその方程式は 次で与えられる。

det


gu
gv
guu
guv
gvv

G3(du, dv)

 = 0

A4 特異点の核方向 (du, dv) については前項とほぼ同じであるが省略する。
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■距離二乗関数 dy. ジェネリックには dy が少なくとも A5, または D5 特異点である

y ∈ R6 が存在する。

D5 特異点の核方向は、主要項の重根の方向 (du, dv)と単根の方向 (du1, dv1) がある。

重根方向 (du, dv) の方程式は次で与えられる。

det



gu 0
gv 0
guu I2,0
guv I1,1
gvv I0,2

(G3)u(du, dv) (I3)u(du, dv)
(G3)v(du, dv) (I3)v(du, dv)


= 0

A5 特異点の核方向 (du, dv) については書き下すと複雑なので（78次の方程式）省略する。

2.5 R7 内の曲面

■高さ関数 hv. ジェネリックには hv が少なくとも A5, D5 特異点である v ∈ S6 が存

在する。

D5 特異点の核方向は、主要項の重根の方向 (du, dv)と単根の方向 (du1, dv1) がある。

重根方向 (du, dv) の方程式は次で与えられる。

det



gu
gv
guu
guv
gvv

(G3)u(du, dv)
(G3)v(du, dv)


= 0

A5 特異点の核方向は前項と同様なので省略する。

■距離二乗関数 dy. ジェネリックには dy が少なくとも A6, D6, E6 特異点である

y ∈ R7 が存在する。

E6 特異点の核方向 (du, dv) の方程式は次で与えられる。

det



gu 0
gv 0
guu I2,0
guv I1,1
gvv I0,2

guuudu+ guuvdv I3uu(du, dv)
guuvdu+ guvvdv I3uv(du, dv)
guvvdu+ gvvvdv I3vv(du, dv)


= 0
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D6 特異点の核方向 (重根の方向)(du, dv)の方程式は次で与えられる。

det



gu 0
gv 0
guu I2,0
guv I1,1
gvv I0,2

(G3)u(du, dv) (I3)u(du, dv)
(G3)v(du, dv) (I3)v(du, dv)
G4(du, dv) I4(du, dv)


= 0

A6 特異点の核方向はどのように記述されるかは（筆者には）わからない。

2.6 R8 内の曲面

■高さ関数 hv. ジェネリックには hv が少なくとも A6, D6, E6 特異点である v ∈ S7

が存在する。

E6 特異点の核方向 (du, dv) の方程式は次で与えられる。

det



gu
gv
guu
guv
gvv

guuudu+ guuvdv
guuvdu+ guvvdv
guvvdu+ gvvvdv


= 0

D6 特異点の核方向 (重根の方向)(du, dv)の方程式は次で与えられる。

det



gu
gv
guu
guv
gvv

(G3)u(du, dv)
(G3)v(du, dv)
G4(du, dv)


= 0

A6 特異点の核方向はどのように記述されるかは（筆者には）わからない。

■距離二乗関数 dy. ジェネリックには dy が少なくとも A7, D7, E7 特異点である

y ∈ R8 が存在する。
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E7 特異点の核方向 (du, dv) の方程式は次で与えられる。

det



gu 0
gv 0
guu I2,0
guv I1,1
gvv I0,2

guuudu+ guuvdv I3uu(du, dv)
guuvdu+ guvvdv I3uv(du, dv)
guvvdu+ gvvvdv I3vv(du, dv)
G4(du, dv) I4(du, dv)


= 0

D7 および A7 特異点の核方向はどのように記述されるかは（筆者には）わからない。

2.7 R9 内の曲面

■高さ関数 hv. ジェネリックには hv が少なくとも A7, D7, E7 特異点である v ∈ S8

が存在する。この条件は次で与えられる。

E7 特異点の核方向 (du, dv)の方程式は次で与えられる。

det



gu
gv
guu
guv
gvv

guuudu+ guuvdv
guuvdu+ guvvdv
guvvdu+ gvvvdv
G4(du, dv)


= 0

D7 および A7 特異点の核方向はどのように記述されるかは（筆者には）わからない。

■距離二乗関数 dy. ジェネリックには dy が少なくとも A8, D8, E8, X9 特異点である

y ∈ R9 が存在する。

X9 特異点の核方向 (du, dv) の方程式は次で与えられる。

det



gu 0
gv 0
guu I2,0
guv I1,1
gvv I0,2
guuu (I3)uuu
guuv (I3)uuv
guvv (I3)uvv
gvvv (I3)vvv

G4(du, dv) I4(du, dv)


= 0
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E8 特異点の核方向 (du, dv) の方程式は次で与えられる。

det



gu 0
gv 0
guu I2,0
guv I1,1
gvv I0,2

guuudu+ guuvdv (I3)uu(du, dv)
guuvdu+ guvvdv (I3)uv(du, dv)
guvvdu+ gvvvdv (I3)vv(du, dv)
(G4)u(du, dv) (I4)u(du, dv)
(G4)v(du, dv) (I4)v(du, dv)


= 0

D8 および A8 特異点の核方向はどのように記述されるかは（筆者には）わからない。

2.8 R10 内の曲面

■高さ関数 hv. ジェネリックには hv が少なくとも A8, D8, E8, X9 特異点である

v ∈ S9 が存在する。この条件は次で与えられる。

X9 特異点の核方向 (du, dv) の方程式は次で与えられる。

det



gu
gv
guu
guv
gvv
guuu
guuv
guvv
gvvv

G4(du, dv)


= 0

E8 特異点の核方向 (du, dv) の方程式は次で与えられる。

det



gu
gv
guu
guv
gvv

guuudu+ guuvdv
guuvdu+ guvvdv
guvvdu+ gvvvdv
(G4)u(du, dv)
(G4)v(du, dv)


= 0

D8 および A8 特異点の核方向はどのように記述されるかは（筆者には）わからない。
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■距離二乗関数 dy. ジェネリックには dy が少なくとも A9, D9, J10, X10 特異点であ

る y ∈ R10 が存在する。

X10 特異点の核方向 (du, dv) の方程式は次で与えられる。

det



gu 0
gv 0
guu I2,0
guv I1,1
gvv I0,2
guuu (I3)uuu
guuv (I3)uuv
guvv (I3)uvv
gvvv (I3)vvv

(G4)u(du, dv) (I4)u(du, dv)
(G4)v(du, dv) (I4)v(du, dv)


= 0

J10 特異点の核方向 (du, dv) の方程式は次で与えられる。

det



gu 0
gv 0
guu I2,0
guv I1,1
gvv I0,2

guuudu+ guuvdv (I3)uu(du, dv)
guuvdu+ guvvdv (I3)uv(du, dv)
guvvdu+ gvvvdv (I3)vv(du, dv)
(G4)u(du, dv) (I4)u(du, dv)
(G4)v(du, dv) (I4)v(du, dv)
G5(du, dv) I5(du, dv)


= 0

D9 および A9 特異点の核方向はどのように記述されるかは（筆者には）わからない。

2.9 要約

埋込先のユークリッド空間の次元 n と考えるべき特異点、及びここで得たその核方向

のみたす微分方程式の (du, dv) に関する次数を表にまとめておこう。
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埋込次元 n 考える特異点型と

hv dy 核方向の微分方程式の次数

3 A1 2

4 3 A2 2

5 4 A3 5

6 5 A4 14 D4 3

7 6 A5 78 D5 4

8 7 A6 ? D6 8 E6 3

9 8 A7 ? D7 ? E7 7

10 9 A8 ? D8 ? E8 9 X9 4

11 10 A9 ? D9 ? J10 14 X10 6

3 分類の障害とブローアップ

3.1 非調和比

R2 の 4つのベクトル v1 =
(
a1

b1

)
, v2 =

(
a2

b2

)
, v3 =

(
a3

b3

)
, v4 =

(
a4

b4

)
に対し、その非調和

比を

σi,j;k,l =
|vi vk| · |vj vl|
|vi vl| · |vj vk|

で定める。σi,j;k,l = σj,i;l,k = σk,l;i,j = σl,k;j,i なので、i, j, k, l を入れ替えた時、非調和

比の値は高々 4!/4 = 6 個の値を取る。それらの値は次のように実現される。

• σi,j;l,k = 1
σi,j;k,l

(= σj,i;k,l = σl,k;i,j = σk,l;j,i).

• σi,k;j,l = 1− σi,j;k,l(= σk,i;l,j = σj,l;i,k = σl,j;k,i).

• σi,k;l,j = 1
1−σi,j;k,l

(= σk,i;j,l = σl,j;k,i = σj,l;i,k).

• σi,l;j,k =
σi,j;k,l−1
σi,j;k,l

(= σl,i;k,j = σj,k;i,l = σk,j;l,i).

• σi,l;k,j = σi,j;k,l

σi,j;k,l−1 (= σl,i;j,k = σk,j;i,l = σj,k;l,i).

非調和比には番号 {1, 2, 3, 4} の入れ替えにより、4次対称群 S4 が作用している。この作

用の核は、クライン群 K (= Z/2⊕ Z/2) であり、商群 S4/K = S3 が非調和比に効果的

に作用している。

実際、6つの一次分数変換

σ1 : λ 7→ 1

λ
, σ2 : λ 7→ 1− λ, σ3 : λ 7→ λ

λ− 1
, τ1 : λ 7→ 1

1− λ
, τ2 : λ 7→ λ− 1

λ

を考えると、これらは合成に関して 3次対称群と同型な群をなすことが確かめられる。
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1 σ1 σ2 σ3 τ1 τ2

σ1 1 τ1 τ2 σ2 σ3

σ2 τ2 1 τ1 σ1 σ2

σ3 τ1 τ2 1 σ3 σ1

τ1 σ3 σ2 σ1 τ2 1

τ2 σ2 σ1 σ3 1 τ1

最後に、上で示した関係式で次節で使うものを、使い易い形に直して注意しておこう。

σj,k:l,i =
σi,j;k,l

σi,j;k,l − 1
, σk,l:i,j = σi,j;k,l, σl,i;j,k =

σi,j;k,l
σi,j;k,l − 1

,

σl,k;j,i = σi,j;k,l, σk,j;i,l =
σi,j;k,l

σi,j;k,l − 1
, σj,i;l,k = σi,j;k,l, σi,l;k,j =

σi,j;k,l
σi,j;k,l − 1

3.2 ホイットニーの例

ft : (R2, 0)→ R (0 < t < 1), ft(x, y) = xy(y − x)(y − tx), と置く。

+

−+−

+

−
+

−

■右同値 ft と fs が C1 右同値であるとする。つまり、ft = fs ◦h となる、C1 微分同

相 h : (R2, 0) → (R2, 0) があったとする。4つのベクトル v1 =
(
1
0

)
, v2 =

(
1
t

)
, v3 =

(
1
1

)
,

v4 =
(
0
1

)
が生成する直線をそれぞれ l1, l2, l3, l4 とする。l1 ∪ l2 ∪ l3 ∪ l4 は線形写像 dh

で保たれ（t を s に変えたものに移る）、ft ≥ 0 なる領域が保たれることも考慮すると、li

の像は次の 4つの場合しかない。

h(l1) h(l2) h(l3) h(l4) 非調和比 h

l1 l2 l3 l4 σ1,2;3,4 向きを保つ

l3 l4 l1 l2 σ3,4;1,2 向きを保つ

l2 l1 l4 l3 σ2,1;4,3 向きを逆転

l4 l3 l2 l1 σ4,3;2,1 向きを逆転

この表に現れた非調和比は全て 1/(1− t)に等しいので t = s を帰結する。

■V 同値 h(f−1
t (0)) = f−1

s (0) となる C1 微分同相 h があったとすると、次の集合は

dh で不変である。

{σ1,2:3,4, σ2,3;4,1, σ3,4,1,2, σ4,1;2,3, σ4,3;2,1, σ3,2;1,4, σ2,1;4,3, σ1,4;3,2}
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σ1,2;3,4 = 1
1−t , σ2,3;4,1 = 1

t よりこの集合は {
1

1−t ,
1
t } であることがわかる。h(x, y) =

(y, y − (1− t)x)/a とすると、

ft ◦h(x, y) = −(t− 1)2a−4xy(y − x)(y − (1− t)x)

となる。a =
√
|t− 1| とおくと ft ◦h = −f1−t.

3.3 ブローアップ

長方形 ABCD において
−→
AB と

−→
CD を同一視して得られる図形をメビウスの帯という。

A

B

D

C?

6

=⇒

B = D

A = C

−→

メビウスの帯から円板 (平面の原点中心の円板)に向かって写像を作ろう。メビウスの帯

の中心線 (長方形の AB の中点と CD の中点を結ぶ線分に対応する円, 図の太線部) を 1

点に潰す写像を考える。これは次のような解釈で理解する事もできる。メビウスの帯を中

心線にハサミをいれて切り開くと次のページ上の中央の図のようなアニュラス (annulus)

と呼ばれる図形になる。アニュラスの内側の円の原点について対称な点を同一視して得

られる図形はメビウスの帯である。アニュラスの内側の円を 1 点に潰すと円板になるの

で, メビウスの帯の中心円を一点に潰す写像ができる。この写像を平面のブローアップと

いう。

P

Q

R

S

⇐⇒
P

Q
R

S

P

Q
R

S

−→

22



■射影直線を用いた説明 (ξ, η) ̸= (0, 0) なる実数の組 (ξ, η) に対し, 関係 ∼ を次で定
める。

(ξ, η) ∼ (ξ′, η′)
def⇐⇒ ∃t ∈ R− {0} s.t. ξ = tξ′, η = tη′.

この同値関係による (ξ, η) の同値類を、記号 [ξ : η] で表し、この同値関係 ∼ による
R2 − {0} の商空間を実射影直線と呼び P 1(R), または 単に P 1 で表す。

P 1 = P 1(R) := R2 − 0/ ∼ .

ここで R2 の原点 (0, 0) を単に 0 と略記している.

定義 3.1. M = {(x, y) × [ξ : η] ∈ R2 × P 1(R) | xη = yξ} とおき, 自然な射影

R2 × P 1(R) → R2 の M への制限を π : M −→ R2, (x, y) × [ξ : η] 7→ (x, y) と書く。

これを平面の原点でのブローアップという. π−1(0) = {0} × P 1 であり、π|M−π−1(0) :

M − π−1(0)→ R2 − {0} は同型となる。

■地図を用いた表示 平面のブローアップで得られた集合 M の部分集合 U , V を次で定

義する。

U = {(x, y)× [ξ, η] ∈ R2 × P 1(R) | xη = yξ, ξ ̸= 0}
V = {(x, y)× [ξ, η] ∈ R2 × P 1(R) | xη = yξ, η ̸= 0}

明らかに M = U ∪ V が成り立つ。次で写像 φ, ϕ を定義するとこれらは全単射である。

φ : U → R2, (x, y)× [ξ, η] 7→ (u, v) =
(
x,
η

ξ

)
ϕ : V → R2, (x, y)× [ξ, η] 7→ (u′, v′) =

( ξ
η
, y
)

このとき

ϕ ◦ φ−1 : R2 ∩ φ(V )→ R2 ∩ ϕ(U), (u, v) 7→ (u′, v′) =
(1
v
, uv
)

は解析的同型写像であることがわかる。

よって M は R2 と同形であるような２つの図形 U (座標を (u, v) とする) と V (座標

を (u′, v′) とする) を次の関係式で貼り合わせて得られる図形であると考える事ができる。

(u′, v′) =
(1
v
, uv
)
.

これをブローアップ M の地図による表示という。

写像 π :M → R2 を (u, v) および (u′, v′) を用いて表すと (x, y) = (u, uv) = (u′v′, v′)

となる。これより平面のブローアップ π :M −→ R2 は解析的写像である事がわかる。
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一般のブローアップ

U を Rn の開集合, f1,...,fk を U 上定義された解析的関数とする. X = {x ∈
U | f1(x) = · · · = fk(x) = 0} とおいて,{

x× [ξ1 : · · · : ξk] ∈ U × P k−1
∣∣ [f1(x) : · · · : fk(x)] = [ξ1 : · · · : ξk], x ̸∈ X

}
のザリスキ閉包を Z とする. このとき自然な写像

π : Z −→ U, (x, ξ) 7→ x

をX を中心とした U のブローアップという。イデアル ⟨f1, . . . , fk⟩を中心としたブロー
アップと言う言い方をすることもある。ザリスキ閉包を取るのは、ザリスキ閉包を取らな

ければ Z が解析空間である保証がないからである。解析空間であることを諦めるのであ

れば普通の閉包を考えて悪いわけではない。

Rn の原点ブローアップは x1, ..., xn の生成するイデアルを中心としたブローアップで

ある.

3.4 ブロー解析同値

まず、郭子加による観察を紹介しよう。

観察 ホイットニーの例 ft(x, y) = xy(y−x)(y− tx), t > 2, とブローアップ π :M → R2

を合成すると解析的自明な族になる。この解析的自明性は (R2, 0) の位相自明性を誘導

する。

即ち E = π−1(0) と置くとき、実解析的同型 Ht : (M,E) → (M,E), 位相同型

ht : (R2, 0)→ (R2, 0) が存在して次の可換図式を満たす。

(M,E)

?Ht

(M,E) -π

-π (R2, 0)

?ht
(R2, 0) -ft

-f2 R

R

この事実を、証明しよう。F (x, y, t) = ft(x, y) と置く。

ξ = −
∂F
∂t(

∂F
∂x

)2
+
(
∂F
∂y

)2(∂F∂x ∂

∂x
+
∂F

∂y

∂

∂y

)
+
∂

∂t

と置けば、 ξF ≡ 0 であり、ξ は π によって実解析的ベクトル場に持ち上がる。ξ の積分

が ht を与える。なぜならば、(x, y) = (u, uv) とすると

∂

∂u
=

∂

∂x
+ v

∂

∂y
,

∂

∂v
= u

∂

∂y
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であり、次を得る。

u
∂

∂x
= u

∂

∂u
− v ∂

∂v
, u

∂

∂y
=

∂

∂v

このことは、ξ がM × {t ≥ 2}上の実解析的ベクトル場に持ち上がることを示している。
∂
∂u の係数に u があるので、E (u = 0) 上、この持ち上げは E に接していることもわ

かる。

定義 3.2. 写像 f : M → N が点 x ∈ M でブロー解析的であるとは、x の近傍 U と U

の非特異中心のブローアップの有限個の合成 π̃ : Ũ → U が存在して、合成 f ◦π̃ が実解

析的写像に拡張される時を言う。各点でブロー解析的である写像を、単にブロー解析的写

像であるという。

定義 3.3. 実解析関数 f, g : (Rn, 0)→ (R, 0) がブロー解析同値であるとは、f ◦g = h と

なる同相写像芽 h : (Rn, 0) → (Rn, 0) で h, h−1 が共にブロー解析的となるものが存在

するときをいう。

次で定まる写像は、原点に連続には拡張されないが、原点ブローアップすれば連続に拡

張される。

R2 → R, (x, y) 7→


xy

x2 + y2
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

この事は、連続でない写像に対してもブロー解析的写像の概念が意味を持つことを示唆し

ている。

• f(x, y) = x2y

x4 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0), と置くと、 f は原点に連続に拡張可能ではな

いが、f(0, 0) = 0 と定めればすべての方向微分は存在する。この関数はブロー解

析的である。

• f(x, y) = xy(x2 − y2)
x2 + y2

, (x, y) ̸= (0, 0), と置くと、 f は原点に連続に拡張可能で

(f(0, 0) = 0)あるが偏微分の順序は交換可能でない。

∂2f

∂x∂y
(0, 0) ̸= ∂2f

∂y∂x
(0, 0).

この関数はブロー解析的である。

• 関数 f(x, y) =
√
x4 + y4 はブロー解析的である。

• z3 + (x2 + y2)z + x3 の解 z = g(x, y) もブロー解析的である。実際、カルダノの
公式を適用すれば

g(x, y) = −21/3(x2 + y2)

h(x, y)
+

h(x, y)

3 · 21/3
, h(x, y) =

(
−27x3 +

√
729x6 + 108(x2 + y2)3

) 1
3
,

となり、g は原点ブローアップで解析写像になることがわかる。
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4 実代数的構成可能集合の不変量

4.1 位相空間論から

位相空間がネーター的であるとは、任意の閉集合の減少列が定常化する時を言う。即

ち、閉部分集合の減少列

X1 ⊃ X2 ⊃ X3 ⊃ · · · ⊃ Xk ⊃ Xk+1 ⊃ · · ·

があったら、ある番号から先は等号になる時を言う。

Rn のザリスキ位相はネーター位相空間の典型的な例である。

位相空間 X が既約であるとは、空でない 2つ以上の閉集合の和集合として書けない時

を言う。即ち次が成り立つ位相空間の事である。

X = X1 ∪X2 Xi は閉集合 =⇒ X = X1または X = X2

位相空間の部分集合が既約であるとは、部分位相空間として既約であるときを言う。X

内の極大な既約部分集合を X の既約成分という。

補題 4.1. X の既約成分は閉集合である。

証明. Z を既約成分とする。Z = Z1∪Z2, Zi は閉集合、とすると Z = (Z1∩Z)∪(Z2∩Z)
である。Z は既約なので Z = Z1∩Z または Z = Z2∩Z つまり Z ⊂ Z1 または Z ⊂ Z2.

よって Z ⊂ Z1 または Z ⊂ Z2

ネーター位相空間の部分空間はネーター位相空間である。

補題 4.2. ネーター位相空間は有限個の既約成分を持つ。

証明. X の閉部分集合で無限個の既約成分を持つもの全体を A とする。A が空でないと

すると A の極小元が存在する。極小元を Z とすると Z は既約でないので Z は Z より真

に小さい閉部分集合 Z ′, Z ′′ の和集合として表せる。Z ′, Z ′′ は有限個の既約成分の和集

合であるから Z はそれらの和集合として表せ、無駄な成分を省くと、Z を有限個の既約

成分の和として表せる。

ネーター的位相空間 X については、クルル次元の概念を定義することが出来る。すな

わち、既約な閉集合の減少列の長さの最大値を X のクルル次元という。ここで既約閉部

分集合の減少列
X0 ⫌ X1 ⫌ X2 ⫌ · · · ⫌ Xk

に対し、その長さを k と定める。
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ネーター位相空間 X の部分集合 C が構成可能集合であるとは、開集合の差の有限個の

和集合として表せるときを言う。閉包の中で開集合となる集合と言っても同値である。

4.2 弧対称集合

次の形の集合の有限個の和集合を半代数的集合という。

{x ∈ Rn : P (x) = 0, Q1(x) > 0, . . . , Qk(x) > 0}, P (x), Qi(x) ∈ R[x]

写像が半代数的とは、そのグラフが半代数的な部分集合であるときを言う。

実解析的多様体 M の部分集合 X X が弧対称集合であるとは、任意の解析的写像

γ : (−1, 1)→M が次の条件をみたす時を言う。

γ
(
(−1, 0]

)
⊂ X =⇒ ∃ε > 0 γ

(
[0, ε)

)
⊂ X

補題 4.3. Rn の連結解析的多様体 Γ と、半代数的弧対称集合 E に対し、Γ ⊂ E でなけ
れば dim(Γ ∩ E) < dimΓ

証明. dimΓ = dim(Γ ∩ E) とすると、U = IntΓ(Γ ∩ E) は空集合でない。U が Γ の中

で閉集合であれば、Γ の連結性より、U = Γ となり、Γ ⊂ E を得る。従って、U が Γ の

中で閉集合であることを示せばよい。a ∈ U ∩ Γ とする。Γ を Rk ⊂ Rn, k = dimΓ, の

中の開球 B(a, r) としてよい。b ∈ U ∩ B(a, r) をとり、b を通る弦 C を取る。弦の開部

分は U 内にあり、U ⊂ E であるので、C ⊂ E であり、(B(a, r) は無限個の弦で覆われ

るので) B(a, r) ⊂ E となる。つまり、a の Γ内でのある近傍は E に含まれる。よって

a ∈ U . これは U が Γ内で閉集合であることを意味する。

定理 4.4. 半代数的孤対称集合全体を閉集合全体として、代数的多様体 M にネーター位

相空間の構造が定まる。

証明. 位相空間であることは、易しい。ネーター的であることは前補題の帰結である。

ブロー解析的写像のグラフは弧対称集合である。代数的集合や、解析的集合は弧対称集

合である。ブロー解析的写像のグラフで、解析的集合でないものが存在するので、弧対称

集合は代数的集合や解析的集合より、広いクラスとなる。

X ⊂ Pn(R) が AS 集合であるとは、γ : (−1, 1) → P (R) が次の条件をみたす時を
言う。

γ
(
(−1, 0)

)
⊂ X =⇒ ∃ε > 0 γ

(
(0, ε)

)
⊂ X

X
AS
で、弧対称集合を閉集合として Pn(R) に定まるネーター位相に関する X の閉包を

表す。
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4.3 仮想ポアンカレ多項式

半代数的な AS 集合 X に対し、次の性質を満たす仮想ポアンカレ多項式 β(X) が定

まる。

• β は加法的
• β は乗法的
• AS 同型な X と Y に対し、β(X) = β(Y )

• deg β(X) = dimX

• β(X) の最高次の係数は X の AS 既約成分の個数に等しい。

X がコンパクト非特異多様体なら β(X) は Z2 係数のホモロジーのポアンカレ級数に一

致する。

証明には次の定理 ([?, Theorem 2.3])が本質的である。

定理 4.5. コンパクト非特異代数多様体の連結成分 A に対し可換群に値を持つ量 χ(A)

が定まっているとする。χ が次の条件を満たせば、χ は AS 集合全体に加法的不変量と
して拡張される。

• χ(∅) = 0

• コンパクト代数多様体の連結成分 A, B が AS 同型ならば χ(A) = χ(B)

• 実代数的多様体 X の非特異部分多様体 C によるブローアップを σ : X̃ → X と

する。A を X の連結成分とする時

χ(σ−1(A))− χ(σ−1(A ∩ C)) = χ(A)− χ(A ∩ C)

Z2 係数のホモロジーのポアンカレ級数が上の性質を満たすことを確認すれば、仮想ポ

アンカレ級数の存在は証明されたことになる。ここでは、最後のブローアップに関する

性質を確認しよう。π : X̃ → X を X の非特異多様体 C を中心とするブローアップとし

E = π−1(C) を例外集合とする。次の完全列があることを示す。

0→ Hk(E;Z2)→ Hk(C;Z2)⊕Hk(X̃;Z2)→ Hk(X,Z2)→ 0

まず、対 (X,C), (X̃, E) の長完全列のなす次の可換図式を考える

→ Hk(E) → Hk(X̃) → Hk((X̃ \ E))→ Hk−1(E) →
↓ ↓ ↓

→ Hk(C) → Hk(X) → Hk((X \ C))→ Hk−1(C) →
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ここで Hk((X,C)) は閉台をもつ無限鎖のホモロジーであり、Borel-Moore ホモロジー

とも呼ばれるものである。また Hk(X,C) = Hk((X \C)), Hk(X̃, E) = Hk((X̃ \E)) で

ある事実を使っている。この図式を追跡すると、次が完全であることがわかる。

→ Hk(E;Z2)→ Hk(C;Z2)⊕Hk(X̃;Z2)→ Hk(X,Z2)→

ポアンカレ双対の与える同型を D と書けば、次の図式がある。

Hk(X̃) →
π∗

Hn−k(X̃)

↑D
Hk(X)

←
π∗

Hn−k(X)

↑D

任意の β ∈ Hn−k(X) に対し、可換性 D(β) = π∗(Dπ
∗(β)) が成立する。（任意の

α ∈ Hk(X̃) に対し、D−1(α) = π∗(D−1π∗(α)) なる可換性は成立しない事に注意。例え

ばX を曲面とし 1点ブローアップを考えれば、例外集合 E の表すサイクルは 0ではない

が、その π∗ による像は 0になる。）この図式を追跡すれば Hk(X̃)→ Hk(X) が全射であ

ることがわかるので証明を終わる。

実代数多様体のなす圏を VarR で表し、そのグロタンディーク環を K0(VarR) と書く。

グロタンディーク環とは、実代数多様体 X に対し記号 [X] を割り当て、次の関係式で

割ったものである。

• X と X ′ が同型なら [X] = [X ′]

• Y が X の閉集合なら [X] = [X \ Y ] + [Y ]

• [X] · [Y ] = [X × Y ].

L = [R] と書く習慣である。L は Lefschetz に由来すると言われている。グロタンディー

ク環では、いろいろな計算をすることができるが、そこでの心配は、得られた公式が自明

な関係式となっていない事の判定が、容易でない時がある事*2である。例えば K0(VarR)

は整域でない。また、自然な写像

β : K0(VarR)→ Z[u], [X]→ β(X)

があるが、グロタンディーク環の構造がよくわかっていないので、上の写像の核の構造

は、よくわかっていない。

例 4.6. まず 1点の仮想ポアンカレ多項式は 1である。実射影空間 Pn について

β(Pn) = un + un−1 + · · ·+ u+ 1

*2 半代数的集合のグロタンディーク環は Z/2Z と同型であることが知られている。
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特に、β(P 1) = u+ 1. P 1 = R ⊔ {∞} より β(R) = u. よって、Rn の仮想ポアンカレ級

数は次のようにわかる。
β(Rn) = β(R)n = un

n次元球面 Sn は Rn に無限遠点を付加したものだから、次を得る。

β(Sn) = β(Rn) + 1 = un + 1

注意 4.7. 2重被覆 S1 → P 1 があるが β(S1) = u+1 = β(P 1) である。これは位相空間

としての同型
S1 \ {0,∞} ≃ R× {0, 1}

は、実代数多様体（または AS 集合）としての同型にはなり得ないからである。

例 4.8. X1 = S1, Xk = Xk ∨ S1 のとき、β(Xk) = ku+ 1

β(Xk+1) = β(Xk) + β(S1)− 1 = (ku+ 1) + (u+ 1)− 1 = (k + 1)u+ 1

S1 に 2(k − 1) 個の点 p1, . . . , pk−1, q1, . . . , qk−1 を取り pi を qi と同一視して得られる

空間を Yk とすると

β(Yk) = β(S1)− 2(k − 1) + k − 1 = u− k + 2.

χ(Xk) = 1− k = χ(Yk) なので、β は代数多様体の位相構造ではなく、AS 集合としての
構造を反映して決まることがわかる。

例 4.9. W = {(x, y, z) ∈ R3 : x2z = y2} と置くと、β(W ) = u2 なぜなら z 軸を Z と

書くと、(x, y) 7→ (x, y, y2/x2) は R∗ ×R から W \Z への AS 集合としての同型を定め
る。よって

β(W )− β(Z) = β(R∗ × R)

となり結果を得る。

注意 4.10. 参考のため、McCrory と Parusiński による仮想ポアンカレ級数の解釈を述

べておく。、等式と、高々 p 個の不等式で定義される代数的鎖の生成する閉台を持つ Z2

鎖のなす鎖群を G−k+pCk((X)) と書く。フィルトレーション

0 ⊂ F−kCk((X)) ⊂ F−k+1Ck((X)) ⊂ F−k+2Ck((X)) ⊂ · · · ⊂ F0Ck((X)) = Ck((X))

のなす複体を考える。すると次が成り立つ。

β(X) =
∑
p,q

(−1)p
(
dimHp+q(F−(p+q)+pC∗((X))/F−(p+q)+p−1C∗((X)))

)
uq
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上のフィルトレーションのつくるスペクトル系列 Er
p,q を考える。

E0
p,q = FpCp+q((X))/Fp−1Cp+q((X)), E1

p,q = Hp+q(FpC∗((X))/Fp−1C∗((X)))

であり、FpHn((X)) = Im{Hn(FpC∗((X)))→ Hn((X))} とおくと次が成り立つ。

E∞
p,q = FpHp+q((X))/Fp+1Hp+q((X)) =⇒ Hp+q((X))

よって、β(X) で u = −1 と置けば、閉台を持つ鎖群のホモロジー（ボレル=ムーアホモ

ロジー）のオイラー数となることがわかる。

4.4 弧解析的写像

Rn の部分集合 X が半解析的集合であるとは X の各点に対しその近傍 U が存在し、

X ∩ U が次の形の集合の有限個の和集合で書ける時をいう。

{x ∈ U : P (x) = 0, Q1(x) > 0, . . . , Qk(x) > 0}, P (x), Qi(x) ∈ O(U)

但し O(U) は U 上の解析関数のなす環である。

Rn の部分集合X が劣解析的集合であるとはX の各点に対し近傍 U が存在し、X ∩U
が相対コンパクトな半解析的集合の射影像となる時を言う。

定理 4.11. 劣解析的な弧解析関数は連続である。

証明. 局所的な問題であるから、局所コンパクトな開近傍が定義域であるとして示せば十

分である。定義域を U とし、有限分割 U =
∪

iXi を次を満たすように取る。

• Xi は解析的多様体

• Xi \Xi は幾つかの Xj の和集合

• f |Xi は解析的

f が連続であることを示すには、Xj ⊂ Xi ならば f(Xj) ⊂ f(Xi)を示せば十分。x0 ∈ Xj

に対し、解析写像 γ : (−1, 1) → U を γ(0) = x0, γ
(
(0, 1)

)
⊂ Xi を満たすように取る。

f ◦γ
(
(0, 1)

)
⊂ f(Xi) で f ◦γ は解析的なので f(x0) = f ◦γ(0) ∈ f(Xi).

定理 4.12. 半代数的な弧解析的関数はブロー解析的である。

代数多様体の開集合を非特異解析的部分多様体を中心としてブローアップして、それ

が、元の代数多様体全体に延長されるかどうかを考えよう。開集合内の解析多様体で解析

空間に延長しないものが存在する（螺線など）ので、一般にはブローアップは全体に延長

しないと考えるのが自然である。非特異代数多様体中心のブローアップではこの問題は発
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生しない。開集合内の非特異代数多様体は特異点を持つかもしれないが大域的な代数的多

様体に延長されるからである。

定義 4.13. U を実解析多様体 M の開集合 ι : U → M を包含写像とする。U の非特異

多様体中心のブローアップ Ũ → U と、包含写像 ιとの合成を局所ブローアップという。

有限回の局所ブローアップの合成で解析的になる関数を局所ブロー解析的であるという。

定理 4.12は次の定理の証明の帰結である。

定理 4.14. 劣解析的な弧解析的関数は局所ブロー解析的である。

この定理の証明のために広中による次の定理を引用する。

定理 4.15 (直線形化定理). U を Rn の開集合とし連続な劣解析的関数 f : U → R に対
して、次を満たす Ψ = {ϕα = σα ◦ψα} が存在する。

1. ϕα :Wα → Rn, Wα はユークリッド空間 Rn に同型で ϕα(Wα) ⊂ U
2. σα : Vα → U は非特異中心の局所ブローアップの有限回の合成

3. ψα : Wα → Vα は適当な座標に関して ψα(x) = (ε1x
r1
1 , . . . , εnx

rn
n ), εi = ±1,

ri ∈ N と書ける。また εi の符号を変えたものは Ψ に含まれる。

4. Ψ は局所有限、即ち任意の p ∈ U に対し p ∈ Imϕα となる、α は有限個。

5. Wα のコンパクト部分集合Kα が存在して
∪

α ϕα(Kα) は U の近傍

6. f ◦ϕα は恒等的に 0でなければ単項式

定理 4.14の証明. 劣解析的な弧解析写像 f : U → Rに対して、その直線形化Ψ = {ϕα =

σα ◦ψα} をとる。αを固定し、σ = σα, ψ = ψα と書く。h = f ◦σ は弧解析的で h ◦ψ は

正規交差（単項式）であり、特に解析的である。実は hが解析的であることを示す。

h ◦ψ(y) =
∑

aβy
β

と書くと、各象限 H{εi} = {x ∈ Rn, εixi ≥ 0, ı = 1, . . . , n} 上

h(x) =
∑

aβ

n∏
i=1

(εixi)
β/ri

β0 を、aβ
0 ̸= 0 かつある β0

i が ri で割れないように取る。εj · cj ≥ 0 なるように cj

(j ̸= i) を取れば、
γ(t) = h(c1, . . . , ci−1, t, ci+1, . . . , cn)

はピューズー級数の β0
i /ri の係数が 0でなく h が弧解析的であることに反する。よって

h は各象限で解析的でなければならず、解析性は各象限の小近傍上に延長する。弧解析性

より h = hα は Vα 上大域的な解析関数を定義している。
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5 弧空間の解析

5.1 弧空間

弧対称集合 X とその弧対称部分集合 Y に対し弧空間 L(X), L(X,Y ) を次で定める。

L(X) ={α : (R, 0)→ X,実解析的 }
L(X,Y ) ={α : (R, 0)→ (X,Y ),実解析的 }

α(0) ∈ X での k ジェットを取ることで誘導される写像を

pk : L(X)→ Jk(1, n), α 7→ jkα(0)

で表す。弧解析的写像 h : X̃ → X があれば、誘導された写像

h∗ : L(X̃)→ L(X), α 7→ α ◦h

が存在する。h が解析的ならば、h∗,k : Jk(1, n) 7→ Jk(1, n) を jkα(0) 7→ jk(h∗α)(0) の

定める写像とすれば pk(h∗α) = h∗,k(pk(α)) が成り立つ。

同様に、弧解析的写像 h : (X̃, Ỹ ) → (X,Y ) (h(Ỹ ) ⊂ Y を満たす弧解析的写像

h : X̃ → X) があれば、誘導された写像

h∗ : L(X̃, Ỹ )→ L(X,Y ), α 7→ α ◦h

が存在する。

定義 5.1. 1. 弧解析写像 h : X̃ → X が解析弧の持ち上げ性質を満たすとは、任意の

α ∈ L(X)に対して、h∗α̃ = α を満たす α̃ ∈ L(X̃) が存在する時を言う。

2. 実解析多様体間の弧解析写像 h : X̃ → X が一般解析弧の持ち上げの一意性を

満たすとは、次を満たす X の測度 0 の集合 Z が存在するときをいう。任意の

α̃, β̃ ∈ L(X̃) に対して、

α = h∗α̃ = h∗β̃, (Imα, α(0)) ̸⊂ (Z,α(0)) =⇒ α̃ = β̃.

3. 上述の 2性質を満たすとき、h : X̃ → X は一般解析弧の一意持ち上げ性質を満た

すとは、

例 5.2. Rn の非特異多様体 Z 中心のブローアップ π : M → Rn は上の性質を満たす。

実際 Rn の任意の弧 α は M に持ち上げ可能であり、α が Z に入らなければその持ち上

げは一意である。
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5.2 解析写像の誘導する弧空間の写像のファイバー

本節では 実解析多様体間の解析写像 h : M → N は一般解析弧の持ち上げの一意性を

満たすと仮定する。h のヤコビ行列を Jh(x) と書き、Be を次で定める。

Be = Be(h) = {α ∈ L(M) : ordα det Jh = e}

定理 5.3. k ≥ 2e ならば pk(Be) → h∗,k(pkBe) は AS 集合の意味で区分的に自明な Re

ファイブレション。即ち、h∗,k(pkBe) の有限個の AS 集合への分割 h∗,k(pkBe) = ⊔qYq
と AS 集合としての同型 ϕq : pk(Be) ∩ h−1

∗,k(Yq) → Yq × Re が存在し、次の可換図式を

満たす。

pk(Be) ∩ h−1
∗,k(Yq)

-ϕq Yq × Re

sh∗,k ?射影
Yq

正定値対称行列 tJh(x)Jh(x) の固有値の平方根を σi(x) と書く。まず次に注意する。

e =
n∑

i=1

ordα σi

Im(h ◦α) ̸⊂ Z なる α ∈ L(M) に対し、次を示す。

h−1
∗,k(pk(h(α(t)))) = Re1+···+en , ei = ordα σi.

但し k ≥ 2emax, emax = max{e1, . . . , en}.
h(α(t)) + tk+1v ⊂ h(Rn)を満たす任意の v ∈ R[[t]]p に対し次の方程式を考える。

h(α(t) + u)− h(α(t)) = tk+1v. (5.1)

テイラーの定理より

h(α(t) + u)− h(α(t)) = Ju+R(t, u) J = Jh(α(t)), R(t, u) = O(|u|2)

次を満たす U = (u1, . . . , un) ∈ SO(n) が存在する。

tJJ = UΣ2tU, Σ =


σ1(α(t)) 0 · · · 0

0 σ2(α(t))
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 σn(α(t))

 ,

U = (u1, . . . , un) と書くと

Jui · Juj = t(Jui)(Juj) =
tui(

tJJ)uj =
tuiσ

2
juj = σ2

j (ui · uj)
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なので Ju1, . . . , Jun は直交基底をなす。∥Jui∥ = σi なので V = (Ju1

σ1
, . . . , Jun

σn
) と置く

と V ∈ SO(n) で JU = V Σ. ū = tUu, R̄(t, ū) = tV R(t, u) と書くと

tV [h(α(t) + Uū)− h(α(t))] = Σū+ R̄(t, ū), R̄(t, ū) = O(|ū|2)

となるので、v̄ = tV v, と置けば

tk+1v̄j = tej σ̄j(t)ūj + R̄j(t, ū), j = 1, . . . , n, (5.2)

R(t, tk−e+1ū) = t2k−2e+2R̄[e](t, ū) となる解析関数 R̄[e](t, ū) があることに注意する。

さて、(5.1) で u を tk−e+1u で置き換えると

h(α(t) + tk−e+1u)− h(α(t)) = tk+1v (5.3)

なので方程式 (5.2) は

tk+1v̄j =t
ej σ̄j(t)t

k−e+1ūj + R̄j(t, t
k−e+1ū), j = 1, . . . , n,

となるので、次の方程式を得る。

te−ei v̄j =σ̄j(t)ūj + tk−e−ei+1R̄
[e]
j (t, tk−e+1ū), j = 1, . . . , n. (5.4)

k ≥ 2e, e ≥ emax のとき、陰関数定理よりこの方程式は (t, v̄1, . . . , v̄n) = (0, 0, . . . , 0)の

近傍で唯一つの解 ū = ū(t, v̄1, . . . , v̄n) を持つ。

補題 5.4. k ≥ 2e, e ≥ emax のとき、h ◦α(t) が Z に含まれないならば、

(a) h(α1(t)) ≡ h(α2(t)) mod tk+1 ならば α1(t) ≡ α2(t) mod tk−e+1.

(b) h−1
∗,k(pk(h(α(t)))) = Re1+···+en .

証明. (a): h(α1(t)) ≡ h(α2(t)) mod tk+1 と仮定する。すると h(α2(t)) = h(α1(t)) +

tk+1v を満たす v が存在する。上述の議論より次を満たす u が存在する。

h(α1(t) + tk−e+1u) = h(α1(t)) + tk+1v = h(α2(t)).

h(α2(t)) の h によるリフトの一意性より α1(t) + tk−e+1u = α2(t) であり α1(t) ≡
α2(t) mod tk−e+1.

(b): まず次に注意する。

h−1
∗,k(pk(f(α(t)))) = {α(t) + tk−e+1u mod tk+1 : u ∈ R[[t]]n, Ju ≡ 0 mod te}

ū = ū0 + ū1t+ · · ·+ ūe−1t
e−1, ui ∈ Rn, とおくと Ju ≡ 0 mod te は Σū ≡ 0 mod te と

同値。すなわち、tei σ̄iūjitj ≡ 0 mod te, よって

ūji = 0, j = 0, 1, · · · , e− ei − 1

となるので結果を得る。
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5.3 モチーフ測度

グロタンディーク環 K0(VarR) を、L の冪の作る乗法系で局所化して得られる分数環
M = K0(VarR)[L−1] を考える。さらに F qM = ⟨[X]L−i : dimX − i ≤ −q⟩ と置いて、
フィルター

· · · ⊃ F−2M⊃ F−1M⊃ F 0M⊃ F 1M⊃ F 2M⊃ · · ·

を考え、次の次元による完備化と呼ばれる操作を考える。

M̂ = lim←−
q

M/F qM

• K0(VarR) は整域でない。 ([?]).

• K0(VarR)→M は単射かどうか不明 (単射でないと想定している人が多い)。

• M → M̂ は単射かどうか不明。

• 仮想ポアンカレ級数を取る写像 β : K0(VarR)→ Z[u], [X] 7→ β(X), は K0(VarR)

の M̂ への像を経由する写像に分解する。

pm(A)(m ≫ 1) が構成可能集合になるような L(X) の部分集合 A を安定であるという。

言い換えると A = p−1
m (pm(A)) であり

pm+1
m : pm+1(A)→ pm(A)

は Rn をファイバーとする部分自明なファイブレーションである。

L(X) の部分集合 B が可測であるとは任意の正整数 q に対し安定集合 Cq と [Cq,i] ∈
F qM (i.e. dimCq,i ≤ −q) を満たす Cq,i (i ∈ N) が存在して

(B − Cq) ∪ (Cq −B) ⊂
∪
i∈N

Cq,i

となる時を言う。可測集合 B に対し、その測度 µ(B) を次で定める。

µ(B) = lim
q→∞

µ(Cq).

定理 5.5 ([?, Proposition 6.3.2]). n 次元代数多様体 X とその部分代数多様体 Y をと

る。(X,Y ) の特異点解消 h : X̃ → X を取ると

µL(X)(p
−1
0 (Y )) = L−n

∑
J

[E◦
J ∩ h−1(Y )]

∏
i∈J

L− 1

Lνi − 1
.

但し h の例外集合は正規交差とし、その既約分解を ∪j∈JEj と書いた時、(det Jh)0 =∑
i∈J(νi − 1)E◦

i としている。
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問題 5.6. (1) 実代数多様体間の半代数的同相写像 f : X → X ′ が双弧解析的ならば、

f は L(X) と L(X ′) の間に全単射を誘導する。このとき µ(L(X)) = µ(L(X ′)) か？も

し f が双リプシッツならば、f は pk(L(X)) と pk(L(X ′)) の間の写像を誘導するので

µ(L(X)) = µ(L(X ′)) を得る。

(2) 半代数的同相写像 (X,Y )→ (X ′, Y ′) があるとする。もし f が双弧解析的ならば、次

が成り立つか？

µL(X)(L(X,Y )) = µL(X′)(L(X ′, Y ′)), µL(Y )(L(Y )) = µL(Y ′)(L(Y ′))?

例 5.7. µ(L(Rn, 0)) = L−n.

R3 内で x2z = y2 で定義される代数多様体を X とすると、µ(L(X, 0)) = L−2.

R3 内で x2 + y2 = z2 で定義される代数多様体を Y とすると、µ(L(Y, 0)) = L−2.

5.4 モチーフ的ゼータ関数

解析関数 f : (Rn, 0)→ (R, 0) に対して

Ak(f) :={α ∈ L(Rn, 0) : f(α(t)) = ctk + · · · , c ̸= 0}

A+
k (f) :={α ∈ L(R

n, 0) : f(α(t)) = tk + · · · }

A−
k (f) :={α ∈ L(R

n, 0) : f(α(t)) = −tk + · · · }

とおく。これらの集合は、Jk(1, n)のある代数的集合 Ak, A
+
k , A

−
k が存在して

Ak(f) = p−1
k (Ak), A+

k (f) = p−1
k (A+

k ), A−
k (f) = p−1

k (A−
k ),

と書くことが出来る。一般に、L(Rn, 0) の部分集合 A が、A = p−1
k (A), 但し A は

Jk(1, n) = Rkn のある構成可能部分集合、と書けるとき、A のモチーフ測度 [A] を

[A] = [A]

[Jk(1, n)]
=

[A]

Lnk

で定める。モチーフ測度はジェット空間 Jk(1, n) に占める A の割合であるから弧空間

L(Rn, 0) に占める A の割合と考えることが出来る。
モチーフ的ゼータ関数を次で定義する。

Z(f) :=
∑
k≥1

[Ak(f)]t
k Z±(f) :=

∑
k≥1

[A±
k (f)]t

k

上の定義で L を u に代えたものを仮想ポアンカレ多項式ゼータ関数と呼ぶ。混乱を招く

ことは殆ど無いので、同じ記号で表す事にする。

Z(f) :=
∑
k≥1

β(Ak(f))

unk
tk Z±(f) :=

∑
k≥1

β(A±
k (f))

unk
tk

37



例 5.8. f : (R, 0)→ (R, 0), x 7→ xd

[Ak(f)] =

{
(L− 1)La if k = ad

0 if d ∤ k

Z(f) =
(L− 1)td/L
1− td/L

f が代数的であれば、即ちある代数方程式の解であれば、仮想ポアンカレ多項式ゼータ

関数 Z(f) 及び Z±(f) はブローナッシュ不変量であることを示すのが本節の目的である。

まず、関数 f : (Rn, 0)→ (R, 0) に対して次を満たす π を取る。

1. π :M → Rn は一般解析弧の一意持ち上げ性質を満たす。

2. M の各点の近傍である座標系 y = (y1, . . . , yn) が存在して f ◦π および π のヤコ

ビ行列式 det dπ は 局所的に y の単項式と単元の積に書ける。

3. π は f の零点集合以外を変えない。

このような、π の存在は自明でないが、特異点解消定理により非特異中心のブローアップ

の合成によりいつでもこのような π が存在することが知られている。この時、

(f ◦π)0 =
∑
j∈J

mjEj , (det dπ)0 =
∑
j∈J

(νj − 1)Ej

と書くことが出来る。ここで Ej は局所的には上に現れたある座標 yi の零点として定義

されるM の非特異因子である。I ⊂ J に対し、次で E◦
I を定める。

E◦
I =

∩
i∈I

Ei \
∪
j ̸∈I

Ej

補題 5.9. π が f の零点集合の補集合で同型であれば、次が成り立つ。

#{e ∈ Z : π−1
∗ (Ak(f)) ∩ Be ̸= ∅} <∞.

証明. まず π−1
∗ (Ak(f)) =

⊔
I Ak(f,E

◦
I ) に注意する。ここで

Ak(f,E
◦
I ) := π−1

∗ (Ak(f)) ∩ L(M,E◦
I ).

仮定より νi > 1 ならば mi > 0. ji = ordEi
γ, c = max

{
νi−1
mi

: i ∈ I
}
と置く。すると

ordγ dπ =
∑
i∈I

(νi − 1)ji ≤
∑
i∈I

νi − 1

mi
miji ≤ c

∑
i∈I

miji = ck.

これより max{e ∈ Z : Ak(f,E
◦
I ) ∩ Be ̸= ∅} ≤ ck, となり証明を終わる。
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定理 5.10. ϕ(λ) = λ/(1− λ) = λ+ λ2 + λ3 + · · · とおくとき

Zf (t) =
∑
I ̸=∅

β(E◦
I )(u− 1)#I

∏
i∈I

ϕ
( tmi

uνi

)
証明. 非負整数の組 j = (ji)i∈J に対し、

Bj = {α ∈ L(M) : ordEi α = ji}

と置く。但し、ordEi
α = 0 とは α(0) ̸∈ Ei の事とする。⟨m, j⟩ :=

∑
i∈I miji, |j| =

{i : ji > 0} と置く。

pk(Ak(f)) =
⊔

j:⟨m,j⟩=k, π(E◦
|j|)=0

π∗,k(pk(Bj))

k ≥ max{ji} とすると、自然な射影 pk(Bj)→ E◦
|j| のファイバーは∏

i∈I

(R∗ × Rk−ji)× (Rk)n−#|j| ≃ (R∗)#|j| × Rnk−
∑

i∈|j| ji ,

である。従って、

β(pk(Bj)) = β(E◦
|j|)(u− 1)#|j|

∑
j∈A(k,e)

unk−
∑

i∈J∗ ji ,

但し A(k, e) := {j : ⟨m, j⟩ = k, ⟨ν′, j⟩ = e, π(E|j|) = 0}, ν′ = (νi − 1)i∈I . ここで f

が代数的であることから、π を代数的に取ることが出来、E|j| は代数的構成可能集合であ

り、β(E|j|) を考えることが出来る。よって

Zf (t) =
∑
k≥1

β(pk(Ak(f)))
( t

un

)k
=
∑
k≥1

∑
e≥1

∑
j∈A(k,e)

β(π∗,k(pk(Bj)))
( t

un

)k
=
∑
k≥1

∑
e≥1

∑
j∈A(k,e)

β(pk(Bj))
ue

( t

un

)k
(定理 5.3)

=
∑
k≥1

∑
e≥1

∑
j∈A(k,e)

β(E◦
|j|)(u− 1)#|j|u

nk−
∑

i∈I ji

ue

( t

un

)k
=
∑
k≥1

∑
e≥1

∑
j∈A(k,e)

β(E∗
|j|)(u− 1)#|j| tk

ue+
∑

i∈I ji

=
∑

I:π(EI)=0

β(E◦
I )(u− 1)#I

∑
j:|j|=I

∏
i∈I

( tmi

uνi

)ji
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=
∑

I:π(EI)=0

β(E◦
I )(u− 1)|I|

∏
i∈I

ϕ
( tmi

uνi

)
,

となり証明を終わる。

5.5 ニュートン図形を用いた弧空間の計算

a = (a1, . . . , an) に対し La を次で定める。

La = {α ∈ L(Rn, 0) : ordxi ◦α = ai if i ∈ I(a), xi ◦α ≡ 0 if i ̸∈ I(a)}

但し I(a) = {i : ai > 0}. 　 m が amax = max{a1, . . . , an} ならば pm(La) は

Rm|I(a)|−
∑

i ai × (R∗)|I(a)| と同型である。但し |I(a)| は I(a) の個数。s(a) = ∑n
i=1 ai,

とおくと

[pm(La)] = Lm|I(a)|−
∑

i ai(L− 1)|I(a)| = (L− 1)|I(a)|Lm|I(a)|−s(a)

であるので、次を得る。

[La] = lim
m→∞

[pm(La)]

Lmn
=

{
(L− 1)nL−s(a) if |I(a)| = n,

0 if |I(a)| < n.

補題 5.11. f が非退化の時

[La ∩ Ak(f)] =


0 if mf (a) > k,(
(L− 1)n − [Xγ(a)]

)
L−s(a) if mf (a) = k,

(L− 1) [Xγ(a)]L−s(a)−k+mf (a) if mf (a) < k.

[La ∩ A±
k (f)] =


0 if mf (a) > k,

[X±
γ(a)]L

−s(a) if mf (a) = k,

[Xγ(a)]L−s(a)−k+mf (a) if mf (a) < k.

証明. ϕ(t) = (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)), ϕi(0) ̸= 0, として

α(t) = (ta1ϕ1(t), . . . , t
anϕn(t)),

を考える。f のテイラー展開 ∑
ν cνx

ν に対し、

f(α(t)) =
∑

ν∈Nn

cν(t
a1ϕ1(t))

ν1 · · · (tanϕn(t))
νn =

∑
ν∈Nn

cνϕ(t)
νt⟨a,ν⟩.

であるから、これは tmf (a) を因子にもつ。

f(α(t)) = tmf (a)(fγ(a)(ϕ(t)) +R(t))
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ここで R(t) は定数項が 0でない級数。

mf (a) > k ならば La ∩ Ak(f) は空集合である。

mf (a) = k ならば La ∩ Ak(f) は ϕ(0) /∈ Xγ(a) なる弧 α(t) が La ∩ Ak(f) の元を与

える。

mf (a) < k のとき、α ∈ La ∩ Ak(f) である事は、ϕ(0) ∈ Xγ(a) かつ

F ′(0) = F ′′(0) = · · · = F (k−mf (a)−1)(0) = 0, F (k−mf (a))(0) ̸= 0,

但し F (t) = t−mf (a)f(α(t)), と同値。

f(x) = fγ(a)(x) +Ra(x) と書けるから、次のように書ける。

F (t) = fγ(a)(ϕ(t)) +Ra(t) Ra(t) = O(t)

すると

F (l)(t) =
∑

1≤|λ|≤l

∂λfγ(a)

∂xλ
(ϕ(t))

l∑
s=1

∑
(k1,...,ks,l1,...ls)∈Ps(λ,l)

l!

s∏
j=1

[ϕ(lj)]kj

kj !(lj !)|kj |
+R(l)

a (t)

但し Ps(λ, l) = {(k1, . . . , ks, l1, . . . , ls) : |kj | > 0, 0 < l1 < · · · < ls,
∑s

j=1 kj =

λ,
∑s

j=1 lj = l} と表せる。この表示の中に現れる、次の項に注目する。

∂fγ(a)

∂xi
(ϕ(t))ϕ

(ℓ)
i (t).

f が非退化であることより、Xγ(a) 上 fγ(a) の勾配は 0にならない。
∂fγ(a)

∂x1
(ϕ(0)) ̸= 0 と

すると、F (l)(0) = 0 を ϕ
(l)
1 (0) を定める式と見ることが出来る。F (k−mf (a))(0) ̸= 0 は

ϕ
(k−mf (a))
1 (0)がある特定の値でない事を意味する。

A±
k (f) についても同様である。

定理 5.12. f を非退化とすると

[Ak(f)] =
∑

γ<Γ+(f)

(
(L− 1)n − [Xγ ]

)
Pk(γ) + (L− 1)

∑
γ<Γ+(f)

[Xγ ]Qk(γ)

[A±
k (f)] =

∑
γ<Γ+(f)

[X±
γ ] Pk(γ) +

∑
γ<Γ+(f)

[Xγ ] Qk(γ).

ここで、Γ+(f) の面 γ に対して

Pk(γ) =
∑

a∈Nn, a>0, γ(a)=γ, mf (a)=k

L−s(a)

Qk(γ) =
∑

a∈Nn, a>0, γ(a)=γ, mf (a)<k

L−k+mf (a)−s(a).

と置いている。
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証明. 前補題を用いる。

[Ak(f)] =
∑

a∈Nn, a>0

[La ∩ Ak(f)]

=
∑

γ<Γ+(f)

(
(L− 1)n − [Xγ ]

) ∑
a∈Nn, a>0, γ(a)=γ, mf (a)=k

L−s(a)

+ (L− 1)
∑

γ<Γ+(f)

[Xγ ]
∑

a∈Nn, a>0, γ(a)=γ, mf (a)<k

L−k+mf (a)−s(a).

同様に、

[A±
k (f)] =

∑
a∈Nn, a>0

[La ∩ A±
k (f)]

=
∑

γ<Γ+(f)

[X±
γ ]

∑
a∈Nn, a>0, γ(a)=γ, mf (a)=k

L−s(a)

+
∑

γ<Γ+(f)

[Xγ ]
∑

a∈Nn, a>0, γ(a)=γ, mf (a)<k

L−k+mf (a)−s(a).

となる。

2 変数の非退化な関数 f(x1, x2) が好都合であるとする。原始的ベクトル aj , j =

0, 1, . . . , q, で
Λ(f) ⊂ {a0, a1, . . . , aq}, det(ajaj+1) = 1.

を満たすものをとる。a0 = (1, 0), aq = (0, 1) として a0, a1, . . . , aq が Γ∗(f) の非特異

な細分を与えるとする。⌊·⌋ で切り捨てを表す。

命題 5.13.

[Ak(f)]

L− 1
=

∑
mf (a0)|k

L−
ks(a0)
mf (a1) + (L− 1)

q−1∑
j=1

∑
(u,v)∈Nk(mf (aj),mf (aj+1))

L−us(aj)−vs(aj+1)

+
∑

mf (aq)|k
L−

ks(aq−1)
mf (aq−1) +

q−1∑
j=1

((L− 1)− [X̂γ(aj)])
∑

mf (aj)|k
L−

ks(aj)
mf (aj)

+ (L− 1)

q−1∑
j=1

[X̂γ(aj)]
L−k−h(aj)(1− L

−⌊ k−1

mf (aj))
⌋h(aj)

)

1− L−h(aj)
.

但し h(a) = mf (a)− s(a).

証明. 定理 5.12より, 次を得る。

[Ak(f)]

L− 1
=(L− 1)

∑
a∈Nn, a>0, mf (a)=k, dim γ(a)=0

L−s(a)

+
∑

γ<Γ+(f), dim γ=1

(
(L− 1)− [X̂γ ]

) ∑
a∈Nn, a>0, γ(a)=γ, mf (a)=k

L−s(a)
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+ (L− 1)
∑

γ<Γ+(f), dim γ=1

[X̂γ ]
∑

a∈Nn, a>0, γ(a)=γ, mf (a)<k

L−s(a)−k+mf (a)

よって [Ak(f)]
L−1 は次に等しい。

(L− 1)

[ ∑
mf (a0)|k

L
−u−

ks(a0)

mf (a0) +
q−1∑
j=1

∑
(u,v)∈Nk(mf (aj),mf (aj+1))

L−us(aj)−vs(aj+1)

+
∑

mf (aq)|k
L
−

ks(aq−1)

mf (aq−1)
−v

]
+

q−1∑
j=1

((L− 1)− [X̂γ(aj)])
∑

mf (aj)|k

L
−

ks(aj)

mf (aj)

+ (L− 1)

q−1∑
j=1

[X̂γ(aj)]
∑

mf (aj)|l, l<k

L
−k+l−

ls(aj)

mf (aj)

=(L− 1)

[ ∑
mf (a0)|k

L
−

ks(a0)

mf (a0) L−1

1− L−1
+

q−1∑
j=1

∑
(u,v)∈Nk(mf (aj),mf (aj+1))

L−us(aj)−vs(aj+1)

+
∑

mf (aq)|k
L
−

ks(aq−1)

mf (aq−1) L−1

1− L−1

]
+

q−1∑
j=1

((L− 1)− [X̂γ(aj)])
∑

mf (aj)|k

L
−

ks(aj)

mf (aj)

+ (L− 1)

q−1∑
j=1

[X̂γ(aj)]
∑

mf (aj)|l, l<k

L
−k+l(1−

s(aj)

mf (aj)
)

=
∑

mf (a0)|k

L
−

ks(a0)

mf (a0) + (L− 1)
q−1∑
j=1

∑
(u,v)∈Nk(mf (aj),mf (aj+1))

L−us(aj)−vs(aj+1)

+
∑

mf (aq)|k
L
−

ks(aq−1)

mf (aq−1) +

q−1∑
j=1

((L− 1)− [X̂γ(aj)])
∑

mf (aj)|k

L
−

ks(aj)

mf (aj)

+ (L− 1)

q−1∑
j=1

[X̂γ(aj)]
∑

mf (aj)|l

L−k

⌊ k−1

mf (aj)
⌋∑

u=1, u= l
mf (aj)

L−uh(aj)

=
∑

mf (a0)|k

L
−

ks(a0)

mf (a0) + (L− 1)
q−1∑
j=1

∑
(u,v)∈Nk(mf (aj),mf (aj+1))

L−us(aj)−vs(aj+1)

+
∑

mf (aq)|k
L
−

ks(aq−1)

mf (aq−1) +

q−1∑
j=1

((L− 1)− [X̂γ(aj)])
∑

mf (aj)|k

L
−

ks(aj)

mf (aj)

+ (L− 1)

q−1∑
j=1

[X̂γ(aj)]
L−k−h(aj)(1− L

−⌊ k−1

mf (aj))
⌋h(aj)

)

1− L−h(aj)

であり、証明を終わる。
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6 リプシッツ性とブロー解析性

U を Rn の凸開集合とする。写像 f : U → Rp がリプシッツ条件を満たすとは、ある正

定数 L が存在して、次を満たす時を言う。

|f(x)− f(x′)| ≤ L|x− x′|

f : U → Rn が双リブシッツであるとはある正定数 L, L′ が存在して、次を満たす時を

言う。
L′|x− x′| ≤ |f(x)− f(x′)| ≤ L|x− x′|

定理 6.1. 劣解析的同相写像 f : (Rn, 0) → (Rn, 0)が双リプシッツ条件を満たせば f が

弧解析的であれば、f−1 も弧解析的である。

証明. f−1 が弧解析的でないとする。すると解析的でない劣解析的弧 γ(t) =
∑

i ait
i/q 　

で f ◦γ が解析的であるものが存在する。

γan(t) =
∑
i:q|i

ait
i/q

とおけば、弧解析性より f(γan(t)) は解析的。双リプシッツ性より

L′|γ(t)− γan(t)| ≤ |f(γ(t))− f(γan(t))| ≤ L|γ(t)− γan(t)|

であるが、中央項は整数冪から始まるが、左右の項は非整数冪から始まるので矛盾。

定理 6.2. 連続な劣解析的写像 f について、次は同値。

• f はリプシッツ
• f の偏微分係数は存在すれば有界

証明. U を Rn の凸な開集合とする。連続な劣解析的関数 f : U → Rについて示せば十
分である。関数 f がリプシッツならば、f の方向微分は存在すれば有界である。これは次

の式から自明である。
|f(x)− f(x′)|
|x− x′|

≤ L

逆に、痩せた集合 Z を除いて偏微分可能であるとし U \ Z 上 ∂f
∂xi
≤ L (i = 1, . . . , n) が

成り立つとすると、v = x′ − x と置けば次を満たす θ が存在する。

f(x′)− f(x) =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(x+ θv)vi (0 < θ < 1)
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この式は x+ θv ∈ U \ Z であれば成立する。よって、x+ θv ∈ U \ Z ならば

|f(x′)− f(x)| ≤
n∑

i=1

L|vi| ≤ L
√
n|x′ − x|

f の連続性より U 上この不等式は成立する。

定理 6.3. 半代数的同相写像 f : (Rn, 0) → (Rn, 0) について、f が双ブロー解析的なら

ば、次は同値。

• f はリプシッツ
• f−1 はリプシッツ

証明. 劣解析写像 f : Rn → Rn, y = f(x), に対し

Jf−1(y) = (det Jf(x))−1
(
Jf(x)の余因子行列

)
なので、(det Jf)−1 が有界であれば、

f がリプシッツ ⇔ Jf が有界 ⇒ Jf−1 が有界 ⇔ f−1がリプシッツ (6.1)

となる。f ◦π が解析的になるようなブローアップの合成 σ :M → Rn をとり、σ′ = f ◦σ

とする。det Jσ および det Jσ′ が正規交差であると仮定してよい。実際、もし正規交差

でなければ、各例外集合に横断的な中心でのブローアップでの有限回の合成 τ :M ′ →M

で、(det J(σ ◦τ)), (det J(σ′ ◦τ)) が正規交差とできる。

さて、次の図式を考える。

M

	
σ

R
σ′

Rn -f Rn

ここで、
(det Jσ)0 =

∑
i∈J

νiEi, (det Jσ′)0 =
∑
i∈J

ν′iEi

とおくと、det Jf = det Jσ′(det Jσ)−1 なので det Jf が有界ならば ν′i ≥ νi. このとき、

(6.1)より、νi = ν′i を帰結できればよい。

もし σ = σ′ ならば {νi} と {ν′i} は、重複度込みで等しいので、νi = ν′i が帰結できる。

しかし、σ ̸= σ′ の時はこの論法は使えない。j = (ji)i∈J に対し、

Bj = {α ∈ L(M,σ−1(0)) : ordEj
α = ji}

と置く。すると、
σ∗,k : pk(Bj)→ σ∗.k(pk(Bj))
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は AS 集合の意味で区分的に自明な Re ファイブレーション。ただし e = ⟨ν, j⟩。ここで

Zk(σ) = pk(L(Rn, 0)) \ ⊔
⊔

j∈Ak

σ∗,kpkBj , 但し Ak(σ) = {j : 2⟨ν, j⟩ ≤ k},

とおくと、

dimZk(σ) ≤ n(k + 1)− k

2νmax

実際、j ̸∈ Ak(σ) ならば、k
2 < ⟨ν, j⟩ ≤ νmax⟨1, j⟩ なので

dimσ∗,k(pk(Bj)) ≤ dim pk(Bj) = n(k + 1)− ⟨1, j⟩ ≤ n(k + 1)− k

2νmax

となる。Zk = Zk(σ), Z
′
k = Zk(σ

′), Ak = Ak(σ), A
′
k = Ak(σ

′) と書く。νi ≤ ν′i (i ∈ J)
ならば A′

k ⊂ Ak なので,

Zk ⊔
⊔

j∈Ak

σ∗,kpkBj = pkL(Rn, 0) = Z ′
k ⊔

⊔
j∈A′

k

σ′
∗,kpkBj

を変形して、

β(Zk)− β(Z ′
k) +

∑
j∈Ak\A′

k

β(σ∗,kpkBj) =
∑
j∈A′

k

[β(σ′
∗,kpkBj)− β(σ∗,kpkBj)] (6.2)

を得る。(6.2)の左辺の次数は n(k + 1)− k
ν′
max
以下である。νi < ν′i なる iがあったとす

ると、
Ck = {⟨1, j⟩ : ⟨ν, j⟩ < ⟨ν′, j⟩, j ∈ Ak}

とおくと ∅ ̸= Ck ⊂ Ck+1 ⊂ . . . である。c = lim sup
k→∞

minCk とおくと、(6.2)の右辺の次

数は n(k + 1)− c となり矛盾する。

より一般に次の定理が成立する。

定理 6.4. 半代数的同相写像 f : (Rn, 0)→ (Rn, 0) について次は同値。

• f はブロー解析的かつ f−1 はリプシッツ

• f はリプシッツかつ f−1 はブロー解析的

証明は省略する。
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