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1 代数的集合

1.1 代数的集合の定義

K = R, C として，Kn 内でいくつかの実又は複素多項式の共通零点として定ま

る集合を代数的集合という．I(V ) で V 上零になる多項式全体を表す．I(V ) は多

項式環 K[x1, . . . , xn] のイデアルになる．
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代数的集合について次のホイットニーの定理は基本的である．

定理 1.1（ホイットニー） ２つの代数的集合の差集合の連結成分は有限個である．

(z1, . . . , zn) を変数とするの複素多項式は，その実部と虚部は zi = xi +
√
−1yi と

すれば xi, yi の実多項式であるから複素代数的集合は実代数的集合の特別な場合

と見ることができる．以降しばらくは実代数的集合について述べよう．

g1, . . . , gk ∈ R[z1, . . . , zn] として V = {z ∈ Rn : g1(z) = · · · = gk(z) = 0} と
置く．p ∈ V に対し pの V 内の近傍 U が存在し

rank

(g1)x1(q) . . . (g1)xn(q)
...

...
(gk)x1

(q) . . . (gk)xn
(q)

 = r q ∈ U

であれば階数定理より pの適当な近傍 U での適当な座標 (u1, . . . , un) が存在して

U ∩ V = {x ∈ U : u1 = · · · = ur = 0}

とできる．このとき n− r を点 p での V の（実）次元という．このような点を V

の正則点という．正則点でない点を V の特異点と言い，特異点全体を Σ(V ) で表

す．各正則点での次元が等しい代数的集合を等次元な代数的集合という．

V の正則点 p を始点とするベクトル

v = v1∂x1 + · · ·+ vn∂xn

を考える．v が

vgj(p) = v1∂x1
gj(p) + · · ·+ vn∂xn

gj(p) = 0, j = 1, . . . , k

を満たすとき v は点 p での V の接ベクトルであると言う．点 p での V の接ベク

トル全体を TpV で表す．

V の各点 p に対して，ベクトル v(p) = v1(p)∂x1
+ · · ·+ vn(p)∂xn

を対応させ

る規則が与えられたとき，V で定義されたベクトル場が与えられたという．さらに

V の各正則点 pで v(p)が V の接ベクトルとなっているとき，接ベクトル場が与

えられたと言う．

以上の事は複素多項式についても同様であり，その場合の上と同様に定義した次

元を複素次元という事がある．
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1.2 代数的集合上の多項式関数

多項式関数 f : Rn → Rを代数的集合 V 上に制限したとき

rank


fx1

(p) . . . fxn
(p)

(g1)x1
(p) . . . (g1)xn

(p)
...

...
(gk)x1

(p) . . . (gk)xn
(p)

 = r + 1

を満たす点 p ∈ V を f |V の正則点という．f |V の正則点でない V の点を f |V の
臨界点（又は特異点）という．f |V の臨界点の f |V による像を f |V の臨界値とい
う．f |V の臨界点全体を Σ(f |V )で表し，臨界値集合を D(f |V ) で表す．

定理 1.2（ベルチニ・サード） 代数的集合上の多項式関数の臨界値集合は有限集

合である．

K = R, C として，多項式 f ∈ K[x1, . . . , xn] に対し

V = V (f) = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Kn : f(z1, . . . , zn) = 0}

は代数的集合である．

f が実多項式で Rn 上の関数とみる場合，Rn 内の V の正則点軌跡に関数

ρ(x) = x21 + · · ·+ x2n を制限すると

f(z) = 0, rank

(
ρz1 . . . ρzn
fz1 . . . fzn

)
< 2

は有限集合なので Sε と V は横断的に交わる．

f が複素多項式の場合，Cn 内の V の正則点軌跡に関数 ρ(z) = z1z̄1+ · · ·+znz̄n
を制限すると高々有限個の臨界点しか持たない．zi = xi +

√
−1yi とするとき

z̄i = xi −
√
−1yi で Re f(z) = f(z)+f̄(z)

2 , Im f(z) = f(z)−f̄(z)

2
√
−1

∂xi
= ∂zi + ∂z̄i

∂yi =
√
−1(∂zi − ∂z̄i) である．

f(z) = 0, rank

ρz1 . . . ρzn ρz̄1 . . . ρz̄n
fz1 . . . fzn 0 . . . 0
0 . . . 0 fz̄1 . . . fz̄n

 < 3

は有限集合なので Sε と V は横断的に交わる．

0 ∈ V , Σ(V ) = {0} と仮定する．ρ|V の臨界点は有限集合なので正の数 εを十

分小さく選べば，Bε ∩ V \ {0} に ρ|V の臨界点はないと仮定できる．
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1.3 錐構造定理

Bε = {x ∈ Kn : |x| < ε}, Sε = {x ∈ Kn : |x| = ε} とする．

例 1.3 f : C2 → C, (x, y) 7→ x2 − y3 とすると Sε ∩ V ⊂ Sε は クローバー結び

目である．実際

S1 → Sε, t = eθ
√
−1 7→ (ε1t

3, ε2t
2) = (ε1e

3θ
√
−1, ε2e

2θ
√
−1)

が Sε ∩ V を径数ずける．但し ε1, ε2 は ε21 = ε32, ε
2
1 + ε22 = ε2 を満たす正の数．

この像は実際にはトーラス S1
ε1 × S1

ε2 の中にあることに注意しよう．

C0(X)で 0を頂点，X を底とする錐を表し，次で定義される．

C0(X) = [0, 1]×X/{0} ×X

特に Bε = C0(Sε) である．

定理 1.4 正の数 ε を十分小さく取れば，(Bε, V ∩Bε) は (Bε, C0(V ∩ Sε)) と同

相である．

証明 Bε \ {0} 上に次を満たすベクトル場 v を構成する．

1. ⟨v(p),p⟩ > 0

2. p ∈ V \ Σ(V ) ならば v(p) ∈ TpV

p ∈ Bε \ V のとき，点 pの近傍 Up で vp(q) = q と置く．

p ∈ Bε ∩ V のとき，点 pの近傍 Up で局所座標 u1, . . . , un で V が pの近傍で

u1 = · · · = ur = 0 となるものを取る．±∂ur+1 , . . . , ±∂un のいずれかが上の性質

を満たす．それを vp と置く．

さて {λp} を Bε \ {0}の開被覆 {Up}に付随した 1の分割とする．即ち

• λp : Up → R≥0 は C∞ 関数で suppλp は Up のコンパクト部分集合（よっ

て Up 以外に零拡張できる）．

• 任意の q ∈ Bε \ {0} に対し q ∈ suppλp なる p は有限個で
∑

p λp(q) = 1

を満たす {λp} を取る．v(q) =
∑

p λp(q)vp(q) が求めるものである．

w(q) = v(q)
2⟨q,v(q)⟩ と置いて微分方程式

dp

dt
= w(p)
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の解 p = p(t) を考えよう．

d

dt
ρ(p(t)) = 2⟨p(t),p′(t)⟩ = 2⟨p(t),w(p(t))⟩ = 1

なので ρ(p(t)) = t としてよい．p(ε2) = a ∈ Sε を満たす解は一意的に定まるの

でそれを P (a, t) で表せば，

Sε × (0, ε2] → Bε, (t,a) 7→ P (a, t)

が求める同相写像を定める． 2

1.4 曲線選択補題

定理 1.5 V ⊂ Rn を実代数的集合 g1, . . . , gm(x) を多項式として U = {x ∈ Rn :

g1(x) > 0, . . . , gm(x) > 0} とする．U ∩ V の閉包が原点 0を含めば，解析的曲線

γ : ([0, 1), 0) → (U ∩ V,0) が存在する．

証明 次元に関する帰納法で示す．V をその既約成分で置き換えることで，V が

既約代数的集合として証明すれば十分である．

原点を含む 1次元既約代数的集合は，局所的に

x(t) = a1t+ a2t
2 + a3t

3 + . . .

の像で表されるので, 主張は明らかである．

U ∩ΣV の閉包が原点を含めば ΣV は V より次元が小さいので，帰納法の仮定

より，解析的曲線 γ : ([0, 1), 0) → (U ∩ΣV, 0) が存在するので，主張は従う．よっ

て U ∩ ΣV の閉包が原点を含まないと仮定して良い．

V の次元を n− r, f1, . . . , fk がイデアル I(V ) を生成するとする．ρ(x) = |x|,
g(x) = g1(x) · · · gm(x) として V ′ を次で定める．

V ′ = {x ∈ V : rank(df1(x) . . . dfk(x) dρ(x) dg(x) ≤ r + 1}

補題 1.6 0 ∈ U ∩ V ′

証明 {ε : U ∩ V ∩ Sε ̸= ∅} の閉包は原点を含むので，この集合から ε を取り，

Kε = {x ∈ V ∩ Sε : g1(x) ≥ 0, . . . , gm(x) ≥ 0}
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と置く．Kε はコンパクトなので，連続関数 g は Kε のある点 p で最大値を取る．

∅ ̸= U ∩ V ∩ Sε ⊂ Kε なので，最大値は 0でなく正である．つまり p ∈ U ρ|V は
原点以外の臨界点をその近傍に含まず，ε は十分小さいので，

rank(df1(p) . . . dfk(p) dρ(p)) = r + 1

p は g を U ∩ V ∩ Sε 制限したものの臨界点なので

rank(df1(p) . . . dfk(p) dρ(p) dg(p)) = r + 1

がわかり，p ∈ V ′ が分かる． 2

V ′ = V でなければ V ′ は次元が V より下がるので，解析的曲線 ([0, 1), 0) →
(U ∩ V ′, 0) が存在し主張は従う．

V ′
i = {x ∈ V : rank(df1(x) . . . dfk(x) dρ(x) d(xig)(x) ≤ r + 1}

と置けば，前と同じ理由で 0 ∈ U ∩ V ′
i . よって V = V ′ = V ′

1 = · · · = V ′
n のとき

を除いて証明できた．

従って次の補題を認めれば証明は終わる. 2

補題 1.7 V = V ′ = V ′
1 = · · · = V ′

n ならば dimV = 1.

証明 x ∈ U ∩ V で

rank(df1(x) . . . dfk(x) dρ(x)) = r + 1

を満たす点 xは存在する．V = V ′ より

dg(x) ∈ ⟨df1(x), . . . , dfk(x) dρ(x))⟩R

で V = V ′
i より

d(xig)(x) ∈ ⟨df1(x), . . . , dfk(x) dρ(x))⟩R

である．d(xig)(x) = dxig(x) + xidg(x) で g(x) ̸= 0 であるから，次が分かる．

dxi ∈ ⟨df1(x), . . . , dfk(x) dρ(x))⟩R

dx1, . . . , dxn は T ∗
xRn の基底なので，

T ∗
xRn = ⟨df1(x), . . . , dfk(x) dρ(x))⟩R

であり r + 1 = n が分かる．よって V の次元 n− r は 1である． 2
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例 1.8（Broughton） 次で定まる写像を考える．

f : K2 → K, (x, y) = x(xy + 1).

fx = 2xy + 1, fy = x2 より Σ(f) = ∅. t ̸= 0 のとき

f−1(t) = {y = (t− x)/x2}.

なので, f−1(t) = K∗, f−1(0) = K ∪ K∗ を得る．t = 0 で局所自明でない．レベ

ル −1/2, 0, 1/2 の f のレベル曲線を図に示す．太線が 0のレベルである．

2 ミルナー束

2.1 ミルナー繊維束

正則関数 f : (Cn, 0) → (C, 0) に対し

∂f = (fz1 , . . . , fzn)

と置くと p(0) = z, dp
dt (0) = v なる曲線 p に対し，

d

dt
f(p(t)) =

n∑
i=1

fzi(p(t))
d

dt
(zi◦p(t)) =

⟨dp(t)
dt

, ∂f(p(t))
⟩

が成り立つ．ここで ⟨a, b⟩ =
∑n

i=1 aib̄i はエルミート内積である．よって

Dvf(z) = ⟨v, ∂f(z)⟩

が成り立つ．

V = {z ∈ Cn : f(z) = 0}, Kε = Sε ∩ V
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と置き，写像 ϕ を次で定める．

ϕ : Sε \Kε → S1, z 7→ f(z)

|f(z)|

本節の目標は次の定理を示すことである．

定理 2.1 ϕ : Sε \Kε → S1 は繊維束．

ϕ : E → B が F を繊維にもつ線維束であるとは，B の各点 b に対しある近傍 U

が存在して次の可換図式を満たすような微分同相写像 φが存在するときを言う．

ϕ−1(U)

U
ϕ

-φ U × F

�
射影

U

補題 2.2 v ∈ TzSε に対し Dvϕ(z) = Re⟨v,
√
−1 ∂ log f(z)⟩. 特に

Σ(ϕ) = {z ∈ Sε \Kε :
√
−1 ∂ log f(z) ∈ Rz}

但し ∂ log f(z) = ∂f(z)/f(z)

証明 f(z)/|f(z)| = e
√
−1θ と置く，

√
−1θ(z) = log(f(z)/|f(z)|) = log f(z)− log |f(z)|

の両辺に −
√
−1を掛けて

θ(z) = −
√
−1 log f(z) +

√
−1 log |f(z)|

を得る．これの実部を取ると θ(z) = Re(−
√
−1 log f(z)).

θ(p(t)) = Re(−
√
−1 log f(p(t)))

を t で微分すると次を得る．

d

dt
θ(p(t)) =Re

( d
dt

(−
√
−1 log f(p(t)))

)
=Re

⟨dp(t)
dt

, ∂(−
√
−1 log f(p(t)))

⟩
=Re

⟨dp(t)
dt

,
√
−1 ∂ log f(p(t))

⟩
もし

√
−1 ∂ log f(z) ∈ Rz ならば z = p(t), v = dp

dt として Sε の任意の接方向を

とればこの値は 0になるので，z は ϕ の臨界点．
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逆に，もし
√
−1 ∂ log f(z) と z が R 上 1次独立ならば z = p(t), v = dp

dt とし

て Sε のある接方向 v をとれば Re⟨v, z⟩ = 0, Re⟨v,
√
−1 ∂ log f(z)⟩ ̸= 0 になる

ので，z は ϕ の臨界点でない． 2

補題 2.3 実解析的曲線 p : ([0, 1), 0) → (Cn, 0)が

f(p(t)) ̸= 0(t > 0), ∂ log f(p(t)) = λ(t)p(t), λ(t) ∈ C

を満たすとする．この時 arg λ(t) → 0 (t→ 0)

証明 α, β, γ を正の整数，a ̸= 0, b ̸= 0, c ̸= 0 として、

p(t) =tα(a+ a1t+ a2t
2 + · · · )

f(p(t)) =tβ(b+ b1t+ b2t
2 + · · · )

∂f(p(t)) =tγ(c+ c1t+ c2t
2 + · · · )

と書く．∂ log f(p(t)) = λ(t)p(t) より

∂f(p(t)) = λ(t)p(t)f(p(t))

なので，特に次式を得る．

ctγ + · · · = λ(t)(ab̄tα+β + · · · )

λ(t) = λ0t
γ−α−β(1 + k1t+ k2t

2 + · · · ) と書くと c = λ0ab̄ を得る．

d

dt
f(p(t)) =

⟨dp(t)
dt

, ∂f(p(t))
⟩

より
βbtβ−1 + · · · = ⟨αatα−1 + · · · , λ0ab̄tγ + · · · ⟩

なので，最初の項の係数を比較して β = α|a|2λ̄0 を得る．よって λ0 は正の実数．

2

補題 2.4 十分小さい正数 εに対し，ϕ は臨界点を持たない．

証明 W = {z ∈ Cn : zifzj = zjfzi} と置く．W は z と ∂f(z) が C上 1次従

属であるような点全体である．

z ∈W \ V ⇐⇒ ∃λ ∈ C ∂f(z) = λf(z)z
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であった．この最後の式の f(z)z との内積を取ると次を得る．

⟨∂f(z), f(z)z⟩ = λ|f(z)z|2

この式は実多項式であることに注意しよう．よって

{z ∈ Cn \ V :
√
−1 ∂ log f(z) ∈ Rz}

が原点を閉包に含めば，原点に至る解析的な曲線 p(t) がこの集合内に取れる．

∂ log f(p(t)) = λ(t)p(t), λ(t) ∈ R
√
−1 で

±π
2
= arg λ(t) → 0 (補題 2.3)

となり矛盾． 2

Fθ = ϕ−1(eθ
√
−1) と置く．これは実 2n− 2次元多様体である．

Re⟨v,
√
−1 ∂ log f(p)⟩ ̸= 0 | Im⟨v,

√
−1 ∂ log f(p)⟩| < 1

を満たすベクトル場 v を構成する．点 z で z と
√
−1log f(z) が 1次独立ならば

Re⟨v,
√
−1 ∂ log f(p)⟩ = 1, Im⟨v,

√
−1 ∂ log f(p)⟩ = 0

を解けば良い．点 p で p と
√
−1log f(p) が 1次従属ならば

∂ log f(z) = λz

であるが 補題 2.3より p が原点に近ければ，| Im⟨v,
√
−1 ∂ log f(p)⟩| < 1 とでき

る．局所的に構成したベクトル場を 1の分割で貼り合わせて v を作り，

w =
v

Re⟨v,
√
−1 ∂ log f(p)⟩

と置くと，Re⟨w,
√
−1 ∂ log f(z)⟩ = 1 を満たす．この事はベクトル場 w の積分曲

線で時刻 t = 0で aを通るものを p(a, t)と書けば，a ∈ Ft0 ならば p(a, t) ∈ Ft0+t

である事を示している．．

実はそのためには t → t0 のとき p(t) が K に近づかない事，即ち f(p(t)) → 0

とならない事，を示す必要がある．このためには

Re log f(p(t)) → −∞

となり得ない事を示せば良い．

d

dt
log f(p(t)) = Re

⟨ d
dt

p(t), ∂ log f(p(t))
⟩
= Re⟨w(p(t)), λ(t)p(t))⟩
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は ⟨w,
√
−1 ∂ log f(z)⟩の虚部で，補題 2.3より絶対値は１より小さい．よって　

|f(p(t))| は零にはならず下に有界である．

Ft0 → Ft0+t, a 7→ p(a, t)

は微分同相写像であることが証明できる．実際

Ft0+t → Ft0 , b 7→ p(b,−t)

が逆写像である．

(t0 − ε, t0 + ε)× Ft0 → ϕ−1(t0 − ε, t0 + ε), (t,a) 7→ p(a, t)

が局所自明化写像を与えるので ϕ : Sε \Kε → S1 は繊維束である．

2.2 ミルナー束の別の形

複素多項式 f : (Cn, 0) → (C, 0) に対し，十分小さい正の数 δ を取れば，C 内の
原点中心の半径 δ の開円板 Dδ に対し，

ρ : f−1(t) → R, t ∈ Dδ

は，原点中心のある開球 Bε では，原点以外の臨界点を持たない．このとき，写像

ψ̃ : Bε ∩ f−1(Dδ \ {0}) → Dδ \ {0}, z 7→ f(z)

は特異点を持たず，0 < δ′ < δ なる δ′ に対し，Bε ∩ f−1(Sδ′) は有界閉集合なの

でコンパクトであり，

ψ : Bε ∩ f−1(Sδ′) → Sδ′ z 7→ f(z) = δ′e
√
−1θ(z)

は固有写像で，繊維束である．z が f の正則点だとすると f は座標の一部と仮定

できるので f(z) ̸= 0 ならば f の偏角も座標の一部となり ψ は z で正則である事

がわかる．

補題 2.5 繊維束 ψ : Bε ∩ f−1(Sδ) → Sδ は次の繊維束と同値である．

ϕ′ : Sε \ f−1(Dδ′) → S1, z 7→ f(z)

|f(z)|

証明 次の条件を満たす Bε \ V 上のベクトル場 v を構成する．

1. ⟨v(z), ∂ log f(z)⟩ > 0

2. Re⟨v(z), z⟩ = 1
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z と ∂ log f(z) が C上 1次独立ならば，Bε \ V 上のベクトル場 v で次の条件をみ

たすものを取る．

⟨v(z), ∂ log f(z)⟩ = 1, ⟨v(z), z⟩ = 1

z と ∂ log f(z) が C上 1次従属ならば，∂ log f(z) = λz を満たす λ ∈ C が存在す
る．v(z) = λz と置くと，補題 2.3より Reλ > 0. よって

⟨v(z), ∂ log f(z)⟩ = ⟨λz, λz⟩ = |λz|2 > 0, Re⟨v(z), z⟩ = Re(λ)|z|2 > 0

よって 1の分割を使えば，Re⟨v(z), z⟩ が正のベクトル場 v が構成できた．よって

v/Re⟨v(z), z⟩は条件を満たすベクトル場．
次を満たす p(t) を取る．

d

dt
p(t) = v(p(t)), p(0) = z0

このとき次が成り立つ．

1. ϕ(p(t)) は定数．

2. |f(p(t))| は増加関数．
3. |p(t)| は増加関数．

実際，仮定より ⟨v(p(t)),
√
−1∂ log f(p(t))⟩ は実部が 0 である．補題 2.3 より，

ϕ(p(t)) は定数である．

また，次式より d
dt |f(p(t))| > 0 なので |f(p(t))| は増加関数である．

⟨v(p(t)), ∂ log f(p(t))⟩ =⟨p′(t),
∂f(p(t))

f(p(t))
⟩

=
1

f(p(t))
⟨p′(t), ∂f(p(t))⟩

=
1

f(p(t))

d

dt
|f(p(t))| f(p(t))

|f(p(t))|

=
1

|f(p(t))|
d

dt
|f(p(t))| > 0

さらに次式より |p(t)| は増加関数．

d

dt
|p(t)|2 =

d

dt
Re⟨p(t),p(t)⟩ = 2Re⟨p′(t),p(t)⟩ > 0

p(t1) ∈ Sε なる t1 を取り微分同相写像 Θ を次で定める．

Θ : Bε ∩ f−1(Sδ) → Sε \ f−1(Dδ), z0 7→ p(t1)
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|f(p(t1))| > |f(p(0))| = δ なので p(t1) ̸∈ f−1(Dδ) である。 2

補題 2.6 繊維束 ϕ′ : Sε ∩ f−1(Sδ) → S1 は，繊維束 ϕ : Sε \Kε → S1 と同値で

ある．

2.3 ミルナー束の位相

ミルナー束 Fθ 上の次の関数を考える．

aθ : Fθ → R, z 7→ log |f(z)| = Re log f(z)

v ∈ TxFθ は Re⟨v, z⟩ = 0, Re⟨v,
√
−1∂ log f(z)⟩ = 0 と同値．

補題 2.7 Σ(aθ) = {z ∈ Fθ : ∂ log f(z) ∈ Cz}

系 2.8 z ∈ Σ(aθ) のとき

• TzFθ = {v : ⟨v, z⟩ = 0}.
• v ∈ TzFθ =⇒

√
−1v ∈ TzFθ.

d

dt
aθ(p(t)) =

d

dt
Re log f(p(t)) = Re

⟨ d
dt

p(t), ∂ log f(p(t))
⟩

aθ(p(t)) = log |f(p(t))| = log f(z)−
√
−1θ

を微分して
d

dt
aθ(p(t)) =

n∑
i=1

(log f)zi
d

dt
zi◦p(t)

を得るがこれをもう１回微分する．

d2

dt2
aθ(p(t)) =

n∑
i=1

(log f)zi
d2

dt2
zi◦p(t) +

n∑
i,j=1

(log f)zizj
d

dt
zi◦p(t)

d

dt
zj◦p(t)

ここで ∂ log f(z) = λz, λ ∈ C と置いて

d2

dt2
aθ(p(t)) =⟨p′′(t), λz⟩+

n∑
i,j=1

(log f)zizjvivj

を得るが，両辺に λを掛けて実部を取ると

(Reλ)
d2

dt2
aθ(p(t)) =|λ|2⟨p′′(t), z⟩+Re

n∑
i,j=1

λ(log f)zizjvivj
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⟨p(t),p(t)⟩ = ε2 を微分して

⟨p′(t),p(t)⟩ = 0, ⟨p′′(t),p(t)⟩+ ⟨p′(t),p′(t)⟩ = 0

を得るので ⟨p′′(t), z⟩ = −⟨v,v⟩ となり，

(Reλ)
d2

dt2
aθ(p(t)) =Re

( n∑
i,j=1

λ(log f)zizjvivj
)
− |λv|2

を得る．

補題 2.9 T = {v ∈ Cn : ⟨v, z⟩ = 0} 上の 2次形式

H(v) = Re
( n∑
i,j=1

aijvivj

)
− c|v|2

の指数は n以上である．

証明 T = T0⊕T1 とし T0 上 H は負定値，T1 上 H は半正定値とする．dimT0 ≥
n が示したいことである．H(v) の定義より，H(v) ≥ 0 ならば H(

√
−1v) < 0 で

ある．よって
√
−1T1 上でも負定値である．

dimT0 ≥ dim(
√
−1T1) = dimT1 = 2n− dimT0

となり，dimT0 ≥ n. 2

例 2.10 f(z) = z21 + · · ·+ z2n とする．Bε = {z ∈ Cn : |z| < ε}, Sε = {z ∈ Cn :

|z| = ε} と置く．F = Bε ∩ f−1(δ)

zi = xi +
√
−1yi と置くと

f(z) = x21 + · · ·+ x2n − y21 − · · · − y2n + 2
√
−1(x1y1 + · · ·+ xnyn)

ρ = (y21 + · · · + y2n)/2 と置いて f−1(δ) 上 ρを制限して得られる関数の特異点を

調べる．L = ρ+ λ1

2 (x21 + · · ·+ x2n − y21 − · · · − y2n − δ) + λ2(x1y1 + · · ·+ xnyn)

と置く．

Lxi =λ1xi + λ2yi Lyi =yi − λ1yi + λ2xi

より Lxi
= Lyi

= 0 を解けば λ21 − λ1 + λ22 ̸= 0 のときは xi = yi = 0 を得

る．λ21 − λ1 + λ22 = 0 のときは λ2 = ±
√
λ1(1− λ1) であり，λ1 ̸= 0, 1 ならば

yi = ∓ λ1xi√
λ1(1−λ1)

となり，

x21 + · · ·+ x2n − y21 − · · · − y2n =
2λ1 − 1

λ1 − 1
(x21 + · · ·+ x2n)
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x1y1 + · · ·+ xnyn =∓ λ1√
λ1(1− λ1)

(x21 + · · ·+ x2n)

なので後者が零という条件から (x1, . . . , xn) = (0, . . . , 0) を得る．(λ1, λ2) =

(0, 0) とすると、条件 yi = 0 を得る．

(λ1, λ2) = (1, 0) とすると、条件 xi = 0 を得る．

これより ρ|F は y1 = · · · = yn = 0 以外では沈め込みである．よって F は

Sn−1 = ρ−1(0) ∩ f−1(δ) にホモトピー同値．

2.4 ミルナー数

原点に孤立特異点を持つ多項式 f : Cn → C に対し，その原点でのミルナー数
µ(f) を次で定める．

µ(f) = dimC C[[z1, . . . , zn]]/⟨fz1 , . . . , fzn⟩

定理 2.11 ft : (Cn, 0) → (C, 0) を正則関数 f0(x) = f(x) の変形とすると ft の

特異点で t→ 0としたとき，原点に近づくものの個数は µ(f) 個である．

証明 (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn) を座標とする C2n を考える。f の変形 ft に対し

写像

Ft : Cn → C2n, (z1, . . . , zn) 7→ (z1, . . . , zn, (ft)z1 , . . . , (ft)zn)

Ft(Cn) = {(x, p) : ftzi(x) = pi, i = 1, . . . , n} と Σ = {p1 = · · · = pn = 0} との
交点を考える．U = Ũ ∩ Σ を満たす (0, 0) の近傍 Ũ をうまくとれば

#Σ(ft) ∩ U =(Ft · Σ)Ũ = (F0 · Σ)0
=dimC C[[x1, . . . , xn, p1, . . . , pn]]/⟨pi − fzi(x), pi⟩
=dimC C[[z1, . . . , zn]]/⟨fz1 , . . . , fzn⟩ = µ(f)

2

Σ の接ベクトル空間は ∂xi
, i = 1, . . . , n, で，Ft(Cn) の接ベクトル空間は ∂xi

+

(ft)xi∂pi , i = 1, . . . , n, で生成される．Ft(z) ∈ Σ のとき Σ の Ft(z) での接ベク

トル空間と Ft(Cn) の Ft(z)での接ベクトル空間が横断的であることは，次と同値

det[(ft)xixj (z)] ̸= 0

これは z が ft のモース特異点である事を意味している．
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ft(x) = f(x)− t1x1 − · · · − tnxn と置くと

(ft)xi
(x) = fxi

(x)− ti, i = 1, . . . , n

である．(t1, . . . , tn) が写像

(x1, . . . , xn) 7→ (fx1
, . . . , fxn

)

の臨界値でなければ，fxi(z) = ti なる z に対し，Ft(z) ∈ Σ で Σ の Ft(z)での接

ベクトル空間と Ft(Cn) の Ft(z)での接ベクトル空間は横断的である．

例 2.12 f : C → C, f(x) = x3, を変形 ft(x) = x3 − 3tx で動かす．Σ(ft) =

{±
√
t} で，t→ 0 としたときこの 2個の特異点は原点に近づく．

µ(f) = dimC C[[x]]/⟨fx⟩ = dimC C[[x]]/⟨x2⟩ = 2

注意 2.13 µ(f) を計算するプログラム (Singular)もある．局所環の標準基底を計

算するプログラムである．次で f(x, y) = x2 + y2 のミルナー数が計算できる．

ring r=0,(x,y),ds;

poly f=x^2+y^2;

ideal i=jacob(f);

ideal j=std(i);

vdim(j);

環の定義（標数 0, x, y が変数，dsは標準基底の意味)

多項式 f の定義

多項式 f のヤコビイデアル iの計算

イデアル i の標準基底を jとする

dimC C[[x, y]]/j の計算

2.5 n = 2 のとき

多項式 f : (C2, 0) → (C, 0) が原点で孤立特異点を持つとする．このときミル
ナー繊維 Fθ はKε を境界にする境界付き実 2次元多様体であり，

H0(Fθ,Z) = Z, H1(Fθ,Z) = Zµ

である．f が r 個の局所規約因子を持つとすると， Fθ の境界は r 個の互いに素な

S1 である．Fθ に r 個の円盤を貼り付けて種数 δ の閉曲面 F̂ ができるとすると

2(1− δ) = χ(F̂ ) = χ(Fθ) + r = (1− µ) + r

よって µ = 2δ− r+ 1. この δ は平面曲線の 2重点の個数として知られている不変

量である．
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3 ニュートン図形と混合体積

3.1 ニュートン図形

収束冪級数 f =
∑

ν cνx
ν に対し Γ+(f) = conv{ν + Rn

+ : cν ̸= 0}, Γ−(f) =

Rn
+ \ Γ+(f) と置く．Γ(f) で Γ+(f) のコンパクト面の和集合とする．

S ⊂ Rn に対し，fS =
∑

ν∈S cνx
ν と置く．f が各 xi のある冪を含むとき好都

合という．

冪級数 f が非退化とは，Γ+(f)の任意のコンパクト面 γ に対し次が成り立つと

きを言う．

{z ∈ Cn : (fγ)z1(z) = · · · = (fγ)zn(z) = 0} ⊂ {z1 · · · zn = 0}

本節の目標は次の公式を証明することである．

定理 3.1（Kouchnirenko） f が局所非退化かつ好都合ならば，

µ(f) =
∑

I⊂{1,...,n}

Volk(Γ−(f) ∩ RI), k = #I

2変数の場合この定理は次のことを主張している．

定理 3.2 2変数の収束冪級数 f(x, y) =
∑

i,j ci,jx
iyj が原点で孤立特異点を定め，

非退化好都合とする．Γ−(f) の面積を S, x軸と Γ(f)との交点の x座標を a, y軸

と Γ(f)との交点の y 座標を bとするとき，

µ(f) = 2S − a− b+ 1

Γ+(f)

S

a

b

3.2 交点数

Cn 内の超曲面

Di = {z ∈ Cn : fi(z) = 0}, (i = 1, . . . , n)
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に対し，原点 0の近傍 U が存在して U ∩D1 ∩ · · · ∩Dn = {0} とするとき，D1,

. . . , Dn の原点での局所交点数を次で定める．

(D1 · · ·Dn)0 = dimC C[[z1, . . . , zn]]/⟨f1, . . . , fn⟩

ft,i(z) が f0,i(z) = fi(z) を満たすとする．Di(t) = (ft,i)
−1(0) と置き

(D1(t) · · ·Dn(t))U =
∑
P∈U

(D1(t) · · ·Dn(t))P

と置く．これは整数値をとり t に関して連続なので，局所的に定数である．更

に Di(t) 達が横断的に交わる時，D1(t) ∩ · · · ∩ Dn(t) の個数である事がわかる．

V = D1 ∩ · · · ∩Dk, W = Dk+1 ∩ · · · ∩Dn とするとき V , W の原点での局所交

点数を次で定める．(V ·W )0 = (D1 · · ·Dn)0.

多項式 f =
∑

ν cνx
ν : Cn → C に対し∆(f) = conv{ν : cν ̸= 0} を f のニュー

トン多角形という．多項式 f のニュートン多角形 ∆(f) はコンパクトであること

に注意しよう．多項式 f が非退化とは，∆(f) の各面 γ に対し

{x ∈ Cn : (fγ)x1
(x) = · · · = (fγ)xn

(x) = 0} ⊂ {x1 · · ·xn = 0}

が成り立つときを言う．

3.3 混合体積とその性質

Rn の有限集合 C = {q1, . . . , qr}に対し，C の凸包 conv(C) を次で定める．

conv(C) = {λ1q1 + · · ·+ λrqr : λi ≥ 0,
r∑

i=1

λi = 1}

dim(conv(C)) = rank(q2 − q1, . . . , qr − q1) に注意しよう．有限集合の凸包を凸

多面体という．

定理 3.3 ∆1, . . . , ∆m を Rn の凸多面体とする．Vol(λ1∆1 + · · · + λm∆m),

λi ≥ 0, は λ1, . . .λm の n次斉次多項式である．

注意 3.4 体積は平行移動で不変である．即ち，多面体 ∆ と点 q に対し，

Vol(∆) = Vol(q +∆)

である．q = λ1q1 + · · ·+ λmqm, ∆ = λ1∆1 + · · ·+ λm∆m の時

q +∆ = λ(q1 +∆1) + · · ·+ λm(qm +∆m)

なので，次の等号が成立する．

Vol(λ1∆1 + · · ·+ λm∆m) = Vol(λ1(q1 +∆1) + · · ·+ λm(qm +∆m)).
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証明 n = 1 のとき，∆i = [pi, qi] (pi ≤ qi) と書けば

λ1∆1 + · · ·+ λm∆m = [λ1p1 + · · ·+ λmpm, λ1q1 + · · ·+ λmqm]

なので

Vol(λ1∆1 + · · ·+ λm∆m) = λ1(q1 − p1) + · · ·+ λm(qm − pm)

となり主張は明らか．

n− 1 のときを仮定し，nのときを示す．∆Λ = λ1∆1 + · · ·+ λm∆m と置く．u

を零でないベクトルとする．

HKj
(u) = {x ∈ Rn : ⟨u, x⟩ = min(u|Kj

)}, Fj = ∆j ∩HKj
(u)

と置く．FΛ(u) = H∆Λ(u) ∩∆Λ と置くと

FΛ(u) = λ1F1 + · · ·+ λmFm

平行移動で体積は変わらないので Fi は H∆Λ
上にあるとしてよい．更に 0 ∈ ∆Λ

としてよい．dim∆Λ < n なら，結論は明らかなので，dim∆Λ = n とする．u1,

. . . , ul を ∆Λ の n − 1次元面の外向き単位法ベクトルとする．∆Λ を原点を頂点

とする錐に分けて計算する．v(·) を n− 1次元体積，h∆Λ
を ∆Λ の支持関数とす

ると，

Vol(∆Λ) =
1

n

m∑
j=1

h∆Λ
(uj)v(FΛ(uj))

=
1

n

m∑
j=1

(λ1h∆1
(uj) + · · ·+ λlh∆l

(uj))v(FΛ(uj))

となるが，帰納法の仮定より v(FΛ(uj)) は λ1, . . . , λm の n− 1次斉次多項式なの

で v(FΛ(uj)) は n次斉次多項式である． 2

この多項式の λ1 · · ·λn の係数を ∆1, . . . , ∆n の混合体積といい V (∆1, . . . ,∆n)

で表す．λd1
1 · · ·λdm

m (d1 + · · ·+ dm = n)の係数も混合体積で表すことができる．

定理 3.5

Vol(λ1∆1 + · · ·+ λm∆m) =
∑

d1+···+dm=n

V (∆1[d1], . . . ,∆m[dm])

d1! · · · dm!
λd1
1 · · ·λdm

m

但し V (∆1[d1], . . . ,∆m[dm]) = V (

d1︷ ︸︸ ︷
∆1, . . . ,∆1, . . . ,

dm︷ ︸︸ ︷
∆m, . . . ,∆m).
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証明 Vol(λ1∆1 + · · ·+ λm∆m) =
∑

i1+···+im=n ci1,...,imλ
i1
1 · · ·λimm と書く．

Vol

(
d1∑
j=1

λ1,j∆1 + · · ·+
dm∑
j=1

λm,j∆m

)
(3.1)

の
(∏d1

i=1 λ1,i

)
· · ·

(∏dm

i=1 λm,i

)
の係数が混合体積 V (∆1[d1], . . . ,∆m[dm]) であ

る．Vol(λ1∆1 + · · ·+ λm∆m)に λi =
∑di

j=1 λi,j を代入すれば，∑
i1+···+im=m

ci1,...,im

( d1∑
j=1

λ1,j

)i1
· · ·

( dm∑
j=1

λm,j

)im

となり，これは (3.1)に等しい．その
(∏d1

i=1 λ1,i

)
· · ·

(∏dm

i=1 λm,i

)
の係数は

cd1,...,dm
d1! · · · dm!

となり結果を得る． 2

定理 3.6 混合体積について次が成り立つ．

(i) V (∆, . . . ,∆) = n! Vol(∆)

(ii) V (∆1, . . . ,∆n) は対称，即ち

n次対称群の元 σ に対し V (∆σ(1), . . . ,∆σ(n)) = V (∆1, . . . ,∆n).

(iii) V (∆1, . . . ,∆n) は多重線型，即ち

V (a∆1 + b∆′
1, . . . ,∆n) = aV (∆1, . . . ,∆n) + bV (∆′

1, . . . ,∆n).

証明 (i) は次より明らか．

λn Vol(∆) = Vol(λ∆) = λnV (∆, . . . ,∆)/n!

最初の等式は n次元体積の定義より従う．2番目の等号は定理 3.5で λ2 = · · · =
λn = 0 とすれば従う． (ii) は定義より明らか．

(iii) は次式の両辺の λ1 . . . λm の係数を比較すれば得られる．

Vol(λ1(a∆1 + b∆′
1) + λ2∆2 + · · ·+ λn∆n)

=
∑

d1+d′
1+d2;···+dm=n

V (∆1[d1],∆
′
1[d

′
1],∆2[d2], · · · ,∆m[dm])

d1!d′1!d2! · · · dm!

× (aλ1)
d1(bλ1)

d′
1λd2 · · ·λdm

2
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注意 3.7 混合体積 V (∆1, . . . ,∆n) は (i), (ii). (iii) で特徴付けることができる．

なお (i) で V (∆, . . . ,∆) = Vol(∆) となるように混合体積 V (∆1, . . . ,∆n)を定め

る流儀もある．定数倍の差なので理論構成に本質的な差はないが，文献を参照する

際には注意しなければならない．

∆̃i = conv{0,∆i} と置き，∆̃i \∆i の閉包を Γi と書く．Vol(λ1Γ1 + · · ·+ λnΓn)

は

Vol(λ1Γ1 + · · ·+ λnΓn)

=Vol(λ1∆̃1 + · · ·+ λn∆̃n)−Vol(λ1∆1 + · · ·+ λn∆n)

なので λ1, . . . , λn の n次同次式である．λ1 . . . λn の係数を，Γ1, . . . ,Γn の混合体

積と呼び V (Γ1, . . . ,Γn) で表す．定義より次式が成り立つ．

V (Γ1, . . . ,Γn) = V (∆̃1, . . . , ∆̃n)− V (∆1, . . . ,∆n)

定理 3.8 混合体積は体積の交代和で表される．

V (∆1, . . . ,∆n) =
∑
I

(−1)n−#I Vol(
∑
i∈I

∆i)

ここで右辺の和は {1, . . . , n} の空でない部分集合 I すべてについて取る．

証明 前定理より，所要の式は次の恒等式の帰結である．

a1 · · · an =
1

n!

∑
I

(−1)n−#I(
∑
i∈I

ai)
n (3.2)

ai1 · · · ain が V (∆i1 , . . . ,∆in) に対応している．従って
1
n! (

∑
i∈I ai)

n が

V (
∑

i∈I ∆i, . . . ,
∑

i∈I ∆i)/n! = Vol(
∑

i∈I ∆) に対応する事に注意．恒等式 (3.2)

の導出は演習に残す． 2

3.4 混合分割

Rn の有限集合の列 A = (A1, . . . , Am) を考える．∪iAi のアファイン包は Rn

と仮定する．Ci ⊂ Ai を満たす C = (C1, . . . , Cm) を A の混合胞体と言う．

(dim(convC1), . . . , dim(convCm)) を胞体の型という．conv(C), Vol(C) を次で

定める．

conv(C) = conv(C1 + · · ·+ Cm), Vol(C) = Vol(conv(C))
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F = (F1, . . . , Fm), Fi ⊂ Ci, で，ある線型関数 α ∈ (Rn)∨ の Ci の制限が丁度 Fi

で最小値を取るとき，F を混合胞体C の面という．このとき conv(Fi)は conv(Ci)

の面であることに注意しよう．この α を F の内向法ベクトルと言う．

次を満たす混合胞体の集合 Γ = {C(1), . . . , C(k)} を Aの分割という．

(i) dim(convC(j)) = n

(ii) conv(C(j)) ∩ conv(C(j′)) は conv(C(j)) の面

(iii) conv(A) = ∪k
j=1 conv(C

(j))

ここでさらに，次の (iv) を満たす Γ を混合分割，次の (iv), (v) を満たす Γ を良

混合分割（または単体的混合分割）と呼ぶ．

(iv)
∑m

i=1 dim(conv(C
(j)
i )) = n

(v) Γ の各 C(j) に対し
∑m

i=1(|C
(j)
i | − 1) = n

注意 3.9 ここで分割が混合分割となる条件を調べておこう．

C = (C1, . . . , Cm) を 1つの混合複体とするとき Ci = {qi,0, . . . , qi,ki
} と書いて

V (C) = (V (C1), . . . , V (Cm)), V (Ci) = (qi,1 − qi,0, . . . , qi,ki
− qi,0),

V (Ci) の各列ベクトルの生成するベクトル空間を Wi とすれば

dim(conv(Ci)) = dimWi, dim(conv(C)) = dim(W1 + · · ·+Wm)

である．
n = dim(W1 + · · ·+Wm) ≤ dimW1 + · · ·+ dimWm

なので，混合分割であることは，W1 + · · ·+Wm が直和であることを意味してい

る．混合複体 C の型を (d1, . . . , dm) とすると d1 + · · ·+ dm = n である．Γ が良

混合分割ならば，V (C)は n× n行列で，条件 (i)より detV (C) ̸= 0 である．

多面体の列 (∆1, . . . ,∆m) に対して，その頂点の集合の混合分割を∆ = ∆1+ · · ·+
∆m の混合分割と呼ぶ．∆の面 F は F = F1 + · · ·+ Fm, Fi は ∆i の面，と分割

される．

定理 3.10 (∆1, . . . ,∆m)の混合分割 Γ = {C(1), . . . , C(k)} に対し次が成り立つ．

V (∆1[d1], . . . ,∆m[dm]) =
k∑

j=1

d1! · · · dm! Vol(C
(j)
1 + · · ·+ C(j)

m )

但し，右辺の和は型が (d1, . . . , dm)である混合胞体 C(j) すべてについて取る．
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証明 C
(j)
λ = (λ1C

(j)
1 , . . . , λmC

(j)
m ) と置くと，(C

(1)
λ , . . . , C

(k)
λ ) は

(λ1∆1, . . . , λm∆m) の混合分割である．C(j) が (d1, . . . , dm) 型なら C
(j)
λ も

(d1, . . . , dm) 型で

Vol(Sλ) = Vol(C
(j)
1 + · · ·+ C(j)

m )λd1
1 · · ·λdm

m

である．実際，注意 3.4より，各 ∆i が原点を頂点として持つと仮定してよく，各

∆i を含む次元方向に λi 倍すると体積は λdi されることが分かる．よってVol(Sλ)

は λd1
1 · · ·λdm

m の定数倍である．λ1 = · · · = λm = 1 と置くとその定数が分かる。

よって

Vol(λ1∆1 + · · ·+ λm∆m) =
k∑

j=1

Vol(λ1C
(j)
1 + · · ·+ λmC

(j)
m )

=
k∑

j=1

Vol(C
(j)
1 + · · ·+ C(j)

m )λtypeC
(j)

定理 3.5を用いて，両辺の λd1 · · ·λdm の係数を比較すれば結果を得る． 2

ωi : Ai → R (i = 1, . . . ,m) に対し，Ai の持ち上げ Âi を次で定める．

Âi = {(q, ωi(q)) : q ∈ Ai} ⊂ Rn+1

Â = (Â1, . . . , Âm) と置く．

ω = (ω1, . . . , ωm) に対し，次を満たす Aの混合胞体 C = (C1, . . . , Cm)全体を

A(ω) で表す．

1. dim(conv(Ĉ)) = n

2. Ĉ は Â の面でその内向き法ベクトルの最後の成分は正．

∆̂i = conv(Âi), ∆̂ = ∆̂1 + · · · + ∆̂m とすれば，conv(Ĉ) は ∆̂ の n次元面であ

る．∆̂ の n次元面は内向き法ベクトルの最後の成分が正のものと負のものがある

が，正のもののみを集め最後の成分を忘れて作った Aの細分が A(ω) である．

補題 3.11 A(ω) は A の分割である．この分割の各胞体 Ĉ について V (Ĉ) が階

数最大 (min{n+ 1, |C| −m})であれば A(ω) は Aの良混合分割である．

例 3.12 ミンコフスキー和 ∆1 +∆2 の例と (∆1,∆2)の混合分割の例を挙げる．
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+

∆1

=

∆2 ∆1 +∆2 良混合分割

注意 3.13 (A1, . . . , An) を与えた時，その混合分割を計算し，∆i = conv(Ai) と

して，前定理を用いて混合体積 V (∆1, . . . ,∆n) を計算するプログラム (DEMiCs

*1)も存在する．例で説明しよう．ファイル example.datを次のデータとする．

Dim = 2

Support = 2

Elem = 3 4

Type = 1 1

0 0

2 1

1 2

0 0

0 1

1 1

1 0

次元を 2とする

mを 2とする

A1, A2 の頂点の個数を定める。

d1, d2 を定める

A1 の 1番目の頂点の座標

A1 の 2番目の頂点の座標

A1 の 3番目の頂点の座標

A2 の 1番目の頂点の座標

A2 の 2番目の頂点の座標

A2 の 3番目の頂点の座標

A2 の 4番目の頂点の座標

コマンド demics.exe -c example.dat を実行すると，まず次が出力される．

----------------------------------

* Seed number = 1

* Lifting values for elements in each support set

S1 : 8.40188 3.94383 7.83099

S2 : 7.9844 9.11647 1.97551 3.35223

----------------------------------

これは ω の各頂点での値を定めている．この ω が定める混合分割の混合胞体で，

その型が上の Typeで指定したもの（今の場合は (1, 1)）が次に出力される．

*1 水谷，竹田氏によるソフトウェアパッケージ．Google 等で検索すると見つかるだろう．
DEMiCs.0951.tar.gz というファイルをダウンロードして適当なデレクトリで解凍すれば
良い．
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# 1 : 1 : ( 1 2 ) 2 : ( 4 3 )

Volume: 2

# 2 : 1 : ( 1 3 ) 2 : ( 2 3 )

Volume: 2

# Mixed Cells: 2

Mixed Volume: 4

CPU time: 0s

(1, 2) + (4, 3)

(1, 3) + (2, 3)

良混合分割

各 Ai の頂点の番号を指定する事により，混合複体が指定されている．今の場合 2

つの (1, 1)型混合胞体が構成されその体積はそれぞれ 2であり，求める混合体積は

4である事がわかる．

3.5 ベルンシュタインの定理

多項式 f(x) =
∑

ν cνx
ν と ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn に対し

ℓ(ξ) =min{⟨ξ, ν⟩ : cν ̸= 0}
∆(ξ) ={ν ∈ ∆(f) : ⟨ξ, ν⟩ = ℓ(ξ)}

fξ(x) =f∆(ξ)(x)

と置く．多項式 f1(x), . . . , fn(x) が非退化とは各 ξ = (ξ1, . . . , ξn) に対し

{x ∈ Cn : fξ1 (x) = · · · = fξn(x) = 0} ⊂ {x1 · · ·xn = 0}

が成り立つときを言う．

定理 3.14（ベルンシュタイン） Ai (i = 1, . . . , n) を Zn の有限部分集合，∆i で

その凸包を表す．
fi(x) =

∑
a∈Ai

ci,ax
a, i = 1, . . . , n (3.3)

なる (C∗)n の点の個数は (f1, . . . , fn) が非退化ならば混合体積 V (∆1, . . . ,∆n) に

等しい．

証明 ω = (ω1, . . . , ωn) を一般に選び (∆(f1), . . . ,∆(fn)) の良混合分割 Γを作

る．このとき
f̂i(x, t) =

∑
a∈Ai

ci,ax
atωi(a), i = 1, . . . , n

の根 x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))は tの代数関数である．

x(t) = (x̄1t
v1 , . . . , x̄nt

vn) + tに関する高次の項, x̄i ∈ C∗
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と書く．これは t = 1のときは元の系の解であり，t → 0 とすると原点に近づく．

この曲線の個数が，元の系の解の個数であり，この個数が混合体積であることを示

す．(v, 1)が支持する ∆̂ = ∆̂1 + · · · + ∆̂n の面を Ĉ(v) と書き，その最初の n個

の成分への射影を C(v) と書く．

f̂i(x(t), t) =
∑
a∈Ai

ci,a(x̄
at⟨v,a⟩+ωi(a) + h.o.t.)

なので，C(v) に台を持つ多項式 inv(fi)(x̄) があって

f̂i(x(t), t) = inv(fi)(x̄)t
ℓi(v,1) + h.o.t.

inv(fi)(x̄) は di + 1 個の項を持つとすると，これが係数一般の時は根を持つので

di ≥ 1 が分かる．A(ω) が混合分割であることから

n ≥ dim(Ĉ(v)) =
n∑

i=1

dim Ĉ
(v)
i =

n∑
i=1

di ≥ n

となり，di = 1 となる．すると C(v) のミンコフスキー和への分解

C(v) = C
(v)
1 + · · ·+ C(v)

n , dimC
(v)
i = 1

を得る．
invfi = 0, i = 1, . . . , n

は (C∗)n に V (∆(v))個の解を持つ事を示す．一般性を失うことなく各辺が原点を

含むとして良い．
c1x

β1 = · · · = cnx
βn = 1 (3.4)

の解の個数が求めるものである．行列式が 1であるような行列 U , V が存在して

U(β1, . . . , βn)V = diag(k1, . . . , kn) ki ∈ Z

とできるので xi = yui1
1 · · · yuin

n と置くと，

xβi1

1 · · ·xβin
n = yβi1u11+···+βinun1

1 · · · yβi1u1n+···+βinunn
n

であり，i = 1, . . . , n に対し

(cv1i1 · · · cvni
n )−1 =(xβ11

1 · · ·xβn1
n )v1i · · · (xβn1

1 · · ·xβnn
n )vni = yki

i

を得る．この系の解の個数は

k1 · · · kn = det(β1, . . . , βn) = V (C(v))
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個である．原点のそばには (3.4) に対応して曲線 x(t) が存在するので，(3.3)

の解も存在する．即ち (3.3) の解の個数は，ω = (ω1, . . . , ωn) から決まる

(∆(f1), . . . ,∆(fn))の良混合分割 Γ = {C(1), . . . , C(k)}に対して

k∑
i=1

Vol(C
(j)
1 + · · ·+ C(j)

m )

である．但し，右辺は型が (1, . . . , 1) の C(j) のみの和を取る．よって，定理 3.10

の d1 = · · · = dm = 1 の場合より定理は従う． 2

注意 3.15 クシニレンコは，論文 [2]で定理 3.1と定理 3.14で ∆1 = · · · = ∆n =

∆ なる場合を同時に証明した．クシニレンコの証明はコスズル複体の性質を巧み

に使った代数的な議論であるが，ベルンシュタインは，それを見て定理 3.14([1])を

証明した．ベルンシュタインの証明の鍵は混合体積と交点数の公理的特徴付けの類

似性にある．ここでは交点数等の公理的特徴付けを説明することを避け，B. Huber

と B. Sturmfel によるベルンシュタインの定理を紹介した．

3.6 クシニレンコの公式の証明

まずベルンシュタインの定理の局所版を説明しよう．

定理 3.16 多項式 f1, . . . , fn が非退化，即ち，各 v = (v1, . . . , vn)に対し

{z ∈ Cn : inv(f1)(z) = · · · = inv(fn)(z) = 0} ⊂ {z1 . . . zn = 0}

で，好都合，即ち各変数の冪は各 fj に現れると仮定する．Di = {x ∈ Cn : fi(x) =

0} とすれば
(D1 · · ·Dn)0 = V (Γ−(f1), . . . ,Γ−(fn))

証明 多項式 fi に対し f̃i = fi + c, c ̸= 0, とする．∆(f̃) = Γ−(f) ∪∆(f).

(D1 · · ·Dn)0 =(D1 · · ·Dn)Cn − (D1 · · ·Dn)Cn\{0}

=V (∆(f̃1), . . . ,∆(f̃n))− V (∆(f1), . . . ,∆(fn))

=V (Γ−(f1), . . . ,Γ−(fn))

2

クシニレンコの定理の証明をしよう．Bi = {zifzi = 0}, Ci = {zi = 0} と置く．
f が非退化かつ好都合ならば，

∪
i Γ+(zifzi) = Γ+(f) で

(A1 · · ·An)0 =dimC C[[z1, . . . , zn]]/⟨z1fz1 , . . . , znfzn⟩ = Vol(Γ−(f))
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(∏
j ̸∈I

Bj

∏
i∈I

Ai

)
0
=dimC C[[z1, . . . , zn]]/⟨zj , j ̸∈ I, zifzi , i ∈ I⟩

=dimC C[[zi; i ∈ I]]/⟨zi(f |{zj=0,j ̸∈I})zi , i ∈ I⟩
=Volk(Γ−(f) ∩ RI)

Di = {fzi = 0} と置く．Ai = Bi +Di なので，

µ(f) =(D1 · · ·Dn)0 = ((A1 −B1) · · · (An −Bn))0

=(A1 · · ·An)0 +
n∑

k=1

∑
I⊂{1,...,n}

(−1)n−#I
(∏
j ̸∈I

Bj

∏
i∈I

Ai

)
0

=
∑

I⊂{1,...,n}

Volk(Γ−(f) ∩ RI)
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