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第 1 部

Eucld 空間 3 における

一般化 されたカスプ辺



しコロンタルと 波面 、 非退化 な 特異点 ) ()

δ . 1R?( U .0 ) の領域

f . t→ 1
R

3 a c map

Λ o Λ Z

ー⑪1
2
y

x

f がコロンタル ⇐)
ヨ
2 : 単 立ベクトル 場ィ

frontal
def. s. t

.

2 t fu , fo

f が 波面 I wave front )

⇐) ∠ : = 18 . 2 ) : も→ IRP× S
で

が immersion

以下 f
はフロンタルとする。

λ . ape det Ifu. fo 2 ) ε IR
符号 つき 面積密度

PG O が 特異点 関数
同優
⇐) λ CP120

P が非退化 Inon - degenerate )

⇐) daip ) t 0 ie ( Help, Aocp') キ 50. 01

定義



( 第 1 種 と 第 2 種 の 非退化 な 特異点 ) (2)

退化方向

P が 非退化 のとま p 24)

0→ 特 異方向NtょP
: 8101

f の 特異点集合 は

定義城上 の 正則曲線 となる 。

このとき

ョ
yp : dflyp ) = 0

w 点 p における fの退化向とい

P が 第 1 種 の 特異点 efyp
と γ io)が1 一次独立 )

∞ そうでないとき
、
第 2種 の 特異点

←

=

カス子第 1種 効ゆ

カスプ辺
☆

第 2種 、

錐的
特異点

効帽子 は
ツバメの尾 フロンタルでない



カスプ辺 と 一般化 されたカスプ辺 131

Fact( ) p : カスプ辺 ⇐2 { f 12 P の 近停で波面
便uir 同

def. l
P は 非退化 な

f0 la.01 = 1結 ) 第 1種 の 特異点品

σ
と 右古同値

( 定義 ) f : t→ 1R
3

Co
. map

が一化 されたカスプ辺 とは

{ の f はコロンタル

② 5 の 特異点 はすべて 非退化
かつ 第 1種

のときを 云 う

特( 徴 ] のカスプ辺 の 一般化

② 特異点集合の 像 は 空間正則曲線

③ f6u.0 )則 曲面 のとき
ー

gid. r) = fiu . 02 ) も 一般化 されたカスプ辺

n
末則曲面 も 一般化 されたカスプ辺 とみなせる。



に般化されたカスプ辺 の 基本定理 ) 4

( 定理 」 一般化 されたカスプ 辺
f

は 、 定義域 の

座変換で 以下 の 性質をもつようにできる。

の 特 異点 集合 は U- 軸 で folu_ 0) = ⑨{
② { fulu. o1 , frulu . 0 ) } 1a -次独立

逆 に ① . ② をみたす f は 、 一般化 された
カスプ 辺である 。

Flu 7 = f19 , 01
側曲 dは、 CIRB

一般化 されたカスプ辺 には U
、
軸 に 沿 って

Rslu ) 特 異 曲率
,

R
2
lu) 極限法曲率

が 定義 され
R
'

= T"iu )
?

= Rslu? t Roca )
?

をみたす 。 RS 20 RSC O

RA は δ の 凹凸 に関 上

%

Br キ 0 t) (「 の 接触手面 が )f の 接面に 一致
√

≥

しない

⇐) K → 1 ∞
nw

ガウス 曲り Rrto



( 年平面 曲線 の 表 現公式 ) γ : La . al _ 1R
-oguln 5

Jis) : l Isk al

S を 弧長 とする 正則 曲。( γ'isl = 1 )
R1A ] : γ の 曲率関数

⇒ ris , = So
"
cos

) au , GIs ) = S
'

kiusar1
sirnlaf σ

は γ と 平行移動 と 回転 により 重ね 合 わせる
ことができる。

( def. ) Jlt ) to la
,
bs γ{C ) = 0同値

st = C で γ がカスプをもつ ⇐つ γ
'

Yd と γ"
”

ur

標準形 20t1 に琵 )
(
は 一次独立

c)]
def.l r : la, b ) → IR

2

た C ε la . b) が 一般化 されたカスプ

{ 棒@ ←

(例] カスプは 一的般化された
(例2 ] 810) も ④

Oct) = γ1t2]カスプ
⇒ t= 012 一般化された
カスプ



6

Fact( ) ( 芝一梅原 ,
Z012 ) µ [S ] : CO

-
関数

一般化 されたカスプの 表現公式

8is ) = {
'

u階 lda . Gisl = Slucu, dr

1 は'90 l = 101 A を %一弧長 パラメータとよぶ
2

L (8は ) = S18'1 d 0 =S101 d 」
は
式

UCA ! : 正規化 された 曲率関数
wiw

一的般化されたカスプの不変量

2µ co ) : 5 の A = 0 におけるカスプ的曲率
riw

その 点 でその 曲称を

最もよく 近似する

µ CS ] = Uot µis
2

サイクロイドを 生成 する 円+U2 A
已

の 半径 の 逆数 の平方根
+

0
µ3 」

+
- …

Go, l µ, U2 ,Us …

はすべて 曲線 γ の 不変量



( 福井 の 一般化 されたカスプ辺の表現公式 ) ク

Fact( ) 一般化されたカスプ辺 の 像 に 対 して

特異点集合 の 像 に 横断的 な 面による

切 り 口 は 、平面上
で
「 一般化されたカスプ 」 となる。

その 切 り 口 が 、 カスプとなることと 、
曲面 が

カスプ辺 となることは 同値 。

延殴
1b 症切り口

TT
TIA )
'

" L acss b )弧長パラメータで表示された
空間曲

T
"
(A ) キ ① のとき

E : Ts )
, ini =
T
"

,
iw で"1 uniiuwexin

mio単位接ベクトル 単位法ベクトル 単位従法線ベクトル

@ T に 沿 う 一般化 されたカスプ辺 をすべて 生 み
祝だす 公式が 主井公式 である (次ページる

( ouspidalbauge )
GCA 」 主向向 とカスプの 方向めるす 角

囲
。
otiTn

) を 裂 とつそ

断面 カスプのを規化 された
曲辛 関数



(福井公式 ) 8

「

flsitに Tioltlininibil品筋 、
]

(A)

( 2 ) = S
.

tu 階in] aa ,λ *
=

ucotida

必 すべての 「 に 沿う 一般化 されたカスプ辺 は

この 公式 で 表現 される。

T1A 1 が f のカスプ辺 ⇐) µ (s . o ) ± o

TA ) が f のカスプ状効帽子⇐ )µ( A. 01= 0
Us (0. 01 キ 0

利甌 µ も σ も δ の 不変量

たこの 公式 を 用 いて f のガウス 曲率 と 手均曲辛
K H

を 計算すると 、 K . H と特異点 の 不変量 の

関がわかる。

(長所 ) 具体例 の 計算 に 役立 て

( 次点) 「 =θ とする 点 があると、 公式 が使える 10「



UCo .t) = U0 (s) +µico) t +∞)tt … 9

とおくとき

⑧ 次 の 式 が成 り 立 つ

KIAtImw = IR 1s ?Uols )
ガウス 曲率 - BIA 2UOSAPt RrLAlU () -WiRt ot,

ただし W= I- G
1

usp- divectional forsion

Hl0 . t 1
=
µols)tAItRIt oct,

wum

平均曲率 石

この 2 つの 式 からわかること」 σ K+∞ γ①
成政

Kt -∞
.
R
2 キ 0 ⇒ K は 非有界 ー

t 。軸 の LF で K 1 ∞

ーノー ∞

。カスプ辺の 近停で 均曲率 は有界
(µot0 )

。 点Cumbilic 」 は 集積せずCHEKaH」 ∞ )

。 Kv (A )µolA 」 は 第 1基本形式 のみに衣存
(積曲 リツの 倍)

福井論文 ではツバメの 屋についても、 表現公式 を
与えているが、 ここでは述 べるい」



( FKPUY 論文 による 福井公式 の 改良 ) 10

EJOT" 1 = 0 ⇒ in =
でが 定義 されない

。

IT" 1
もともと福井文 でも

必断面 カスプの 方向 に 着見 」 ( この 方向に 着目していた、 )
EILA) = TIA } A21s 1 = 断面 カスプの 単位方向

ベクトル

4310 ) = 4iinm × ezb)④ み 母 er の泊m

曲面 の 法線ペットル

L断面カスプ
1e,
'
, e2 es

)

= Lex, exes ) D

微分方程式と 思うと

Rs σ ω
与えられた 不変号を4つ

1α : = 1
0 .

- RA
.
-Rr

) 一般化されたカスプ辺
Rr - ω σ

が作れる「

mi me uo異
"w

を given とする

? ①

usp . divectional torsion
法曲率

flsit) =TLAJtACA .t1E2 ) tBAt ) e3LA)

店 に !幼)ae設定でず w仮加
ΨなしでSucrnが示せる。0



第 2 部
3 次元 時 空 における

一般化 されたカスプ辺



1 時空 43 上 の 曲面 ) ぃ

ほ 3
Euclid室間

1 LoventE- Markawshi 時堂 Itt - )

24 .

4

L
3

yi
< X . YY ) = x1yc t x2y2 - x3φ3

f . ELC 1R
2
)
→

1L
3

はめこみ

PG E
.

f が space - che ⇐) dsp 7 0

{ fが trme -ike⇐ )dsp はローレンツ 計量

fが light - like に) それ以外

f : t
.

→
43 フロンタル

⇒法 線 ペクトル場 2 ∠
.

0→ 43 .{ }
が定まる 。

ful ,fot
2
)

f が space - lihe at p ②
2

p
が twe- ike 12p ,p 7 < o )

fが time - ihe at p ⇐ipがspace-ike lVpp , rp > >01

f が lit - he atpp が ligt- liheC , up ) = 01

このように f の 固果 特性 ( causality 1

を

定義する。



( 時 空 の 曲面 のガウス 曲率 ) 12

f . t
→
3 space - like or time - like

はめこみ

sgn ( kI ) = - sgnlkgE )

必 ガウス 曲率 の 符号 が我々の 見 たものと逆
miuw

3での 曲率

∝ 2葉双曲面 I hyperbolo plane )
L

KCO HP-1 ) = { cxy 、
t ) ε 1

∝ x
'

ey_ t
'
= 1 }

Hz

de Sitler 時室 $iItiz
K
'
20(

= { 1x. y .
t 16431

…闕

$
'

1

x
'

eyz t
'
= - 1 }



( 時空いのカスプ辺 に 特徴的 なこと ) 12

3

。 平均曲率H が 有界となる 場合がある。

(平均曲率 がのカスプ辺 の 存右 )

3
3

Kim- Yang 曲面
Enneper型 43
柘大曲面 3 つの ⇒

エンドをもつ
極大曲面

。 特異点集合 に 沿って 型変化 をする 可能性 がある
。

"4r
.

0 umbilio polnt(点 ) が 集積 する 可能性
がある」

主曲リリが 実 で白 い可能性 3] HEk = 0 f- umbilc

quaumbilic q -urbilc は 集積 する 場合がある。∞
必 どのようなときに 、 上記 のことが起きるのか

その 場合 の 曲面 のふるまい
」
に 興味 がある。



maxfao と minface 3
(大面 と 柱小面 )

” の 柱小曲面 の 性質 UCIR?( U. O )
n

f .t .
3

immerston H≡ 0 ( C . Z 1

Z=Utioョ
F : 七

→
43 正則 はめ=み

i=ti
s. t.
f = RelFl .

植大面 の 定義 maxface

f : t
→ IL

3
Co map もォ open deuse c U

?

s. t .flux2 spae-ike
imerssvor

ョ
下 : 社則 は 飛は、

こみ

with H≡ 0

極小面 の 定義 minface

f. σ
→

43 Co
. map

ョ

Uォ open dense c U
2

ョ
F : σ
. 4

③
パラ

s.t
.fluxtatime -like

定則 はめこみ immerstou

sit
.

f
= Re (F )

with HEo

F- xtiy

( xa = Yo ) ( xu
= Yo }

Xo = -Yu X0 = Yu

コーシーーリ ~20 パラーコーミーリーマン



(柱大面 と 柱小面 の 性質 ] 4

( Fact 1 ) 柱大面 と 椎小面 はコロンタル

Fact( 2 ) f : 柱ス面 o 0 柱小面

=⇒ f = RelF )

f* = Im IF ) 共役 る 柱大面 (椎小面 )

If と fx の 第 1基本形式はほぼ同じ )

( Fact 3 )
f の 特 異点 はすべて 非退化 とせよ

f が 波面 ⇐7 fx が 一般化 された
Emehra( Yamada) UY . Takahasi

カスプ辺
2006 2012 の 修論福

Fact4( ) fがカスプ辺 F1 fx もカスプ辺
Uy . Takahasli

(Fact 5 )f がツバメの 尾 f* はカスプ状
U

.Y . -Takahaslo 叉帽子

つまり 、非退化 な柱大面柱小面 のガウス曲等 の

ふるまいを 調固 べるには 、平均曲 が 雰 の 一般化

されたカスプ辺 の 性質を 調べればよい
。

WeierstraB型
の 表現公式 → ( 昌頭 の 赤読領氏 の先行研究 )



一般的 な 場合 の 時空の 一般化 された
15

カスプ辺 の 性質 )

f : σ 1 43 一般化 されたカスプ辺
mmmmuwww

n

ローレシツ版
、

改良 された福井公式
⑪ ( ロ -に )版

、光。梅原公式 )
全部 で5 つの( 版を 用意。 )

fl9. 0 )0 TlU2

time - the 型 の
「 が 1

space - ihe 〈
fが time- ahe ST

②

S型 f が space -he $S ③

l
f が ligt -lhescumummnun

。 のときの 手法 が

そのまま 使える 理想的るイミでの
福井公式 は 作れているいが

. H は有界

K 12 kut O
H
.
K の 解析は 可能

muuum

quaso
のでき 発散 urhllio . Hiは 非有界

11
. f 12 型変化 する

∞ wnuuwumbilio.oq -umbelk
. K Iは KIEEO の 2き 発散.

は 集績 せず
umbello .q -auboloc積せず



15. 0

(設定 )



15-a

fist ) : TlAseX ( sts@ uo) t とia .l )@ (A1

θは SL 型の 解析にのみ
(通常必要「θ≡ 0 )



15- b



15-( c )



rorder
( 第一甚本形式 の 位数 と 上記 の

66∞ )場合分 けとの 関像
f10t )一般化された

dS2 = E durt 2Fdudo t G dov カスプ辺

曲面 f の 第 一 基 本形式

E : = ( fs , fs 3
,
Fi = Cfsfe' , G =Cfe. fe >

もしもチが 一般化 されたカスプ辺 fe = tatolt']

⇒ F≡ 0 にできる ( 1f0に 11 S型 orT型

A : = at () = EG. F = EG = G =
<fe fe >

aip
ftt キ 0 より ord(Ap 7= 2 が generic

fe : ligt- ihe のときが oudr 3 がありうる。

632 -は generelized cuspidal edge F712 ip = 2

3 2∂ ip = 3 3 Fが S型
断面 カスプの 円が ∠

つまり SL 型

T
1
. ligt- likeip 2 4 ⇐) ( T が

118 t- hhe
⇐ でも oudu 212

RIE = 0
ありうる「

F= 0t)



( I「 が 光 的 る 場合 のアプローチ ) 17

以下 Ti). τ (o)) ≡ 0 とする。

このとき f 6a tiwe -he か 1ght -themnw
miriro

order i = 2 ouder iƩ 4

平面則曲線

II,Tis) >≡ 0
がすべての A について

T
1
: L - like

def
[ i2 L 型ゃ成立

T = (γCA) . A ) ( γ(A) C xy- 手面
T= 1 ⑱' ) I 8%=0 012 γの 孤長

平面曲線 としての 法線ペクトル

ei=γ is ) , e2 = inis )
,
43 = ( 0 , 0 . 13

として 福井型 の 公式 を 作 る。

fls. t 1 =Iγ10 ) , A ) tX1a .t ,γiss tYist
,

m/s)

X = 1cosf , snit ) (β ) , Y = 1- sinσ cost ) ⑬ )

間 ] = S
0

ta (
osAlsiu λ (a. e ) =

S

.

t µcoaldu
sindis .ullde



ここまでのギロン flot ) 一般化 されたカスプ辺 18

T
'
(ao ) not light- tke ⇒ HA 非有界

H が 有界 ⇒ 近.
T
"
) ≡ 0 つまり Tiると 型

( Tが I型
.
f が T型 の 場合 ) このケースで

0tミ 0 とあるf が 一般化 されたカスプ辺 のとき 例 を 知ろるい「

① order = 2

② 平均 曲率 HL は 有界 ¢
③ ガウス 曲 りツ K「 ∂ 《 - 軸 の 両側で

t∞ .
- ∞ へ 発散

④ 主 曲率 は 1 3 の 側 で 実数
もう 1 るの 側 で 非実数

⑤ umbilic . f -umbilio
a集積 せず
ーく 特異曲

必 H
≡
0 のケースがあるかは 不明 がq- unbilc の

役宏
しかし Maxfae 1はありえず( )

intace でもありえず

必柱大面と 柱小面上の 一的般化 されたカスプ辺 は

ただし 常 に ouder が 4 であることが示 せる 。

(柱ス面小面 には一般化されたカスプ辺以外の特 も 現れうる )



( orde が4 のとき {「 は L
_
型

1)
000 揲 0 cO R 0f は 特異志点 で 光的

[ 定理 ) f1s. t ) 一般化されたカスプ辺
T(AL : : tls. 0 ) ( 型 近

. τ
' ) ≡ 0

[0. 0 ) はすべての A について order 4 とせよ
Sinθ= 0 σ : = CoSθ

の f は 型変化 しない

②
.

H が有界 ⇒3 Bµ1 = 8µ 0µo
'

+ 30R.
…

r

④ 点は 特点に集積 しない 。 fがカスプ辺
←

Qさるに 「 キ 。 なる で百いなるこのケース

⑤ fが 則点で ⇒ {k
'
so on E. If

空間的 RJECO !
E

⑥ f が則点で⇒ K , σ Dっ
E時間的 { KLEO R3 RSCO

⑦ Kは 発散 、ししƩ f の両側で同符号

⑧ 主曲辛 は 2 つ 共 に 共有界
( 実数 とは 限 るず )

一般化された

D
q - ambilc は集積 せず カスプ 辺についてのの

つまり ～
山 レ

赤領氏 の maxfae と minfae に 関 する 結果 が
そのまま ordr 4 の 一般化 されたカスプ辺 にまで拡張できる。
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time - libe Ki 20 thme-thekico spae -he Ki70

赤 領領氏 によで 示 された

桂大面 、桂小面 のもつ 特品

の 性質 の 多 くが ouder 4 の

一般化 されたカスプ辺 の 性質 にまで

拡張 できることが 示 された 。

ー ordr2

!s
oacmuuunuiruo鉱に maxfuce ,

minfare

正則曲面 の 折り目化
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0 RE の 正負 、 カスプ辺 の 見た 目A
～

特異曲率 の 凹凸

on 圧
3

M
order 4 のカスプ 辺 に711212

ガウス 曲率 の 符号 に 連動

向 R号 の 負 がローレンり 変挽で
不変 となるような 一般化 されたカスプ辺
はどのようるものが

( 福井 + 本田 ←梅 : 最近の 共同研究 )

間( 2 ) SL 型 の 場合 に 、より 良 い福井型公式
はあるか ?

( 間 3 ) 点 はカスプ辺 に 集績 できるか

( 未解決 )


