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Introduction

Soit G un groupe réductif connexe sur Q et X une G(R)-classe de conju-
gaison d’homomorphismes de groupes algébriques h : S — Gg. On dit que le
couple (G, X) est une donnée de Shimura si les axiomes suivants sont satis-
faits :

e Pour tout A € X, la structure de Hodge induite par h sur Lie(Ggr) est de
type {(_17 1)7 (07 O)a (17 _1)}
e [’automorphisme ad(h(i)) est une involution de Cartan.

e Le groupe G* n’a pas de Q-facteur non trivial dont les R-points forment
un groupe compact.

A une donnée de Shimura (G, X) et un sous-groupe compact ouvert K C
G(Ay), on attache une variété de Shimura Shy (G, X) dont les C-points sont :

Shic(G, X)(C) = GQN (X x GlAy),/K).

Cet ensemble est muni d’une structure algébrique canonique par le théoréme
de Baily-Borel. C’est une variété définie sur un corps de nombre E (le corps
reflexe). Notons K = K,K? avec K, C G(Q,) hyperspécial et K7 C G(Af)
compact ouvert. Pour K7 assez petit, la variété Shy (G, X) est lisse. Soit p un
idéal de E au-dessus de p. Dans [BR94|, on définit un polynéme H, a coeffi-
cients dans l'algébre de Hecke Hc(G(Q,)//K,). Cest I'algébre des fonctions
sur G(Q,) a valeurs dans C, & support compact, K,-invariantes a gauche et
a droite, munie du produit de convolution relatif & la mesure de Haar sur
G(Q,) normalisée par |K,| = 1. L’algébre de Hecke agit sur la cohomologie de
Shg xr Q de la maniére suivante : Si g € G(Q,), on considére la variété de
Shimura Shgngkg-1 et le diagramme :

Sh‘KﬁgKg*l

il
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ou les morphismes u et v sont définis par u([z x a]) = [z x a] et v([z x a]) =
[z x ag]. Ces morphismes sont finis plats, et étales pour K? assez petit. Ceci
définit une correspondance sur Shx xz Q, qui détermine fonctoriellement un
endomorphisme de H?,(Shx x5 Q,Q;) par pull-back et push-forward.

Conjecture. On suppose que Shx a bonne réduction en p. Pour { # p, le
Gal(Q/E)-module HY(Shx xg Q,Qq) est non-ramifié en p et dans l'anneau
Endg, (H(Shkx x£ Q,Qy)), on a la relation :

H,(Fr,) = 0.

Cette relation a lieu dans un anneau non-commutatif, mais est bien définie
car ’action galoisienne commute avec celle des éléments de Hce(G(Q,)//K,)
puisque u et v sont définies sur E. Comme la variété Shi a bonne réduction,
elle posseéde un bon modéle entier sur Op,, et la cohomologie étale de Shx x 5Q
coincide souvent avec celle de la réduction Shy Xk(Op,) E (ott K(Op,) est le
corps résiduel de O, ).

On formule souvent un énoncé a priori plus fort, ou I’équation ci-dessus
a lieu dans un anneau “géométrique” (de correspondances ou de cycles) en
caractéristique p. Donnons 'exemple de la courbe modulaire. La variété Xo(N)
est définie sur Q. L’ensemble Xo(N)(C) paramétre les classes d’isomorphisme
de couples (E, H) ou E est une courbe elliptique sur C et H est un sous-groupe
cyclique de F(C) d’ordre N. Soit p un nombre premier ne divisant pas N. On
peut prolonger le probléme de modules sur Z, et on obtient un modéle entier

Xo(N). Notons Xo(N) la fibre spéciale de Xy(NN). Considérons la matrice :

g= (p X ) € GLy(Q,).

En caractéristique nulle, cet élément agit sur la courbe modulaire Xo(N) par
la correspondance T} suivante :

XO(NP)
/ \
Xo(N) Xo(N)

ot les fleches u et v sont données sur le probléme de modules par les formules :

w(E, H') = (E, H'|N)) o(E, H') = <Him HL[M) .
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En la place p, la variété Xo(Np) a mauvaise réduction. Cependant, elle pos-
sede un modéle “parahorique” sur Z,. La variété X,(Np) parametre les classes
d’isomorphisme d’isogénies (Ey, H,) — (E2, Hy) de degré p, ot (E;, H;)ic1,2)
sont deux points de X¢(/V). On peut étendre ce probléme de modules & Z, de
maniére évidente. On note Xo(Np) la fibre spéciale de ce modéle entier.

Ceci permet de réduire la correspondance T, sur F,,. Les fleches u et v sont
finies, de degré p+ 1. En caractéristique p, il existe des sections : Le Frobenius
F : Xo(N) — Xo(Np) envoie (E, H) sur lisogénie F : (E, H) — (E® H®).
Le Verschiebung V : Xo(N) — Xo(Np) envoie (E, H) sur Iisogénie duale du
Frobenius. On a donc uo FF=id et vo V =id.

Ainsi F,V sont des immersions fermées Xo(N) < Xo(Np). L’ensemble

Xo(N)(F,) posséde une stratification. Si = (E, H) € Xo(N)(F,), on peut
associer & x un module de Dieudonné D(E), qui est un module libre de rang 2
sur W, Panneau des vecteurs de Witt de F,. L’isocristal N = D(E) @y Wy est
un Wo-espace vectoriel de dimension 2 (out Wy désigne le corps des fractions de
W). Les pentes de N sont nécessairement (0, 1) ou (3,1). La courbe elliptique
est alors respectivement ordinaire ou supersinguliére. Il existe un nombre fini
de classes d’isomorphisme de courbes elliptiques supersinguliéres, donc le lieu
supersingulier est fini. Son complémentaire est le lieu ordinaire de Xy(N), et

¢’est un ouvert dense.

Tout point de Xo(Np) est soit un Frobenius, soit un Verschiebung. En effet,
si M est un module de Dieudonné de rang 2 (ordinaire ou supersingulier),
les seuls sous-modules d’indice p sont F'M et VM, et ils coincident si M
est supersingulier. Ainsi, Xo(Np) est la réunion de deux sous-schémas fermés
isomorphes a Xy(N), qu’on notera respectivement Frob et Ver. On constate
que u|prob €t v|ver sont des isomorphismes alors que u|ver et v|op sont de degré

P-

Considérons la C-algebre C'(Xo(N)) des correspondances finies sur Xo(N).
Elle consiste en I’ensemble des combinaisons linéaires formelles de sous-schémas
fermés irréductibles de Xo(INV) xp, Xo(IN) tels que les projections sur chacun
des facteurs soient finies, surjectives. On peut additionner et multiplier les
correspondances. Pour N assez grand, le morphisme (u,v) est une immersion
fermée :

Xo(Np) = Xo(N) xz, Xo(N)

ce qui permet de considérer Xo(Np) comme une correspondance sur Xo(N),
qu’on note T,. On a le théoréme bien connu :
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Théoréme (Eichler-Shimura). Dans l'anneau C(Xo(N)), on a la relation
T,=F+V.

En multipliant par F', on trouve F2 — T,F +p = H,(F) =0, ot H,, est le
polynome de Hecke. Vérifions cette relation sur les points. Par un argument de
densité, il suffit de traiter le lieu ordinaire. Soit donc z = (E, H) € Xo(N)(F,)
ordinaire. Alors u‘l(:v) consiste en deux points f et g, correspondants respec-
tivement aux inclusions FM C M et VM C M entre modules de Dieudonné.
Ainsi f € Frob et g € Ver. Ces points apparaissent avec une multiplicité égale
a 'indice de ramification au point. On a donc

u'(z) = [+ pg.

On en déduit T,.x = v,u*(r) = Fr + pF 'tz on F : Xo(N) — Xo(N) est le
morphisme de Frobenius. En remplacant « par Fz on trouve F?z — Tg.}"m +
pxr = 0. Par fonctorialité, on obtient la méme relation sur la cohomologie de
Xo(N). On peut déterminer entiérement les valeurs propres de Fr, agissant
sur Hét(Xo(N) XQ @, Qg)

Passons a un cas plus général. Soit Shx une variété de Shimura PEL as-
sociée & un groupe réductif G = Aut(V') (o V est un module symplectique)
ayant bonne réduction en p. On souhaite définir une action de ’algébre de
Hecke H(G(Q,)//K,) sur la réduction modulo p de Shg, compatible avec
celle sur la cohomologie. Soit g € G(Q,), et T, la correspondance définie par
le diagramme :

ShKﬁgKg*l

Sh}( ShK

Un “bon” modele entier de Shxngxy-1, permetrait de réduire T, modulo p.
Soit Z I'immeuble de Gg, et x € Z le point qui correspond & K. Le C-espace
vectoriel sur G(Q,).x est naturellement muni d’une action de He(G(Q,)//K)p)
qui refléte I'action sur Shy x C. Il est possible de décomposer I'action sur
G(Q,).x en faisant intervenir successivement les sommets voisins dans Z. Ceci
décompose 'opérateur de Hecke en morceaux parahoriques. Pour ces compacts,
Rapoport et Zink ont construit des bons modéles entiers dans [RZ96|, ce qui
permet de définir la réduction Tg de maniére satisfaisante. La correspondance
T, est finie sur le lieu ordinaire. On illustrera le cas du groupe GU (2, 1).
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Voici une approche moins naive. Pour S un Og,-schéma, les S-points de
Shy paramétrent les classes d’isogénies (de degré premier a p) de quadruplets
A = (A,1,\,7) ot A est une variété abélienne sur S munie d’une structure
(action, polarisation, structure de niveau). Il existe un Op,-schéma p-.#sog
paramétrant les p-isogénies entre deux points de Shx compatibles avec la
structure. Ce schéma est muni de deux fléches, “la source” et “le but”, envoyant
respectivement l'isogénie A, — A, sur A, et A,. En caractéristique p, on a
une section de s définie par I'isogénie Frobenius A — A9 On note p--7sogl®
le sous-schéma ouvert fermé des isogénies de multiplicateur c.

Faltings et Chai ont défini la Q-algébre Q [p--#sog x L] (L est un corps
muni d’un morphisme Op, — L). C’est la sous-algebre de Zg (p--#sog x L) (la
Q-algebre des cycles) engendrée par les composantes irréductibles de p-.# sog x
L (voir [Moo04], paragraphe 4.2.1). La multiplication est induite par la com-
position des isogénies. Cette algeébre contient le cycle Frobenius F', I'image
de la section Frobenius. Soit A C V(Q,) un réseau autodual tel que K, =
Stabg(g,)(A) et Ho(G(Qp)//K)p) la sous-algébre de Hc(G(Q,)//K,) engen-
drée par les fonctions 1x 4k, avec g € G(Q,) N End(A). On a un morphisme
d’algébres :

0 : Ho(G(Qy)//K,) — Q [p—ﬂsog X /{(OEp)} )

La sous-algébre Ho(G(Q,)// K,,) contient les coefficients du polynéme de Hecke.
Dans ce contexte, la relation de congruence désigne la conjecture :

Conjecture. Dans Q [p—fsog X K(OE'D)}, on a la relation suivante :

Le lieu ordinaire ShKOTd (ou p-ordinaire) de la variété de Shimura a été
défini dans [Wed99] et [Moo04]. C’est un ouvert dense de Shy. On définit

——ord : :
p-F509”% x k(Op,) = t"1(Shg' ). On construit de maniére analogue une
algébre Q [p—ﬂ s0g°" x /{(OEP)]. Par intersection avec le lieu ordinaire, on
définit un morphisme d’algébres :

ord : Q [p-Zs0g x k(Op,)] — Q [p-F 509" x k(Op,)] .
Ben Moonen a démontré dans [Moo04] le théoréme suivant :

Théoréme. Considérons le polynome de Hecke H, dans Q [p—ﬂsog”d X /{(OEp)] ]
a travers ord o . Dans cette algébre, on a :

Hy(F) = 0.



INTRODUCTION viii

Remarquons que si le lieu ordinaire p-.#s0g™® x k(Og,) est dense, alors
la relation de congruence découle de maniére immédiate de ce résultat. Ce
fait avait été prouvé par T. Wedhorn dans [Wed00|, mais en imposant que le
groupe G soit déployé et que le complété du corps reflexe soit Q,. Signalons
larticle [BW06]| qui traite spécifiquement le cas unitaire de signature (n—1, 1).
La condition de densité de p--#s09”® x £(Op,) est vérifiée si et seulement si
n est pair.

On a vu que le polynéome H, annule F' dans 'algébre Q [p—ﬂsog"”d X /{(OEP)} .
Souvent, le polynéme minimal du Frobenius sur le lieu ordinaire est simple-
ment un facteur R de H,. Ainsi, R(F’) appartient au noyau du morphisme ord.
(C’est une combinaison linéaire de composantes irréductibles non ordinaires. Si
en outre on a une factorisation H, = R.Q) telle que C' - Q(F) = 0 pour toute
composante non ordinaire C' de p-#sog x k(Og,), on en déduit la relation de
congruence. Cela semble étre le cas pour les variétés de Hilbert-Blumenthal, et
nous montrerons qu’il en est de méme pour les variétés de Shimura unitaires en
signature (n — 1,1) avec n impair. Ben Moonen écrit : “It would be interesting
to investigate if this is a general phenomenon”.

Voici en détails les principaux résultats de cette thése. A chaque fois, on
supposera 'entier n impair.

e On montre que le polynome de Hecke se factorise sous la forme
Hy(t) = R(t) - (t = p" 'Lpx,)

dans l'algebre de Hecke H(G(Q,)//K,).

e Pour un entier ¢ fixé, on montre que le morphisme (s,t) est une immersion
fermée sur p-.#s0g9'® x k(Op,) dés lors que la structure de niveau K? en
dehors de p est assez petite. Sous cette hypothése, deux composantes irré-
ductibles C, C’ de p-Fs0g'® x k(Op,) coincident si et seulement si s(C) =
s(C") et t(C) = t(C").

e Soit C' une composante supersinguliére de p-.#sog'® x #(Og,). On montre
justement que s(C - F) = s(C - (p)) et t(C - F) =t(C - (p)).

e Enfin, on démontre que si C' est une composante supersinguliére de p-.# sog(®) x
%(Og,), alors on a la relation

C-(F-p""(p)=0.

On établit cette relation en deux temps. On la montre d’abord pour un
niveau K7 C KP? suffisamment petit pour que (s,t) soit une immersion fer-
mée sur p-.# 509t x k(O £,)- L’égalité des supports provient des arguments
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précédents, et le facteur p"~! du calcul des multiplicités. Ensuite, on utilise
le revétement étale pour se ramener au niveau KP?.

On démontre aussi certains résultats secondaires sur la géométrie de la fibre
spéciale de la variété de Shimura associée au groupe G = GU(2,1) dans le cas
de mauvaise réduction parahorique. Plus précisément, soit K le stabilisateur
d’un point spécial de I'immeuble de G.

e On décompose la correspondance de Hecke associée a g = diag(p,1,p™!)
en morceaux parahoriques, ce qui permet de la réduire modulo p par les
modéles de Rapoport-Zink.

e On montre que les fleches Shxnx, — Shi et Shxnx, — Shk, sont surjec-
tives. Ceci permet de montrer facilement que le lieu ordinaire de Shg, est

ouvert.

———ord , . v . .
e On montre que Shink, est la réunion disjointe de deux sous-schémas

ouverts, et on calcule les degrés des restrictions des fléches de dégénérescence.

e Soit F le Frobenius de Shy. On établit la relation R(F) = 0 sur les points
ordinaires de Shy, ot R = X?+ (p) (p — 1 —T,) X + p* (p?).
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Contenu des chapitres

A partir de 1.1.2, n est toujours impair. Dans les chapitres 1,2,3, on intro-
duit les objets de bases qui permettent de formuler la relation de congruence.

Chapitre 1 On introduit les formes hermitiennes et on en donne la clas-
sification sur Q, Q, et R. On définit le groupe G, le groupe dual GV, la
donnée de Shimura, le cocaractére u, la représentation r, le polynome de
Hecke H,, l'algébre de Hecke H(G(Q,)//K,). On énonce quelques résultats
sur les représentations non ramifiées et les L-paramétres non ramifiés, puis le
théoréme de Satake. On montre que le polynéme H, se factorise sous la forme
H,(t) = R(t)-(t—p" '1,k,). Pour n = 3, on calcule H, dans H(G(Q,)//K,) [t]
en explicitant I'isomorphisme de Satake.

Chapitre 2 On introduit la variété de Shimura Shg, on donne son probléme
de module sur C, puis on définit un modéle entier sur Og,. On étudie la fibre
spéciale Shy. On définit les modules de Dieudonné quasi-unitaires, les espaces
de Dieudonné, les isocristaux. En suivant [Vol10, VW11, BW06|, on donne la
stratification d’Ekedahl-Oort et de Newton de la fibre spéciale Shy ainsi que
les dimensions des strates. En particulier, on définit la strate ordinaire et la
strate supersinguliére. On étudie les cristaux supersinguliers. On classifie les
cristaux quasi-unitaires superspéciaux, et on définit le saut superspécial.

Chapitre 3 On introduit 'espace de module p-.#sog, les morphismes s, t,
etc. On définit la Q-algébre Q [p--#sog x L]. On construit un diagramme com-
mutatif faisant intervenir 1'algébre de Hecke. On énonce le théoréme 45 di a
Moonen et Wedhorn qui assure que H,(F) = 0 sur le lieu ordinaire.

Les chapitres 4,5,6 sont consacrés au cas n = 3. Les objectifs sont les
suivants : Réduire les correspondances de Hecke et démontrer une relation de

. . ——ord L. .
congruence ordinaire sur les points de Sh x . En caractéristique nulle, action
des opérateurs de Hecke peut se lire sur I'immeuble de G. Cet immeuble sert

XV
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aussi pour décrire ’ensemble des cristaux supersinguliers et permet d’étudier
I’espace de Rapoport-Zink utilisé dans le chapitre 7.

Chapitre 4 On définit I'immeuble de GU(3) sur Q,. On montre que c’est
un arbre et on calcule le nombre de voisins. On définit 'action de 'algébre
de Hecke sur 'immeuble. On calcule 'isomorphisme de Satake en utilisant
I'immeuble, et on retrouve le résultat du chapitre 1.

Chapitre 5 On redémontre de maniére élémentaire et concréte certains ré-
sultats du chapitre 2. L’objectif est d’étudier I’ensemble des cristaux unitaires
(2 une constante prés) dans un isocristal fixé. On fait ce travail pour la strate
ordinaire et la strate supersinguliére. On détermine les relations de voisinage
entre cristaux. On montre que le graphe de I’ensemble des cristaux superspé-
ciaux est isomorphe a 'immeuble de G et on donne quelques applications. On
explicite la structure de graphe de ’ensemble des cristaux supersinguliers.

Chapitre 6 On décompose les correspondances de Hecke agissant sur Shx X
C en des opérateurs “a niveau parahorique”. Pour ces différents niveaux para-
horiques, on étudie la fibre spéciale du modéle entier de Rapoport-Zink. On
définit le lieu ordinaire, le lieu supersingulier. On construit des sections des
fleches de dégénérescence sur le lieu ordinaire. On réduit les opérateurs de
Hecke modulo p et on montre qu'un facteur du polynome de Hecke annule
’action du Frobenius sur le lieu ordinaire de Shg. Enfin, on montre la méme
relation d’un point de vue formel.

Le chapitre 7 contient le théoréme principal : la relation de congruence
pour GU(n — 1,1) avec n impair.

Chapitre 7 On introduit 'espace N’ de Rapoport-Zink associé & un point
supersingulier de Shy. On donne sa structure, en citant [Vol10, VW11]. On
étudie les fibres des morphismes s, t. On montre que (s, t) est fini sur p-.# s0g(9* x
x(OE,) et que c’est une immersion fermée si K? est assez petit. On étudie les
composantes irréductibles de p--#sog x k(Op,). Enfin, on démontre la relation
de congruence.

Dans le chapitre 8, on revient & n = 3. On étudie les relévements des points
supersinguliers de p-#s0g® x k et on en déduit que le polynome de Hecke
n’est pas ordinaire.
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Chapitre 8 On fait quelques rappels sur les déformations de variétés abéli-
ennes et on introduit la cohomologie cristalline. On étudie les déformations
des points supersinguliers de p--#s0g'® x k sur W.






Chapitre 1
Polynéme de Hecke de GU(n — 1, 1)

1.1 Préliminaires et définitions

Soit n un entier positif. Soit E un corps quadratique imaginaireet o : x — T
Iautomorphisme non trivial de E. On fixe un plongement 9 : £ < C et on
identifie £/ ® R avec C. Soit p > 2 un nombre premier inerte dans E, £, le
complété de E en p, et O, 'anneau des entiers de E),.

1.1.1 Formes hermitiennes

Soit. A une algébre séparable commutative de degré 2 sur un corps k. On
note * l'involution non-triviale de A. Un A/k-espace hermitien (V1) de di-
mension n est la donnée d’'un A-module V libre de rang n et d’une forme
k-bilinéaire ¢ sur V' a valeurs dans A vérifiant :

L. Va,y € VYA € A, 9(Ar,y) = Mp(x,y).

2. Yo,y € Vop(z,y) = ¥(y, 2)".
3. 1 est non-dégénérée (la matrice de ¢) dans une A-base de V' appartient
a GL,(A)).

Soit £}, Uensemble des A/k-espaces hermitiens de dimension n. Si (V1,¢1) et
(Va,1h9) sont deux A/k-espaces hermitiens, on note (Vi,11) ~ (Va, 19) s’ils sont
isomorphes et (V3,11) ~ (Va,1)9) s'il existe a € k™ tel que (Vi,11) =~ (Va, arhy).
On dit alors qu’ils sont similaires. Si on fixe une base de V, la forme ¢ est
donnée par (X,Y) — 'XMY* ou M est une matrice vérifiant ‘M* = M
(matrice hermitienne). On pose Nyji(a) = aa* € k. Le déterminant de v est
par définition 1’élément :

det(¢)) = det(M) € N (A%
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ou M est la matrice de ) dans une A-base de V. L’élément det(y)) est bien
défini. Pour un A/k-espace hermitien (V,), il existe une base orthogonale de
1, dans laquelle ¢ est donnée par : (X,Y) — "X MY™* avec M = diag(ay, ..., a,)
et ai,...,a, € k*.

On supposera dans la suite (A4,*) = (E,0) ou (E® Q,,0), ol v est
une place de Q (finie ou infinie). Si (V,v) € 9% g, on peut parler du signe
de det(v)) car N(E*) C Qs¢. On définit la signature de ¢ comme le couple
d’entiers (¢) = (1, s) avec r+s = n tel que la forme ¢y s’écrive dans une base
diag(1,...,1,—1,...,—1) avec “r fois 1”7 et “s fois —1”. Nous donnons ci-dessous
la classification des formes hermitiennes. Soit A, = {(r,s) € N%;r + s =n} et
= : N? — N? défini par Z(r, s) = (s, 7).

Théoréme 1 (local). Soit ¢ un nombre premier. Les applications (V 1)
det(v)) et (V,¢) — e(v) définissent respectivement des bijections :

E®Q./Q Q; EeR/
E®Qe/Qp  ~ ¢ EQR/R ~
—t 5 = et — 5 A,
~ N(E ® Q) ~ "
Démonstration. C’est un exercice facile. O

Théoréme 2 (global). L’application (V,¢) —— (det(v),e(v)) définit une
bijection

n e
E/Q 4 Q

~ N(EY) X Ap.

Démonstration. cf. [Jac40] page 268, paragraphe 5. ]

Corollaire 3 (principe de Hasse). L’application naturelle définit une injection

n n n
E/Q <y (H E®Q2/Qz> % E®R/R'

y ~

Démonstration. Soit (Vi,1y) et (Va,1) deux E/Q-espaces hermitiens isomor-
phes sur R et sur Q, pour tout £. Alors SEEE;{;; est la norme d’un élément de
E ® Q, pour toute place v de Q . C’est donc la norme d’un élément de F

([Jan73], théoreme V.4.5). Ainsi (Vi,11) ~ (Va,1,) d’aprés le théoréme 2. [

Corollaire 4. Sin est impair, Uapplication (V1) w— (1) définit une bijection

B/0 ~ A, %@R/R'

(1|

~ ~



CHAPITRE 1. POLYNOME DE HECKE DE GU(N —1,1) 3

Démonstration. Soit (Vi,1¢1) et (Va,1)9) deux E/Q-espaces hermitiens simi-
laires sur R. Leurs signatures coincident ou bien sont inversées. Quitte a con-
sidérer —1)o, on peut supposer qu’ils ont méme signature. Soit a € Q~¢. Alors
(Vi,11) et (Va, aths) ont méme signature, et ils sont isomorphes si et seulement
si

det(ty) = det(as) = a” det(hs) = adet (1)

car n est impair. Il existe a € Q¢ vérifiant ceci, car det(t);) et det(t)2) ont
méme signe. D’ot le résultat. [

1.1.2 Groupes de similitudes unitaires

Le groupe algébrique sur Q associé a un E/Q-espace hermitien (V1)) est
défini par :

G(R) = {g € GLpgyr(V ®g R), Iv(g) € R*, ¥r(gz, gy) = v(9)r(z,y)}

pour une Q-algébre R. C’est un groupe réductif. Si l’on remplace 1 par a), avec
a € Q*, on ne change pas le groupe G. Ainsi, la classe d’isomorphisme de G
dépend uniquement de la classe de similitude de 1. Si n est impair, le corollaire
4 montre qu’elle est déterminée par la signature. Ona V®qFE ~ HTEG&I(E/Q) V.
Le choix de id € Gal(E/Q) fournit un isomorphisme :

Soit B une E-base de V' et J la matrice de ¢ dans B. Le groupe Gal(FE/Q) =
{1,0} agit sur G(F) ~ GL,(E) x E* par :

o (AN =MN(A DI V(AN €GL,(E) x EX.

Dorénavant, on fixe un E/Q-espace hermitien (V1) de signature

(n—1,1) avec n impair. On fait ’hypothése det(yy®Q,) = 1 dans N?E;X)'
p

On fixe une base de Witt By, de V®Q, ott ¢ posséde la matrice (6; n11-;)i -
Soit A le Op,-réseau défini par cette base. Alors ¢ : Ax A — Op, est un accou-
plement parfait. On notera toujours T' C Gg, le tore des matrices diagonales
dans By, A C T le sous-tore déployé sur Q, maximal et B C G, le sous-
groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures dans By,. L’ensemble
T(Q,) s’identifie aux matrices diag(zy, ..., x,) € GL,(E,) vérifiant :

TpX1 = Tp_1T9 = ... = TpTk. (1.1.2)
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Le groupe de Weyl Q(T) sur Q, est I’ensemble des permutations qui laissent
stables les équations (1.1.2) :

On note K, = Stabg(qg,)(A) (sous-groupe hyperspécial), L = K, N B(Q,) et
T.=K,NT(Q,).

On a deux morphismes v : G = G, et det : G — Resg/gG,. Si Lg € G(Q,),
={Lp},

on a v(g)" = det(g)det(g) dans E,. Puisque n est impair et que +
on en déduit v(g) € N(E)), et par suite :

V(G(Q,)) = N(E)) € Q. (1.1.4)

Ceci montre que G(Q,) = S(Q,)E, ot S est le noyau de v.

1.1.3 Groupe dual

Pour le tore diagonal T, o C GL, g, on note Xi,..., Xn (resp. fi, ..., itn)
les caractéres (resp. cocaractéres) usuels. Soit xo (resp. fo) le caractére (resp.
cocaractére) de GL, g X G, défini par xo : (A, x¢) — x¢ (resp. po : © +—
(Id, )).

Le groupe dual de G est G = GL,c X Gpc. Un epinglage est un triplet
> = (T, B, {X. }) ou (T, B) est une paire de Borel de G et X, un vecteur
a-propre de Lle(G) pour chaque racine simple « de G. Laction de Gal(E/@)
sur U(G) = U(G)V se reléve en une action par automorphisme sur G qui
fixe I'épinglage ¥ (voir [BR94|, paragraphe 1.6). On fait les choix standards
sulvants :

T = {sous-groupe des matrices diagonales} x Gumc

B = {sous-groupe des matrices triangulaires supérieures} x G, ¢
{X\} = matrices (a; ;) = (6;x0jr41) pour k=1,2,...,n—1

Le vecteur X appartient a Lie(@) = M, (C)®C, c¢’est un vecteur propre pour
la racine simple x; — Xk+1. Il existe un unique automorphisme non trivial de
G qui fixe ¥, induisant 'action de o sur G. Il est défini par :

~ ~

G — G
(A, zg) — (J'(PAH T, det(A)zo)

ot J' = ((=1)"10;n+1-4)i; (voir [BR94| paragraphe 1.8(c)).

(1.1.5)
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Le choix de la base By identifie (T, Gg;) et (1,5 % G, g,,GL,g, ¥

G,,g,) par (1.1.1). On fixe lidentification U(G,T) = U(G,T)" donnée par
Xi < ps pour i = 0, ..., n. Ceci fournit une identification 7 = Hom(X, (T'), C*)
telle que (diag(xy, ...,x,), o) € T correspond & p; — x;.

1.1.4 Polynéme de Hecke

Soit B une base orthogonale de V@ R et h : S — Gg le morphisme de
R-groupes algébriques défini sur les R-points par z — diag(z, ..., z,Z) dans B.
Soit X la G(R)-classe de conjugaison de h. Le couple (G, X) est une donnée de
Shimura (voir [Mil05] définition 5.5). En composant hc a droite par G,,c —
Sc ~ HTeGal(C/R) Gn,c donné par 7 = id, on trouve le cocaractére p de G

suivant :
po: Gue = Gec=GLy,c X Guc

z  —  (diag(z,...,z1),2) (1.16)

On ap = pu + ...+ py_1 + po. Le caractére B-dominant de T associé¢ est
= X1+ -+ Xn-1+ Xo- R

Cherchons la représentation de GL,, ¢ X G,,, ¢ de plus haut poids i pour B.
Cette représentation apparait dans le contexte des conjectures de Langlands.
Pour plus de détails, voir [BR94|. Soit p la représentation identité Id : GL,, ¢ —
GL, c. On remarque que x1+...4+xn—1 = det—yx,. La représentation det®p” de
G L, ¢ posséde donc le poids x1 + ... + xn—1, €t c’est le plus haut poids de cette
représentation car si ¢ < 7, alors x; — x; > 0. Finalement, la représentation
cherchée est :

T GLn’(CXGm — GLn’(C

(A, xo) — xgdet(A) tATL (1.1.7)

Elle est irréductible, et 11 est le plus haut poids de r. La définition suivante est
due & Blasius et Rogawski.

Définition 5. Le polynome de Hecke associée a la donnée de Shimura (G, X)
est :

Hy(t) =det (t —p" 'r(g(c-g)). (1.1.8)

Les coefficients de H, sont des fonctions sur G invariantes par o-conjugaison
g aglo-z7l), z€QG.
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1.2 Isomorphisme de Satake

1.2.1 L-paramétres non ramifiés, représentations non ram-
ifiées
Le groupe de Weil Wg, est 'ensemble des Q,-automorphismes de @ qui

induisent une puissance du Frobenius x + 2? sur . Il agit sur G a travers la
projection Wq, — Gal(£,/Q,). Le L-groupe de G est :

LGZG\NWQP.

Le morphisme de valuation val : Wg, — Z, envoie a € Wg, sur 'entier n
tel que « induit = + z*" sur F, (ainsi val(c) = 1). Il induit un morphisme
LG - GxZ.

Définition 6. Un L-parameétre non ramifié¢ est un morphisme ¢ : Wqo, — e
vérifiant les propriétés :

1. ¢ induit I'identité de Wq, par la projection sur W, .

2. Pour tout w € Wq,, ¢(w) est semi-simple.

3. La composée Wq, — LG — G x 7 se factorise par le morphisme val.

La donnée d’un L-paramétre non ramifié équivaut a celle d’un élément semi-
simple ¢(0) = g x 0 € LG. Deux L-paramétres sont dits équivalents s’ils sont

conjugués par G. On note @,,.(G) les classes d’équivalence de L-paramétres
non ramifiés. I’ensemble ®,,,.(G) est en bijection avec 1’ensemble des éléments

semi-simples de G modulo o-conjugaison.

Définition 7. Une représentation non ramifiée de G(Q,) est un morphisme
m: G(Q,) — GL(V) ot V est un espace vectoriel complexe, vérifiant les
conditions :

1. 7 est irréductible.

2. Tout v € V est fixé par un sous-goupe ouvert de G(Q,).

3. Pour tout sous-groupe ouvert U C G(Q,), le sous-espace V; fixé par U
est de dimension finie.

4. Le sous-espace V, est non nul.
Deux représentations (71, V) et (m, V5) sont dites équivalentes s’il existe un

isomorphisme V; — V5 envoyant 7y sur mo. On note I1,,,.(G) les classes d’équiv-
alence de représentations non ramifiées de G(Q,).
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Proposition 8. Il existe une bijection naturelle entre ®,,.(G) et 11,,.(G).
On peut se ramener au tore en utilisant les isomorphismes canoniques

D, (G) ~ ©,.(T)/UT) et I1,,,(G) ~ I1,,.(T)/QT) expliqués dans [BRI4|.
Montrons les isomorphismes :

I, (T) ~ A ~ ®,,(T). (1.2.1)

1. Une représentation non ramifiée de T est irréductible, donc de dimension
1. La condition V7, # 0 implique que T, est contenu dans le noyau de la
représentation. Ainsi, I1,,,.(T) = Hom(%%p), C*).

2. On a une application ¢ : T(Q,) — Hom(X*(T"),Z) envoyant t € T'(Q,)
sur (a — val,(a(t))). On a T, = Ker(p) et Im(p) = Hom(X*(T),Z)"
(homomorphismes o-invariants). Finalement ¢ induit un isomorphisme :

o T S Hom(X'(T),2)7 = X.(T)" =~ X.(4) .

Si B € X, (A), alors B(p) € A(Q,) C T(Q,) est I'inverse de 8 par ¢. On
obtient donc II,,,(T") ~ Hom(X,(A),C*) = A.

3. L’ensemble ®,,(T) s'identifie & 7' modulo le sous-groupe
fﬁ:{ﬂaw*¢ef}.

L’ injection naturelle X,(A) < X, (T) induit un morphisme 7' — A dont
le noyau est Ty. Ainsi, on a une suite exacte
15Ty =T — A1 (1.2.2)

Dot A~ L ~,. (7).

S~

. . T
Plus concrétement, si 7 : (}@”)
(&

T, la fonction f, € A = Hom(X,(A),C*) associé¢ a 7 par (1.2.1) est :

— C* est une représentation non ramifiée de

fr(a) =7 (a(p)), Va € X, (A). (1.2.3)

1.2.2 Isomorphisme de Satake

Définition 9. Soit R une Q-algébre. L’algébre de Hecke Hr(G(Q,)//K,) de G
est 'ensemble des fonctions f : G(Q,) — R localement constantes, invariantes
a droite et a gauche par K. L’addition dans Hz(G(Q,)//K,) est définie par
I’addition dans R et le produit est le produit de convolution :
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(f*9)(y) = /G f(@)g(a y)da

ot la mesure de Haar sur G(Q,) est normalisée par |K,| = 1.

Remarque 10. L'injection naturelle de A(Q,) dans G(Q,) définit une applica-
tion surjective A(Q,) - K,\G(Q,)/K, (voir [Sat63| paragraphe 9).

On a un morphisme injectif de C-algébres :

He(G(Qy)//Kp) — {IL..(G) — C} 24
1.2.4
1Kpng > <7Tl—>TI' (W(leng)H/Kp)) .

(voir [BR94|] paragraphe 1.13). Or I1,,.(G) = ngg), donc par ces

applications, ’ensemble des fonctions 11,,,.(G) — C s’identifie &
~ UT)
{IL,,,(T') — C} ™) et aussi a {A — C} :

Théoréme 11 (Satake 1). Par cette application, l'algébre de Hecke de G est
isomorphe a C [ﬁ} AUT) | Palgebre des fonctions algébriques sur le tore A in-

variantes par le groupe de Weyl Q(T).
Démonstration. cf. [Sat63] paragraphe 1.13. O

Avec G = T, le théoréme 11 induit un isomorphisme Hc(7T(Q,)//T.) =~
C [ﬁ] ~ C[X,(A)]. L’élement A € X, (A) correspond & 1z, On a un dia-
gramme commutatif (|[Wed00] ,1.9) :

He(G(Qp)//Kp) > He(B(Qy)/ /L) 5> He(T(Qy)//Te) —a> He(T(Q,)//Te) -

C [ (G)] —=— C [IL,,, (T)] DS C I, (T)]
(1.2.5)

e Le morphisme |5 : Hc(G(Q,)//K,) — He(B(Q,)//L) est la restriction des

fonctions.



CHAPITRE 1. POLYNOME DE HECKE DE GU(N —1,1) 9

e Le morphisme S : Hce(B(Q,)//L) — Hce(T(Q,)//T:) est le passage au
quotient modulo le radical unipotent. Pour g € T(Q,), on a
S:ly > [L:LNgLg '] ez, (1.2.6)
e Le morphisme « est la multiplication par |6]'/2, oil § est la somme des racines
simples positives 6 = >, _. (x; — x;) (la normalisation de la valeur absolue
est |p| = -5).
Lemme 12. La fonction f: G — C; (A, o) — det(A)x3 est invariante par
o-conjugaison (f induit un élément de C[®,,(G)]). Elle correspond a 1,x, €
He(G(Qy)//Kp) et Lyr, € He(T(Qp)//Te)-

Démonstration. L’invariance par o-conjugaison est facile. L’¢lément 1,5, €
He(T(Qp)//T:) correspond & A € C[X,(A)] défini par A : G, = A, x — 2.
Par extension des scalaires, il devient G, 5, = Gg, ~ GLn,g, X Gy p,, T —
(z1,,x%). Dot A = Y"" | pi + 240, qui correspond a f. Enfin, 1,x, est envoyé
sur 1,7, dans le diagramme (1.2.5). O

1.2.3 Un facteur du polynéme de Hecke
Soit g = (A, xg) € T\, avec A = diag(zy, ..., z,). Alors un simple calcul
utilisant les formules (1.1.5) et (1.1.7) donne :
r(g(c - g)) = det(A) 22 diag (ﬁ ﬂ) .
T Tn

Par conséquent, le polynéme de Hecke est

Hy(t) = det(t—p" 'r(g(c-g)))

- H (t — p"tdet(A)z] xnﬂi)
o

i=1

R(t) x (t — p"’ldet(A)xg)

en notant R(t) = [ nn (t — p"tdet(A)xd %) Le polynome R est in-
variant par o-conjugaison et par le groupe de Weyl (7). On peut montrer
que c’est le polynome my, défini dans [Wed00] (2.10). On en déduit :

Théoréme 13. Le polynome de Hecke H, se factorise dans He(G(Q,)//K))
sous la forme :

Hy(t) = R(t) - (t = p" 'Ly,
wvee R(t) € He(G(Q,)// K, ]
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1.3 Le polyndéme de Hecke de GU (2, 1) dans ’al-
gébre de Hecke de G

Dans ce paragraphe, n = 3. On calcule le polynéme de Hecke de GU(2,1)
dans Hc(G(Q,)//K,). Dans la base By, on voit G(Q,) comme un sous-groupe
de GL3(E,). On note g = diag(p,1,p™ ).

Lemme 14. Le polynéme de Hecke de G dans He(T(Q,)//T.)H D) est
Hy(t) = +at+c) - (t—pLr)

avec ¢1 = —p*(Lpgr, + 1pg-17.) €t co = p*lyer.

Démonstration. En développant R(t) (voir plus haut), on trouve

T T
2 2 1 3
c1(z1, 22,23, 20) = —pajrizers | — + —
xs3 T

4 4.2 2 9

co(®1, T2, 3, T0) = P TGTITHT3

en tant que fonctions sur 7' ~ {(diag(x1, x2,z3),20)}. L’élément 1,7, corre-
spond a la fonction 7L sur T (preuve analogue a celle du lemme 12), d’ou le
résultat. O]

Dans la suite, on calcule I'image de 1, ¢k, par 'isomorphisme entre He(G(Q,)// K)p)

et He(T(Q,)//T.)*™) donné par le diagramme (1.2.5). On note 12,5;\[(,0 cette
image.

1.3.1 Calcul de 'intersection (K,gK,) N B(Q,)

Soit ¢y € B, tel que ¢g+7 = 0 et val,(c) = —1. Pour (f, ¢) € (E,)* tel que
—ff =c+7¢, on pose :

C
B(jo = 17| (1.3.1)
1

On note ¢’ = Bo,q,) €t J = (d;4—;)1<ij<3. Soit U le radical unipotent de B et
Ly=LNU(Q,). On a
U(Qp) = {B(f,c); (f> C) € (Ep)27 _f7 =c+ E} .

Un calcul facile donne :
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B(fl’cl)B(fz’CQ) - B(f1+f2701+cz+ﬂf2)
-1 . . B
B(f,c) = Brjo = B(—f7—ff_c)- (1.3.3)

Proposition 15. On a [’égalité ensembliste :
K,gK,NB(Q,) = LgL U Lg'LULg'L.

Démonstration. On a g~' = JgJ € K,gK,. De méme, ¢’ € K,gK, par 'iden-
tité suivante :

1 Co Ppco p 1
1 = 1 1 1

1 -l p pt) \e' 1

donc cet élément appartient & K,gK, N B(Q,).

Réciproquement, soit h € (K,gK,) N B(Q,). Alors ph € M;3(Og,) et
val,(det(h)) = 0. Ainsi, on peut supposer que la diagonale de h est (p, 1,p!)
ou (1,1,1) (le cas (p~',1,p) se raméne au premier en conjuguant par .J).
Dans le premier cas, h = gB. avec f,c € E, tels que —ff = c+e
Alors h = B0 9. Le rang de ph (mod p) est 1, donc f € p~'Op,, d’ou
B(pﬁpzc) € L et h € LgL. Dans le second cas, h = By avec f,c € E, tels que
—ff = c+¢ Lerang de ph (mod p) est 1, donc f € Op,. Soit ¢ € O, tel que
d+7=—ff. Alors B(_4e) € L, notons h' = B_jyh. On a b/ = B, avec
x € E,. Puisque Lh'L = LhL, le rang de ph' (mod p) est 1, donc val,(z) = —1.
Pour tout y € E, on a

By, = diag(1, y~ ! cor ) g/ diag(1,y, cg'x).
Il existe y € OF tel que yy = colz (car cylz € Zy). Alors diag(1,y, colz) €L
donc h' € Lg'L, ce qui montre le résultat. O
1.3.2 Calcul du polynéme H,

On voit aisément que gLg~! C L donc LN g 'Lg = L. Par la proposition
15, et en utilisant (1.2.6) :

(Solp)(1k,ek,) = [L : ng_l} Ly, + 1g-17, + [L LN g/Lg/_l} 1r,.
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1.3.2.1 Calcul de [L: gLg™']

L’inclusion Ly C L induit un isomorphisme 7 Lu ~ _L_ (Op agB(ﬁc)g*l =

Lyg=? gLg~
B(pf,p2 )s donc :

gLug™' = {B(e € Lu , val,(c) > 2 et val,(f) > 1}
= {B( € Lu , val,(c) > 2}.

Soit M = { Bt € Lu; val,(f) > 1}. D’aprés les relations (1.3.2) et (1.3.3) ,
on a des morphismes de groupes :

. Og . Op
p: Ly p(?;p et 0: M p2ogp '
By — f B — ¢

Ainsi, M = Ker(p) et gLyg~" = Ker(f). Il est clair que p est surjectif (pour
tout f € Op,, on peut trouver c € Op, tel que —ff = c+7¢). L’image de 6 est

I'ensemble des ¢ € =2 tels que ¢ +¢ = 0. C’est un ensemble a p? éléments.

o
p?0g,
Par conséquent,

[L:gLg™'] = [Lu:gLug™']
= [Ly:M][M:gLyg™]
= flm(p) x glm(6)

1.3.2.2 Calcul de [L: LNgLg ™|

Soit [ = (a ‘ ;) une matrice de L. Alors :
1 o a b ¢ 1 —c a b c+cy(i—a)
Jlg—t = 1 e f 1 = e f
1 1 1 1
(1.3.4)

Ainsi, le sous-groupe L N ¢’Lg’~! est formé des matrices | € L telles que
pli — a, ou encore ¢ = 1 [mod p|. Considérons le morphisme de groupes ¢ :
L — (Og/p)* tel que ¢(I) = 4. Alors L N g'Lg~" = Ker(p). L’'image de ¢
est I'ensemble des x € (Op/p)* = F; tels que z = 7. Cest donc F}’. On en

déduit [L: LNg' Ly~ =p—1.
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Corollaire 16. On a les formules suivantes :

(Solp)(1k,gx,) = lgn+p*lgn +(p— 1)1y,

Ik, = P'lgr. + 117 + (p— Dlg,.

Remarque 17. Les matrices g et ¢! sont conjuguées sous le groupe de Weyl

donc les deux coefficients correspondants dans 1g, 4k, sont égaux.

Théoréme 18. Le polynome de Hecke du groupe G dans H(G(Q,)//K,) est

H0) = (# it + o) - (£ 710,
avec ¢ = =g por, + (0 — 1)Lk, et co = p*lek, .

Démonstration. Cela resulte du lemme 14 et du calcul de 127—51\1% O






Chapitre 2

La variété de Shimura Shy

2.1 Variété de Shimura sur C

2.1.1 Formes hermitiennes, formes alternées

Soit « € EX N (’)Ep totalement imaginaire, de partie imaginaire positive
(par le plongement ¥ : E < C), et d = a@. Si un nombre complexe s’écrit
z = a+ ba avec a,b € R, le réel b est appelée partie a-imaginaire de z et on
note b = Im,(z).

Définition 19. Soit w : V x V — Q une forme alternée sur un F-espace
vectoriel V. On dit que w est compatible si Ve € E, Vx,y € V, w(ez,y) =

w(z,ey).

Proposition 20. Soit (V,w) un E-espace vectoriel muni d’une forme alternée
w: VXV —=Q, compatible avec E. On définit 1 : V xV — E par la formule :

U(z,y) = wlax,y) + aw(z,y). (2.1.1)

Alors 1 est une forme hermitienne sur V. Cette construction définit une bi-
jection entre les formes alternées sur V. compatibles avec E et les formes her-
mitiennes sur V. De plus, wy et wy sont isomorphes (resp. similaires) si et
seulement si 1y et 1o sont isomorphes (resp. similaires).

Démonstration. C’est un exercice facile. ]

Dans la suite, on notera ¢ = Im,(¢)). C’est une forme alternée compatible
sur V.

15
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2.1.2 Variétés abéliennes polarisées

Soit W un C-espace vectoriel de dimension n et A C W un réseau. Alors le
tore complexe A = % est une variété abélienne sur C si et seulement si il existe
une forme de Riemann, ¢’est-a-dire une forme bilinéaire alternée w : AxA — Z
telle que wg : W x W — R vérifie les conditions suivantes :

1. Pour tous z,y € W, wg(iz,iy) = wr(z,y).
2. Pour tout x € W — {0}, wg(iz,z) > 0.

La formule (2.1.1) définit une forme R-bilinéaire hermitienne v, : WxW — C
associ¢e & wg. Soit W* = Hom¢(W, C) et A* C W* le réseau

A ={f e W, Ima(f(A)) € Z}.

Le quotient AY = ‘X— est la variété abélienne duale de A. La polarisation de

A associée a la forme de Riemann w est l'isogénie )\, : A — A" définie par

W — W
r o Yy (x,.)

Supposons que A soit munie d’'un morphisme ¢ : £ — End(A) ® Q com-
patible avec \,. Cette action induit une structure de F-espace vectoriel sur
Hi(A,Q) ~ A ® Q. On a donc deux structures complexes sur Hj(A,R) ~
A ® R = W. Notons W, (resp. W_) le sous-espace ou elles coincident (resp.
sont conjuguées). Alors W = W, @ W_. La forme wg est compatible avec lac-
tion de E et posséde une forme hermitienne associée ¢, : A QX A®Q — F
de signature (dim(W,.),dim(W_)).

2.1.3 Probléme de modules

On conserve les notations du chapitre 1 pour V, ¢, G, A, h, X. A ces
données est associée une variété de Shimura Sh(G, X). Pour tout sous-groupe
ouvert compact KX C G(Ay), on a une variété Shy (G, X) qui est un E-schéma
quasi-projectif. Les points complexes sont :

Shi(G, X)(C) = GQIN (X x GlAy)/K).

Pour z € X et g € G(Ay), on notera [x X g] € Shi(G,X)(C) I'élément
correspondant. Si K’ C K sont deux sous-groupes compacts ouverts de G(Ay),
on a un morphisme naturel de E-schémas :

TK'K - ShK/(G,X> — ShK(G,X)

qui induit application évidente sur les points complexes. L’ensemble Shy (G, X)(C)
paramétre les objets suivants :
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1. Une variété abélienne A de dimension n sur C.

2. Un Q-espace A = QA de dimension 1 de Hom(4, A) ® Q contenant une
polarisation \ : A — AV.

3. Une action ¢ : E — End(A) ® Q compatible avec la polarisation .

4. Une K-orbite d’isomorphismes E @ A -linéaires 77 : V(A;) = Hy (A, Ay)
envoyant ¢ sur un Af—multiple de la forme wq associée a \.

On fait 'hypothése suivante : Le polyndme caractéristique de e € F agissant
sur Lie(A) ~ Hi(A,R) est (X —e)" (X — €). On identifie deux quadru-
plets (A, A, 01,71) et (Ag, Mg, 19,73) s7il existe une isogénie E-linéaire f €
Hom(A;, A;) ® Q envoyant A sur Ay et 7 sur 7.

Expliquons briévement cette bijection. Soit (A, ), :,7) un tel quadruplet.
L’hypothése faite implique que la signature de v, est (n—1,1). Par le corollaire
4, il existe un isomorphisme E-linéaire a : Hy(A,Q) — V envoyant ¢ sur un
Q*-multiple de v,. L’action ¢ fournit un homomorphisme m, : H;(A,R) —
H,(A,R), z € C, compatible avec t,. Alors agom_oaz' € G(R) et Papplication
m:z > ag om, oag' appartient 4 X. De plus, g = ap, on € G(Ay). Ceci
définit un élément [m x g] € Shy (G, X) correspondant a (A, ), 1, 7).

2.2 Modéle entier de Shi(G, X)

Dans cette section K = K,K? avec K C G(AY) compact ouvert et K}, =
Stabg(Qp)(A).

Définition 21. Soit Shy le probléme de module classifiant les objets suivants
sur un Og, -schéma S :

1. Un schéma abélien A de dimension n sur S.

2. Une polarisation homogéne A = QX C Hom(A, AY) ® Q contenant une
polarisation p-principale .

3. Une action ¢ : Op ® Z) — End(A) ® Z,) compatible avec .

~

4. Une KP-orbite d’isomorphismes compatibles 77 : V(A%) — Hi(A, AY)
de faisceaux de A’}—modules pour la topologie étale finie.

On impose la condition : Le polynéme caractéristique de e € Op®%Z,) agissant
sur Lie(A) est (T —e)" (T —€) € Os[T]. On identifie deux quadruplets

(A1, A, 1, 10) et (Ag, g, 10, 18) de Shi(S) il existe une O ® Zp)-isogénie
f € Hom(A;, As) ® Zpy de degré premier a p compatible avec les structures.
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Pour K? assez petit, le probléme de module Shx est représentable par un
schéma lisse quasi-projectif sur O, (voir [Kot92]). C’est un modéle entier de
Shi (G, X).

Si S = C, on définit une fleche naturelle Shg(C) — Shx(G, X)(C) de
la maniére suivante : Soit (A, X, ¢,77) € Shg(C). On choisit un isomorphisme
E®Q,-linéaire quelconque 1, : V(Q,) — H;(A, Q,) compatible avec les formes
bilinéaires (c’est possible car la polarisation A\ est p-principale). Les réseaux
A CV(Qp) et Hi(A,Z,) C Hi(A,Q,) sont autoduaux. Puisque deux réseaux
autoduaux de V(Q,) sont conjugués sous G(Q,), on peut supposer que 7,
définit un isomorphisme 7, : A — Hy(A,Z,). Pour n? € nP, la K-orbite de
N1 est indépendante du choix de 7, et 7. On note i) cette K-orbite; c’est
une K-structure de niveau. On note ¢ ® Q le morphisme £ — End(4) ® Q
induit par ¢. On définit une application :

Shg(C) — Shg(G,X)(C)
(AN, 0,1P) — (AN 1®Q,7)

et on montre facilement que c¢’est une bijection.

Notons Z® = Héjfp Zy C A%, Choisissons un Og [p~']-réseau L C V. On

note L®) = L, ®zpp-1] ZIP), C’est un ZP)-réseau de V(A%). Formons la somme :

Z k(f(p)).

keKP

Il n’y a qu'un nombre fini de termes dans cette somme. C’est encore un réseau
de V(A%) donc on peut I'écrire Ly ®zp,-1j 7P avec L1 C V un Og [p~!]-réseau.
De plus, il est stable par K?. Quitte & multiplier L; par un entier, on peut
supposer que (L, L1) C Z[p~']. Finalement, on a trouvé un Of [p~!]|-réseau
L C V vérifiant les propriétés suivantes :

K? C {g € G(A}), g(LV) = Z(P)}
o(L,L) CZ [p_l}

Le réseau L est en particulier un Z [p~!]-module libre de rang 2n. Dans une
base, la forme ¢ est donnée par une matrice antisymétrique B a coefficients
dans Z[p~']. Son déterminant est donc un carré dans Panneau Z[p~'] et il
est bien défini modulo un inversible. On peut supposer que det(B) = d* avec
d € Z premier a p.

(2.2.1)

Définition 22. Le probléme de modules § classifie les objets suivants sur un
Opg,-schéma S :



CHAPITRE 2. LA VARIETE DE SHIMURA SH 19

Un schéma abélien A de dimension n sur S.
Une polarisation A : A — AY de degré d>.
Une action ¢ : Op < End(A) compatible avec la polarisation A.

Une K?-classe d’isomorphismes 77 : L® = TF(A) = Ty, Hi(A, Z)
compatibles avec 'action de O et faisant commuter le diagramme :

=W e

I®» « I® s 70
nP J/ nP \L N i 0 (222)
TP(A) x TPA) — ZP)(1)

avec f isomorphisme 7P _linéaire. On impose la condition : Le polynome
caractéristique de e € Op ® Z,) agissant sur Lie(A) est

(T — )" (T — &) € Os[T]. On identifie deux quadruplets (Ay, Ay, ¢1,77) et
(Aa, Ao, o, mb) §'il existe un isomorphisme A; — Ay compatible avec les
structures. La proposition suivante est bien connue :

Proposition 23. La fléeche naturelle § — Shy définit un isomorphisme de
foncteurs.

Remarque 24. Pour K? assez petit, tout automorphisme d’un quadruplet (A, A, ¢, P)
est trivial.

2.3 Réduction modulo p

_ . o
On note Shx = Shx x k(Og,) ot k(Op,) = pOb;;p
algébrique k de £(Og,). Soit k" un corps algébriquement clos contenant x(Og, ).
On fixe a € ZZQ C W* tel que @ = —au.

. On fixe une cloture

2.3.1 Isocristaux, modules, espaces de Dieudonné uni-
taires

Dans ce paragraphe, on fait quelques rappels sur la théorie de Dieudonné
(covariante). On pose W = W(k') ainsi que Wy = Frac(WW). Ces anneaux
sont munis d’un opérateur o. Le choix de k' fournit un plongement canonique
0: E, — Wg. Un module de Dieudonné quasi-unitaire sur &" est un W-module
libre de type fini M muni de deux opérateurs F,V, d’une action W-linéaire
a gauche de Op, et d’une forme W-bilinéaire (,) : M x M — Wy sujets aux
conditions suivantes :



CHAPITRE 2. LA VARIETE DE SHIMURA SH 20

1. L'opérateur F est o-linéaire, 'opérateur V est o~ !-linéaire et ils com-
mutent & I'action de Op, .

. On a la relation FV =V F = p.

2
3. La forme (,) est alternée, non-dégénérée.

4. La forme (,) vérifie Ve € Op,, Y,y € M, (ex,y) = (z,ey).
5. La forme (,) vérifie Yo,y € M, (Fz,y) = o (z,Vy).

On dira que M est un module de Dieudonné (ou cristal) unitaire si la forme
bilinéaire est un accouplement parfait (,) : M x M — W, c’est-a-dire qu’elle
définit un isomorphisme de M avec son dual MY = Homy (M, W). On peut
alors identifier M et MV. La catégorie des modules de Dieudonné unitaires sur
k' est équivalente a celle des groupes p-divisibles (ou groupes de Barsotti-Tate)
sur k', avec polarisation et Og,-action (voir [Gro74] définition 4.2). Si x est un
point de Shy (k'), alors le module de Dieudonné de la variété abélienne associée
a x est un module de Dieudonné unitaire sur £’. L’action de O, découpe M
en la somme directe de deux sous-modules isotropes M, et Mg ou Of, agit
respectivement via ¢ et . On définit la signature d’'un Op,-cristal (un cristal
muni d'une Op,-action compatible) comme le couple :

. Me . M€

Si M est un Op, -cristal de signature (r,s), un élément e € Op, agit sur %
avec déterminant e"e®. Si M est un cristal unitaire de rang 2n, de signature

(r,s), alors r + s = n.

Un isocristal unitaire sur k" est un Wy-espace vectoriel N de dimension finie
muni d’'un opérateur I bijectif, d’une action de E, et d’une forme bilinéaire
(,) : N x N — Wy vérifiant les conditions 1 a 5 ci-dessus (en posant V =
pF~1). Si M est un cristal quasi-unitaire, alors M ®y Wy est naturellement
un isocristal unitaire. La catégorie des isocristaux (sans structure) est semi-
simple. Si A = £ avec d Ah =1et h > 1, on note Ny = W{, qu'on munit de
I'opérateur o-linéaire

pd

1

Alors les (NV))aeg sont les objets simples de cette catégorie. Un isocristal N se
décompose sous la forme N = @N* et les A qui apparaissent sont les pentes
de N. L’anneau des endomorphismes de V) est D,, le corps gauche de centre
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Q, et d’invariant A € Q/Z. Si A est une variété abélienne de dimension n sur
k', son isocristal N est de dimension 2n sur Wy et ses pentes appartiennent a
[0, 1]. De plus, si A est une pente de N, alors 1 — \ aussi.

Un espace de Dieudonné unitaire sur k&’ est un k’-espace vectoriel M muni
d’opérateurs F,V, d’une action de Op, ainsi que d’une forme bilinéaire (,) :
M x M — k' vérifiant les conditions 1 & 5 & I’exception de 2, qui devient
FV =V F = 0.1l est clair que si M est un module de Dieudonné unitaire, alors
M = pﬂM est un espace de Dieudonné unitaire pour 'action et la polarisation
induites. On définit la signature d’un espace de Dieudonné de la méme maniére
que pour les modules (formule (2.3.1)). Si M est un module de Dieudonné, les

signatures de M et de M coincident.
Soit M un espace de Dieudonné unitaire de dimension 2n. L’égalite FV =
VEF =0 impose
Im(F) C Ker(V)
Im(V) C Ker(F) -

On montre aisément que Im(F) = Ker(V) et Im(V) = Ker(F)*. On en
déduit

(2.3.2)

rg(F) =rg(V) <n. (2.3.3)

De plus, M = M.® My avec dimy,(M,) = dim;(Mz) = n car la forme bilinéaire
est non-dégénérée et M, et Mz sont totalement isotropes. Par ailleurs, si la
signature de M est (r,s), alors 7 + s = dimy (1) = 2n — rg(V).

Si M est la réduction modulo p d’un cristal, alors les inclusions (2.3.2) sont
des égalités. La catégorie des espaces de Dieudonné unitaires vérifiant cette
condition est équivalente & celle des groupes de Barsotti-Tate sur k& tronqués
d’échelon 1 (ou BT7), avec polarisation et Op, -action (voir [Gro74| définition
3.2). Remarquer que cette condition peut ce reformuler par rg(V) = n ou
encore r + s =n.

Nous donnons maintenant deux exemples fondamentaux de cristaux uni-
taires :

Le cristal unitaire B(d) : Soit d > 1 un entier. On note B(d) le module de
Dieudonné ayant pour W-base (e;, f;) avec ¢ € {1,...,d}. On a ¢; € B(d),. et
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fi € B(d)e. Les opérateurs F', V' sont donnés par les formules :

F(fi) = (-1)’e,

F(e;) = ficipouri=2 ..d
V(fa) = e

V(e;) = fizr pouri=1,....d — 1.

La forme bilinéaire (,) est définie par (e;, f;) = (—=1)""'4; ;. C’est un module
de Dieudonné unitaire de signature (d — 1,1). Pour d impair, l'isocristal de
B(d) a pour unique pente i. Si d est pair, ses pentes sont % + L (cf. [BWO0E]

2 d
lemme 3.3).

Le cristal unitaire SS : On note SS le cristal unitaire suivant : C’est un W-
module libre de base (g, h) ot F et V sont définis par V(g) = —F(g) = h. On
pose SS, = Wg et SSz = Wh. La forme bilinéaire est donnée par (g, h) = 1.
Alors SS est un module de Dieudonné unitaire de signature (1,0), de pente %

Remarque 25. Soit M un module (resp. espace) de Dieudonné. On définit le
a-nombre de M par

. M
a(M) = dimy (m) -

Un cristal est dit supergénéral si son a-nombre vaut 1. Si M est un cristal,

a(M) = a(M). Si M et My sont deux cristaux, a(M; x M) = a(M;y) +a(M,).

On aa(B(r)) =r—2sir>1eta(SS) =a(B(1)) = 1.

Pour terminer ce paragraphe, voici deux résultats de classification des es-
paces de Dieudonné et des isocristaux unitaires. Pour les preuves, voir [BW06],
paragraphe 3.

Théoréme 26. Soit M un espace de Dieudonné unitaire de signature (n—1,1).
Il existe un entier r, 1 < r <n, tel que

M~B(r)®SS .
Théoréme 27. Soit M un cristal unitaire de signature (n — 1,1) et N son

isocristal. Il eziste un entier r, 1 < r < 2% tel que N ~ N(r) x (N%)"_z’"
o :

0 sir =20
N(r)y= N1 1 @Niy1 o sir >0 est pair
N2 | @NEJri st 1 est impair.

2 2r 2 2r
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2.3.2 Stratifications

On renvoit & [BW06] pour les preuves des résultats énoncés ici. Soit &' un
corps algébriquement clos.

Stratification d’Ekedahl-Oort : Deux points de Shg (k') sont dans la
meéme strate d’Ekedahl-Oort si les espaces de Dieudonné unitaires sur k' as-

sociés sont isomorphes. D’aprés [BWO06| (paragraphe 5.4), la stratification
d’Ekedahl-Oort sécrit :

Shg = MiuMyU...UM,

ou M, désigne 'ensemble des points ayant un espace de Dieudonné isomorphe

aB(r) ®SS" . Chaque M, est localement fermé dans Shg. L’adhérence de
toute strate est une réunion de strates.

Stratification de Newton : Deux points de Shg (k') sont dans la méme
strate de Newton si les isocristaux unitaires associés sont isomorphes.

Définition 28. Lisocristal N2 ® N2 @ N7 (resp. NI ) sera dit ordinaire '
2 2

(resp. supersingulier). Ceci correspond a r = 1 (resp. r = 0) dans le théoréme

27. Un cristal est ordinaire (resp. supersingulier) si son isocristal ’est. Un point
ord

x € Shi (k') est ordinaire (resp. supersingulier) si D(x) l'est. On note Shg
(resp. Shy ) le lieu ordinaire (resp. supersingulier).

D’aprés [BWO6|, paragraphe 5.4, le lieu supersingulier est Shy = L], impair Mo
La stratification de Newton s’écrit de la maniére suivante :

Shig =My UM4U...UM, UShg .

La strate My, peut aussi étre décrite comme I'ensemble des points ayant pour
. . .. —=—ord
isocristal N(r) x (N%)"_%. Ainsi, Shx” " = Mo,

Proposition 29. La dimension de la variété de Shimura est n — 1. Le lieu

T —_— . 4
ordinaire Shy  est ouvert, dense dans Shy. Les dimensions des strates sont
comme suit :

dim(Msy,) = n—r
dim(./\/lgr_H) = T

1. Dans la terminologie de [Wed99, Moo04], ce lieu est appelé p-ordinaire.
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Pour une preuve, voir [BW06] 5.4.1. Le lieu M est fini, c’est 'ensemble des
points superspéciaux, oul la variété abélienne est isomorphe a une puissance
d’une courbe elliptique supersinguliére. Enfin, on a le résultat suivant (|[Voll0,
VW11], théoréme 5.2) :

Théoréme 30. Pour K? assez petit, les composantes irreductibles de S hi
sont lisses, de dimension "7’1 La strate M,, constitue le lieu lisse de ShKSS
donc y est dense.

2.3.3 Cristaux supersinguliers

2.3.3.1 Isocristaux unitaires supersinguliers

Proposition 31. Soit N un isocristal unitaire supersingulier. Il existe une
base de N de la forme (x;, Fx;); avec x; € N, ot (,) est donné par l'une des
deur matrices diag(A, ..., A) ou diag(pA, A, ..., A) avec A= (9 }).

Démonstration. Soit N™ = {x € N, Fx = Vax}. C'est un Q,2-espace vectoriel
stable par I'action de £, tel que N = N7 ®q , Wo (car N est supersingulier).
Pour z,y € N, on pose

{z,y} = a{x, Fy). (2.3.4)

On constate que {y,z} = o(a{x,Vy)), donc si z,y € N7, alors {y,z} =
o{z,y}. Ainsi {, } est une forme hermitienne Q,-bilinéaire non-dégénérée sur
NT7. La décomposition N™ = N7 @ NI est orthogonale pour {, }. En appliquant
le théoréme 1 & N7, on trouve une base (x1, ..., z,) de N, ot la matrice de {, }
est I, ou diag(p, 1,...,1). On en déduit la proposition. m

Définition 32. Soit N un isocristal unitaire supersingulier. On note det(N) €
Q;
N(Ey)

le déterminant de la forme hermitienne {x,y} = o (z, Fy) sur N].

Proposition 33. Soit M un cristal unitaire supersingulier de signature (r,s).
Alors det(M @ Wg) = p°.

Démonstration. On a pM, C V(Mz) C M,. 1l existe une base (1, ..., x,) de
M, telle que (pxy, ..., pTy, Tri1, ..., Ty) soit une base de V(Mz). Posons

(yla 7yn) = (F‘/L‘lw"aF"E’/‘ap_lFxr—&-l)-"7p_1F:En)'

C’est une base de Ms. Puisque M est unitaire, le déterminant de la matrice
((@i,Yj))ij=1,..n appartient & W>*. On en déduit que le déterminant de la forme
{,} définie par (2.3.4) dans la base (z1, ..., z,) appartient a p*W*. ]
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2.3.3.2 Cristaux superspéciaux

Définition 34. Un module de Dieudonné M est dit superspécial s’il vérifie
FM =VM.

Une condition équivalente est 7M = M ou 7 = p~'F2. Un cristal super-
spécial est supersingulier. L’exemple le plus simple est donné par une W-base
(z, Fx) avec la propriété F2z = pz (il est noté A; ;). Sans structure, il est iso-
morphe a SS (et B(1)). Un cristal superspécial (sans structure) est isomorphe
a une somme directe de copies de A; ;.

Théoréme 35. Soit M un module de Dieudonné superspécial quasi-unitaire.
Alors M est isomorphe a une somme directe orthogonale de modules des types
suvants :

1. Wo @ WFx avec (x,Fx) = ap’, r € Z et e € Op, agit sur = par
multiplication par e ou par e.

2. WeeWyeW FxdW Fy avec (z, Fx) = (y, Fy) = 0et (x,y) =p",r € Z
et e € Op, agit sur x par multiplication par e, et sur y par multiplication
par e.

Démonstration. cf. Appendice C. m

Remarque 36. Les classes d’isomorphisme de cristaux superspéciaux avec Op, -
action sont classifiées par la signature.

Remarque 37. Si M satisfait MY = p'M avec i € Z, c’est une somme de
cristaux du premier type.

Définition 38. Un espace de Dieudonné unitaire M est dit superspécial sil
vérifie Im(F) = Ker(F') = Im(V) = Ker(V).

Remarque 39. Un cristal unitaire M est superspécial si et seulement si M est
superspécial. Un espace de Dieudonné unitaire superspécial est une somme
directe de facteurs k'z @ k' Fx avec (x, Fx) = « (ol on note encore a € k' la
réduction modulo p de a) et e € Op, agit sur z par multiplication par e ou
par e.

Proposition 40. Un cristal unitaire de signature (n,0) est superspécial.

Démonstration. Soit M un cristal unitaire de signature (n,0). Puisque le rang
de F dans M est n et que Mz = FM,, on a F'M, = pMz. On en déduit
F2M = pM, donc M est superspécial. O
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2.3.3.3 Saut superspécial

Soit M un cristal unitaire supersingulier de signature (n — 1,1) et N son
isocristal. On note 7 = p~'F? et on définit :

AT(M)=>"7(M) et AT(M)=[)7(M)

1>0 1>0

s(M) = inf{d > 0; AT (M), = ZTl(Me)} :

=0

Les cristaux AT (M) et A~ (M) sont superspéciaux. L’entier s(M) est appelé
le “saut superspécial”. Il est inférieur & 2. D’aprés [Vol10| (lemme 2.2), on a
les inclusions suivantes :

pAT (M) C A~ (M) C M C AT(M) Cp A~ (M).

De plus, I'indice [M : A= (M)] vaut 2s(M) + 1 si s(M) > 0. Pour la preuve de
proposition suivante, voir [VW11] theoréme 2.4.

Proposition 41. Soit M un cristal unitaire supersingulier de signature (n —
1,1). Alors :

M~B(r)x SS""
avec r = 2s(M) + 1. On dira que M est de type .
Remarque 42. Si M est de type n,ona [AT(M) : M] =net AT(M)Y = A~ (M).



Chapitre 3

Espace de module d’isogénies

3.1 Espace de p-isogénies

On va définir un probléme de module qui paramétre les p-isogénies entre
deux points de la variété de Shimura Shg. Soit S un Op -schéma et A, =
(Ao, Mo, Lo,n_g) et A, = (A, )\, Ll,n_f) deux S-points de Shy. Une p-isogénie
f Ay — A est une Op ,)-isogénie f : Ag — A; compatible avec les structures
de niveau et telle que f*\g = p°A; pour un entier ¢ > 0 (le multiplicateur). On
a alors deg(f) = p™.

Si K7 est assez petit, il existe un O, -schéma p-#sog qui paramétre les
p-isogénies (modulo isogénies de degré premier a p). Comme pour la variété de
Shimura Shg, on peut définir un probléme de modules a isomorphisme prés :
Soit S un Og,-schéma. On définit J(S) comme I'ensemble des p-isogénies entre
deux points de §(S) (pour la définition de §, voir paragraphe 2.2). On identifie
deux diagrammes s’il existe des isomorphismes faisant tout commuter. On a
une fléche évidente J — p--#sog et on montre que c¢’est un isomorphisme de
foncteurs. On a une stratification :

p-I sog = |_| p-F 509"
ceN

selon le multiplicateur. Alors p-.#s0g(® est un sous-schéma fermé ouvert quasi-
projectif sur Op, .

Il existe deux morphismes s,t : p--#sog — Shx qui envoient respective-
ment 'isogénie f sur sa source et son but. Les fléches s et ¢ sont propres sur
p-# 509" (voir [Moo04] 4.2.1).

Si A € Shg(S), lisogénie “multiplication par p” est py : A — (p) A
(I'opérateur (p) multiplie la structure de niveau par p). En envoyant A sur

27
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pa, on définit une section de s. Puisque s est séparé, cette section est une
immersion fermée et définit un sous-schéma fermé de p-.#sog®, noté Mult(p)

ou (p).

Sur la fibre spéciale, le morphisme de Frobenius F4 : A — A(pQ) définit
également une section de s et un sous-schéma fermé

F C p-Fs09? x k(Op,).

On définit le Verschiebung V4 de la maniere suivante : C’est I'isogénie
Vu : AP — A obtenue en dualisant Fyuv : AY — AV®") ~ A@)V On a
Vi o Fq = p, donc en prenant en compte les structures de niveau, c’est une
p-isogénie Vi 1 (p2) AP — A

Enfin, on définit les lieux ordinaires et supersinguliers de p--#sog x k(Og,)
de maniére naturelle par :

p-Is0g” x K(Op,) = t* <%ord>
p-Fsog” x r(Ox) = 7 (5hc”).

3.2 L’algébre Q [p-#sog x L]
La composition des isogénies fournit un morphisme
c:p-Fsog Xy p-Fsog — p-Fs0g

oll p-F sog X5 p-F sog est I'ensemble des couples d’isogénies (f, g) ou le but
de f est égal a la source de g, ce qui permet de former g o f. Le morphisme
c est propre (cf. [Moo04|, 4.2.1). Soit L un corps et Op, — L un morphisme
d’algebres. On note Zg(p--#sog x L) le Q-espace vectoriel sur les cycles al-
gébriques de p-#sog x L. Un élément de Zgp(p--#sog x L) est une somme
formelle Y r;Z; finie ou r; € Q et Z; est un fermé irréductible de p-.#sog x L.
Soit Y7, Y5 deux fermés irréductibles de p-#sog x L. On définit le produit
Y7 - Y5 par la formule :

5/1'5/2:0*(}/1 Xt,s}/Z)-

En étendant ce produit par linéarité, on obtient une structure de Q-algébre sur
Zg (p-Fsog x L). On note Q [p-#sog x L] la sous-algébre engendrée par les
composantes irréductibles de p-.#sog x L. Elle a été introduite dans [FC90].
Si k(Og,) C L, on définit de la méme maniére Q [p-#sog”? x L].
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Proposition 43. Si car(L) = 0, l'algebre Q [p--#sog x L] est le sous-espace
vectoriel engendré par les composantes irréductibles de p--% sogx L. Si car(L) =
p, le méme résultat est valable pour Q [p-fsog‘”'d X L}.

Démonstration. cf [Moo04] (lemme 4.2.2) O

3.3 Un diagramme commutatif

On note Ho(G(Q,)//K,) C Ho(G(Q,)//K,)) la Q-sous-algébre engendrée
par les fonctions 1x, 4k, avec g € G(Q,) N End(A). Cette algébre contient les
coefficients de H,. En effet, soit T" le tore défini au paragraphe 1.1.2. L’isomor-
phisme de Satake envoie bijectivement Ho(G(Q,)//K,) sur Ho(T(Q,)//Te)
(définie de la méme maniére). Vues comme des fonctions sur 7' = {(diag(z1, ..., 2,), )},
ce sont les fonctions polynomiales (i.e. de degré > 0) en les x;.

Dans [Moo04] et [BWO06], on définit un morphisme de Q-algébres :
h:Ho(G(Qp)//Kp) — Qp-Fs09 X Ep].

Soit L un corps contenant E, et f: A; — Aj un élément de p-.sog x E,(L).
On choisit deux identifications a; : A ~ T, A;, pour ¢ = 0, 1. Alors le morphisme
T,f : T,Ay = T,A, induit un endomorphisme de A, donc un élément g €
G(Q,) NEnd(A). La double classe 7(f) = K,¢9K, ne dépend pas des choix. On
montre que 7 est constant sur les composantes irréductibles de p-#sog x E,.
Alors h(1k,gk,) est défini comme la somme des composantes irréductibles C
telles que 7(C') = K,gK,.

On a un morphisme de spécialisation :
o :Qp-Fsog x E,| — Q [p-Fsog x k(Og,)]

défini comme suit : Soit C' une composante irréductible de p-.#sog x E,,. Notons
C I'image schématique de C' par le morphisme p-.#sog x E, < p-.#sog. Alors
o(C) est le cycle de p-Fsog x k(Op,) associé au sous-schéma fermé C' =
C x k(Og,). La spécialisation d'un cycle revient donc a prendre son adhérence
dans le modéle entier, puis a I'intersecter avec la fibre spéciale. On construit
le diagramme suivant :
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Ho(G(Qy)//Ky) —"—= Q[p-F 509 x E, (3.3.1)
56 Q [p-Fsog x k(Og,)]

lord

Ho(M(Qy)//L) —=Q [p-F 509" x K(Op, )]

Le groupe M est le fixateur de la norme du cocaractére minuscule pu, et
L = K,NM(Q,). Le morphisme ord intersecte un cycle avec le lieu ordinaire.
On renvoie & [Moo04] ou [BWO06] pour la définition des morphismes S§, et
h. Toutes les fleches sont des morphismes de Q-algébres. Le grand carré est
commutatif. Dans ce contexte, la relation de congruence désigne la conjecture
suivante :

Conjecture 44 (RDC). Considérons le polynome de Hecke H, dans l’algébre
Q [p-Fsog x k(Op,)] [t] a travers o o h. Alors F est dans le centre de cette
algébre, et on a la relation

H,(F) =0.

Cette conjecture généralise la relation de congruence d’Eichler-Shimura.
Dans [Moo04], 'auteur démontre un résulta plus faible, la relation de congru-
ence sur le lieu ordinaire :

Théoréme 45 (RDC ordinaire). Considérons le polynome de Hecke H, dans
Ualgebre Q [p- s09°™ x k(Og,)] [t] @ travers ord o o o h. Dans cette algébre,
on a la relation

H,(F)=0.

O. Biiltel a prouvé que le polynéome H, annule dans H(M(Q,)//L) un
élément envoyé sur le Frobenius F' € Q [p—f 50g°" x K(OEP)] par h. Le résul-
tat provient alors de la commutativité du diagramme (3.3.1). Dans certains
cas, le théoréme 45 implique la conjecture 44. Par exemple si le lieu ordi-
naire de p--#sog est dense, alors on a clairement Q [p—fsog X K(OEP)] =
Q [p—fsog(”d X H(OEP)] et la relation de congruence en découle. C’est le cas
pour les variétés de Shimura associées aux groupes unitaires GU(n — 1,1)
quand n est pair (cf. [BWO06]).
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Remarque 46. Dans le cas unitaire impair, H, = R(t) - (t — p"~ ' (p)) (voir
théoréme 13). On peut montrer que R annule F' dans Q [p--# 509" x £(Op,))
(voir paragraphe 6.4 pour n = 3). Plus généralement, T. Wedhorn a calculé le
polynome minimal de F' sur le lieu ordinaire dans le cas PEL (|[Wed00] 2.10).

Dans le chapitre 7, on prouve la conjecture 44 pour les groupes unitaires
en signature (n — 1,1) avec n impair. Le facteur (F — p"~! (p)) joue un role
crucial car il annule les composantes non-ordinaires de p-.#sog x (Og,). Plus
généralement, on peut se demander si le polynome de Hecke se factorise tou-
jours sous la forme H, = R.Q) avec R le polyndome minimal du Frobenius
sur le lieu ordinaire, et Q(F') appartenant a l'idéal annulateur du noyau du
morphisme ord. Ceci semble étre le cas également pour les variétés de Hilbert-
Blumenthal.

Enfin, si on remplace les coefficients de H, (vus comme des cycles) par
ladhérence de leur partie ordinaire, on obtient un nouveau polynéme Hz/a qui
annule F' dans Q [p—fsog X R(OEP)]. On montrera dans le cas n = 3 que
H, # H) (chapitre 8), ce qui assure que la relation H,(F) = 0 démontrée au
chapitre 7 est non-triviale.






Chapitre 4
Immeuble de GU(3)

4.1 Définition de I'ilmmeuble

Dans ce chapitre, (V,¢) est un E,/Q,-espace hermitien de dimension 3.
On pose ¢ = p*. On note G = GU(V, 1) le groupe des similitudes unitaires et
S = U(V, ) le groupe unitaire de (V). On dira qu’une base B = (eg, e1,e_1)
est une base de Witt si ey est anisotrope et (e1,e_;) hyperbolique. Une E,-
norme ultramétrique presque-autoduale sur (V1)) est une fonction o : V' —
R, vérifiant :

1. Pour tout v € Vet A € E,, on a a(Av) = |A|a(v).

2. Pour tous x,y € V, on a a(r +y) < max(a(z), a(y)).

3. Il existe r € Ry tel que a¥ = ra on

Ve eV, a'(x)= sup M

yev—{0} a(y)
De plus, on dit que « est autoduale si a¥ = a.

Définition 47. On note Z(G) 'ensemble des E,-normes ultramétriques presque-
autoduales sur (V1) et on I’appelle I'immeuble de G. On note Z(.S) I'ensemble
des E,-normes ultramétriques autoduales sur (V1) et on I'appelle I'immeuble
de S.

On a une bijection Z(S) xR — Z(G) définie par (o, t) — ¢'a. Sig € G(Q,)
et a € Z(G), on définit g.a par Yo € V,  g.a(v) = a(g 'v). On a (g.a)¥ =
lv(g)|g-(a") ou v est le rapport de similitude. Ceci définit une action de G(Q,)
sur Z(G) et par restriction de S(Q,) sur Z(S5). On a G(Q,) = S(Q,)E) (voir
(1.1.4)). Un élément e € E agit sur Z(G) = Z(S5) x R par translation de
val,(e) sur le deuxiéme facteur.

33
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Définition 48. Soit a € Z(S). Une base de décomposition de « est une base
de Witt (eg,e1,e_1) de V telle que

1. On a a(ey) = |(eo,e0)|2 et il existe A € R tel que afe;) = ¢ et
A
ale_y) =q*.

2. Pour v = apeptajes+a_je_i,aveca; € Ey,onaa(v) = sup (|a;|ale;)).
ie{-1,0,1}

Le réel A est le paramétre de a dans la base de décomposition (eg,e_1,e;).
Quitte a multiplier ey par un scalaire, on peut supposer ¥(eg,eq) = 1 ou p
(selon le déterminant de 1)).

Proposition 49. Tout « € Z(S) admet une base de décomposition. Soit « el
o deuz normes de Z(S). Il existe une base de décomposition commune pour o
et a.

Démonstration. cf. [BT87]|, théoréme 2.12. O

Définition 50. Soit B une base de Witt de V. L’appartement Ag associé a B
est 'ensemble des av € Z(.5) telles que B est une base de décomposition de .

A chaque norme a € Z(5), on associe un drapeau de boules B*(a) =
{B(a < ¢, 0 € R} avec B(a < ¢) = {v e V,a(v) < ¢"}. La boule B(a <
q’) est un réseau de V. Pour § € R, on a les relations suivantes :

Bla <¢" ") =pBla <) (4.1.1)
B(aY < ¢”) = Bla < ¢ (4.1.2)

ot le dual LY d’un réseau L est défini par LY = {z € V,Vy € L,¢(z,y) € Op, }.

Définition 51. On dit qu'un réseau L C V est autodual si LY = L. On dit
qu’il est presque autodual si pLY C L C LY. On dit que L est presque autodual
strict si pLY C L C LY

Soit R(V) I'ensemble des Op, -réseaux de V. C’est un ensemble ordonné
par Iinclusion, telle que toute partie majorée (resp. minorée) posséde une
borne supérieure (resp. inférieure). Soit F(R, R(V')) 'ensemble des fonctions
R — R(V). On a une injection

@ I(S) — F(R,R(V)) (4.1.3)

envoyant la norme « sur la fonction § — B(a < ¢%). Cette injection est
S(Qy)-équivariante et son image est 'ensemble des fonctions f € F(R, R(V))
vérifiant les conditions suivantes :
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1. La fonction f est croissante.

2. Pour tout 0 e R, f(0 —1) =pf(0).

3. Pour tout 8 € R, f(1—6)" =sup f(¢).
0'<6

On dira que f est une fonction norme. Une telle fonction est continue a droite
(grace a 3.), au sens ou si (#,), est une suite de réels qui décroit vers 6, alors
f(6,) = f(0) pour n assez grand. Si f est la fonction norme de o € Z(S), on
retrouve « par la formule :

Yo eV, log,a(v) =inf{0;v € f(0)}.

Si f, f € F(R,R(V)) sont des fonctions normes qui coincident sur [0, 1], alors
f = f". On a donc aussi une injection S(Q,)-équivariante :

o' Z(S) — F([o, %[aR(V))

et I'image de @’ est Pensemble des fonctions f € F([0,3[, R(V)) vérifiant les
conditions :

1. La fonction f est croissante, continue a droite.
2. Le réseau f(0) est presque autodual.
3. Pour tous 0,6 € [0, %], f(8) C f(0')".

2

Désormais, on fixe un espace hermitien (V1) tel que det(y) =

1 dans N((@gx) = {1,p}. Dans la définition 48, on supposera alors
P
w(eo, 60) =1.

Si B = (eg,e1,e_1) est une base de Witt et a,b,c € Z, on note (a, b, c)g le
réseau p*Op,eo +pbOEpel +p°Opg,e_1. Si a) est la norme de paramétre A € R
dans la base B, alors la fonction f\, = w(w,) associée a a,, par (4.1.3) est :

MO) = (=10, =10+ Al, =10 = A)s (4.1.4)

ou [x] est la partie entiére de x € R. Ainsi, la proposition 49 affirme en parti-
culier que toute fonction norme f € F(R,R(V)) est de cette forme.

Soit ~ la relation d’équivalence définie par Va,a' € Z(S), a ~ o <~
B*(a) = B*(a/). On note cl(«a) la classe d’équivalence de o € Z(S) pour cette
relation.

Définition 52. On dit que o € Z(S) est un sommet si cl(a) = {a}. On
note |Z(S)| I'ensemble des sommets de Z(.S). Les autres classes d’équivalence
sont les arétes. Si X est une aréte et B*(X) est son drapeau de boules, les
extrémités de X sont les normes a € Z(5) telles que B*(«) C B*(X). Deux
sommets distincts sont voisins s’ils sont extrémités d'une méme aréte.
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Une base B = (x;); de V est dite adaptée a un ensemble 3 C R(V) si pour
tout réseau L € X, il existe (n;); € Z tels que (p™iz;); est une base de L.

Lemme 53. Soit a € Z(S). L’ensemble des bases de Witt B telles que o € Ap
est égal a l’ensemble des bases de Witt adaptées a B*(«).

Démonstration. Soit f = w(a) et B une base de Witt adaptée & B*(«). On
peut donc écrire f(0) = (a(6),b(0),c(0))s avec des fonctions a,b,c : R — Z.
Puisque f est continue a droite, il existe A € R minimal tel que ¢(\) = 0. Soit
fx la fonction associée a la norme de paramétre \ dans B. Il est facile de voir
que f = fy, d’ou le résultat. m

Par conséquent, deux normes équivalentes appartiennent aux meémes ap-
partements. Soit B une base de Witt et a, la norme de parameétre A dans B.
[’ensemble B*(«) est une réunion de classes d’homothéties :

~—
I
g
N
=
=
—_
~—
o]
C
g
N
—~
=
|
—_
(=]
~—
o]

B*(ay) = p”(0,0,0)5 U p”(0,0,1)5 L p*(0,—1,0)5 si A €]0, %[.
Les sommets de Ag sont les A\ € %Z. Les arétes sont les intervalles X, =
AN+ %[ avec \ € %Z et les extrémités de X, sont {)\,/\+ %} Le groupe
S(Qp) agit sur 'ensemble des sommets et I'ensemble des arétes. Munie de la
relation de voisinage de la définition 52, |Z(S)| est un graphe connexe (car les
appartements le sont).

Définition 54. Les sommets a € Z(5) tels que B*(«) soit constitué d'une
seule classe d’homothétie sont dits hyperspéciaux. Les autres sommets sont
dits spéciaux.

On note Hyp (resp. Sp) 'ensemble des sommets hyperspéciaux (resp. spé-
ciaux). C’est ’ensemble des normes de paramétre \ € Z (resp. A € %—i—Z) dans
un appartement.
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Voici deux représentations de Z(S5) :

oy

®
-1 -1/2 0 1/2 1

Le nombre de sommets voisins n’est pas respecté sur le dessin, et on a
représenté que certains sommets. Dans le deuxiéme dessin, on a fixé un ap-
partement A, qu’on identifie 4 R.
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Proposition 55. Les sommets hyperspéciaux de Z(S) sont conjugués par lac-
tion du groupe S(Q,) sur Uimmeuble. Ceci vaut également pour les sommets
SPECLaUL.

Démonstration. Soit «, o’ deux sommets de méme type, et B = (eg,e1,e_1)
(resp. B' = (e, €},€"1)) une base de décomposition de « (resp. o). On peut
supposer que « et o ont méme paramétre dans leurs bases respectives. Alors
I'endomorphisme g de V' défini par g(e;) = €} est dans S(Q,) et g =a/. O

Il y a donc deux S(Q,)-orbites de sommets (mais une seule orbite d’arétes).
Si a est un sommet de Z(S) et f = w(a), la fonction f est constante sur [0, 3.
On a donc une injection S(Q,)-équivariante :

wo : |Z(S)| — R(V) (4.1.5)
définie par a — w(«)(0) = B(a < 1).

Proposition 56. L’image de wq est I’ensemble des réseaux presque autoduau.
L’tmage de Hyp (resp. Sp) est U'ensemble des réseaux autoduauz (resp. presque
autoduauz stricts).

Démonstration. Soit L un réseau presque autodual. Alors la fonction constante
[ [0,5[—= R(V) est une fonction norme telle que f(0) = L. Le reste est
évident. O]

Soit a € Z(S) et g € S(Q,). Alors g.a = « si et seulement si g.w(o) =
w(a). Si a € |Z(S5)] et g € S(Q,), alors g.av = « si et seulement si g(L) = L
ot L = B(a < 1). On constate que c’est encore vrai pour g € G(Q,). Par
conséquent, les stabilisateurs dans G(Q,) des sommets hyperspéciaux (resp.
spéciaux) de Z(.S) sont conjugués et ce sont les stabilisateurs des réseaux au-
toduaux (resp. presque autoduaux stricts) de V. On les appelle compacts hy-
perspéciaux (resp. spéciaux).

4.2 Géomeétrie de I'immeuble
Si L,L' € R(V), on définit I'entier (L, L") par
§(L,L'") =min (k> 0,3n € Z, p"™L C L' C p"L). (4.2.1)
Les réseaux L,L’ sont homothétiques si et seulement si 6(L,L) = 0. Si

d(L,L')=1alors L C L' ou L' C L. On plonge |Z(S)| dans R(V) par (4.1.5).
Alors ¢ est une distance sur |Z(S)]. L’action de S(Q,) sur |Z(S)| preserve 4.
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Deux sommets z,y € |Z(S)| sont voisins si et seulement si d(z,y) = 1. Un
chemin de longueur n dans un graphe est une suite de points xq, ..., x, tels que
x; et x; 41 sont voisins pour ¢ = 0, ...,n— 1. Dans un graphe connexe, on définit
la distance géodésique entre deux sommets comme la longueur du plus court
chemin entre ces deux sommets.

Lemme 57. Soit z,y € |Z(S)|. Alors la distance géodésique dans |Z(S)| de z
ay estd(x,y). On dit que 0 est une distance géodésique.

Démonstration. 1l est clair que la distance 0 est inférieure a la distance géodésique.
Soit B = (eq, e1,e_1) base de Witt telle que z,y € Ag, de paramétre A\, u € %Z
respectivement. D’aprés (4.1.4), on a wo(x) = (0,— [A], — [-\])s et wo(y) =
(0, — [u], = [-p])5- On en déduit :

0z, y) = [\ = NI+ [ [=A] = =T

Cette expression est égale a 2|\ — X|. Or le segment joignant z et y dans
I'appartement Ag, est de longueur 2|A — X| = d(x,y), d’ou le résultat. ]

Lemme 58. Soit z,y,z € |Z(5)] tels que 6(x,y) + 0(y,2) = d(z,2). Tout
appartement contenant x et z contient aussi y.

Démonstration. Notons d = d(x,y) et d = 0(y, z). Soit B une base de Witt
de V telle que z,z € Ag. Supposons d’abord que z,y, z sont des sommets
hyperspéciaux. Alors d,d’ sont pairs et on peut supposer

wo(z) = (0,0,0)5
d+d d+d
wO(z) = (07 2 s 2

)5-

En notant L = wy(y), il existe k, k' € Z tels que :

ptimy(x) € L C pFoolx)

" / 4.2.2
PPHim(z) € L C prool2). ( )
En prenant le dual dans les inclusions ci-dessus, on montre que £ = —g et
k' = —<%. Les inclusions (4.2.2) deviennent :
d d d d _d _d
(o550 C L C (=5=5—5)s

On en déduit que L = (0,%,—%)3, donc y € Ag. Le cas ou z et z sont

hyperspéciaux et y spécial se traite de maniére analogue. Enfin, les autres cas
s’en déduisent facilement, sans calcul. O
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Corollaire 59. Soit x,z € |Z(S)|. 1l existe une unique géodésique dans |Z(S)|
joignant x et z.

Démonstration. Soit A un appartement contenant z et z. Alors tout point
y d’une géodésique reliant = et z vérifie les hypothéses du lemme 58, ce qui
montre le résultat. O

Corollaire 60. Le graphe |Z(S)| est un graphe conneze, sans cycle.

Démonstration. On sait déja que |Z(S)| est connexe. Par 1’absurde, supposons
qu’il existe un cycle v, et prenons-le de longueur minimale. La longueur de ~ est
nécessairement paire, disons égale a 2d. Soit x un sommet de v, et z le sommet
qui lui est diamétralement opposé sur le cycle v (cf. dessin 1 ci-dessous pour
le cas d = 3). Les deux chemins consistant & parcourir v dans le sens horaire
et le sens trigonométrique sont des géodésiques. D’apreés le corollaire 59, ces
chemins coincident. Contradiction.

dessin 1
O]

Calculons le nombre de voisins d’un sommet de |Z(S)|. Les sommets hy-
perspéciaux ont tous le méme nombre de voisins car ils sont conjugués sous
l'action de S(Q,), et il en est de méme pour les sommets spéciaux.

Lemme 61. Soit x un sommet hyperspécial et y un sommet spécial. Soit Ly =
wo(x) et L1 = wo(y). Alors x ety sont voisins si el seulement si

..CpLoCpL{ CLiCLyCLyC.. (4.2.3)

Démonstration. Si Lo et Ly vérifient ces inclusions, on a d(x,y) = 1 donc
x,y sont voisins. Réciproquement, soit x,y respectivement de parameétre O,%
dans un appartement Ag (B une base de Witt), alors Ly = (0,0,0)5 et L; =
(0,0,1)p, avec Ly = wo(x) et L1 = wp(y). On vérifie facilement les inclusions
(4.2.3). De méme, si y est de paramétre —3, alors L = (0,1,0)5 et on fait le
méme constat. [
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Soit © € Z(S) et L = wy(x). C’est un réseau presque autodual. La forme
hermitienne v définit des accouplements parfaits

— L LY
o oL X oLV — K(Opg,)
— LV LY p’l(’)Ep
¢1 : T X T — OEP ~ K<OEZ,>

e Soit x € Hyp et Ly = wy(x). Les sommets de Z(S) voisins de x sont en bi-
jection avec les réseaux presque autoduaux stricts L, vérifiant les inclusions
(4.2.3). Ceux-ci sont en bijection avec les sous-espaces vectoriels totalement

isotropes de (}%,%) de dimension 1.

e Soit y € Sp et Ly = wy(y). Les sommets de Z(S) voisins de y sont en
bijection avec les réseaux autoduaux Ly vérifiant les inclusions (4.2.3). Ceux-
ci sont en bijection avec les sous-espaces vectoriels totalement isotropes de

(%,E) de dimension 1.

Fait 62. Soit W un espace hermitien non dégénéré de dimension 2 (resp. 3)
sur F 2. Le nombre de droites isotropes de W est p+ 1 (resp. p* + 1).

Corollaire 63. Un sommet hyperspécial (resp. spécial) de Z(S) posséde p® +1
(resp. p+ 1) voisins.

4.3 Action de Palgébre de Hecke

Soit zp € Hyp et K, = {9 € G(Q,),9.70 =x0}. Si X est un ensem-
ble, on note Q[X] lespace vectoriel sur X. Si X est un groupe, Q [X] est
une Q-algebre. Q[G(Q,)/K,] est un Q[G(Q,)]-module a gauche. Se don-
ner un endomorphisme Q [G(Q,)]-linéaire ¢ de Q[G(Q,)/K,] revient a se
donner ¢(K,) € Q[G(Q,)/K,], invariant par 'action a gauche de K, sur
Q[G(Q,)/K)). Par ailleurs, on a un morphisme de groupes injectif :

QEN\G(Q)/ K] — QG(Qy)/ Ky (4.3.1)

défini ainsi : Si g € G(Q,) et K,9K, =|]¢:K, avec g; € G(Q,); alors
I'élément K,gK), est envoyé sur y | g;K,. L’image de (4.3.1) est précisément
I'ensemble des éléments K ,-invariants de Q [G(Q,)/K,]. Par conséquent, on a
des identifications :
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Endgicg,) (RIG(Qy)/K3]) = QIKNG(Qp)/ Kyl = Ho(G(Qp)//Kp). (4.3.2)

Les identifications (4.3.2) sont compatibles avec 'addition et la multiplica-
tion. En effet, soit g, g € G(Q,) tels que K,gK, = | | ;K et K,g'K, = | | 9K,
avec g, g5 € G(Q,). Alors on a I'égalité

Ik, gk, * 1K,9'5, = Z lg.g &, (4.3.3)
1]

(voir [Biil02] page 136). Soit ¢, ¢ les endomorphismes de Q [G(Q,)/ K] asso-
ciés respectivement a 1x g, et 1k, ok, par (4.3.2). Alors p(K),) = ZgiKp et

¢'(Kp) = ZgéKp On en déduit :

J
po () = (zg;Kp> S ) = S,
J J ,J

Puisque I'algébre de Hecke est commutative d’aprés le théoréme de Satake,
cette expression coincide avec (4.3.3).

L’ensemble G(Q,)/ K, s’identifie avec la G(Q,)-orbite de zy dans Z(G) =~
Z(S) x R, qui est Hyp x Z. On obtient une action de Ho(G(Q,)//K,) sur

Q [Hyp x Z].

4.4 Isomorphisme de Satake et immeubles

Dans la suite, on fixe une base de Witt B = (eq, e1,€_1). Soit A = Ap, T le
tore maximal de G formé par les matrices diagonales dans B. Soit B le sous-
groupe de Borel G formé par les matrices triangulaires supérieures dans la base
B’ = (e1,e0,e_1), et U le sous-groupe unipotent de B. Soit z( la norme de par-
métre 0 dans Bet K, = {g € G(Q,), g.x0 = 20}, L = K,NB(Q,) et T, = K,N
T(Q,). On peut constater que U(Q,) = {g € S(Q,), 9.z = x), pour k >> 0}
ol xj est le sommet de paramétre k de A.

Le diagramme (1.2.5) définit des morphismes de Q-algébres :

Ho(G(Q,)//K,) 15 Ho(B(Q,)//L) =5 Ho(T(Q,)//T).
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On a les identifications suivantes (voir (4.3.2)).

Ho(G(Qy)//Kp) = Endge(g,) (Q (G(Qp)/ K)) (4.4.1)
Ho(B(Qy)//L) = Endgpq,) (Q[B(Q,)/L]) (4.4.2)
Ho(T(Qp)//Te) = Endgur,) (QT(Qy)/Te]) - (4.4.3)

Par la décomposition d’Iwasawa, G(Q,) = B(Q,)K,, donc

G(Qy)/K, = B(Qp)/L =Hyp x Z.

Le morphisme |p induit l'injection canonique :

Endgic(g,) (Q[Hyp x Z]) — Endgp(q,) (Q[Hyp x Z]).

Puisque G(Q,) = B(Q,)K, = U(Q,)T(Q,)K,, chaque U(Q,)-orbite de Hyp x
Z posséde un réprésentant dans (AN Hyp) x Z = T(Q,).zo. Ce représentant
est unique. En effet, si t,t' € T(Q,),u € U(Q,) tels que ut.zyg = t'.xg, alors
t"~ut € K; donc les coefficients diagonaux de #~'¢ sont dans Oy d’out""'t €
K, iet.xy=1t.x9. On a donc :

T(Qp)/Te = T(Qp)-xo = U(Qy)\ (Hyp x Z) . (4.4.4)

Lemme 64. Soit B un groupe et U < B un sous-groupe distingué. Soit X un
ensemble muni d’une action & gauche de B. Alors B agit sur U\X, et on a
un morphisme d’anneaur

Endgis (Q[X]) — Endgs (Q[U\X])
fo— Uz~ I(f(2)))

ow I1 est l’application évidente Q [X]| — Q [U\X].

Démonstration. Puisque U < B, le groupe B agit sur U\X de maniére év-
idente. L’application ci-dessus est bien définie : Si v € U, x € X alors
I(f(u.z)) = H(u.f(x)) = I(f(x)). On vérifie de maniére élémentaire que
¢’est un morphisme d’anneaux. O

Remarquer dans le lemme 64 que si 7' C G est un sous-groupe tel que
B = TU, alors Endgp (Q [U\X]) = Endgr (Q[U\X]). En utilisant (4.4.4),
on en déduit un morphisme de Q-algébres :

Endgpq,) (Q[B(Qy)/L]) — Endgrq,) (Q[T(Qy)/T]) - (4.4.5)
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A travers les identifications (4.4.2) et (4.4.3), c’est le morphisme S. Justi-
fions briévement ce fait. Soit b = tu € B(Q,) avect € T(Q,) et u € U(Q,). Soit
(b;) € B(Q,) tels que LbL = | |X, b;L. L'élément 177, € Ho(B(Q,)//L) corre-
spond & 'endomorphisme Q [B(Q,)]-linéaire f de Q [B(Q,)/L] tel que f(L) =
SV b L. Par Papplication B(Q,)/L — U(Q,)\ (B(Q,)/L) = T(Q,)/T., tous
les b; sont envoyés sur t. Par le morphisme (4.4.5), f est envoyé sur I'endo-
morphisme de Q[T'(Q,)/T¢] tel que T. — NtT,, qui correspond a Nl €
H(T(Q,)//T.). Par ailleurs,

S(lLbL) == |:L LN bLbil] 1tTC-

On peut supposer que Vi € {1,..., N}, b; = [;b avec [; € L. Les (I;) forment
un systéme de représentants de L/L N bLb~!. En effet, soit | € L, il existe i
tel que IbL = b;L, c’est-a-dire b= 'b € L d’ou [;'l € LN bLL~'. Enfin, si
i,7 € {1,..., N} tels que li_llj € LNbLb~! alors bi_lbj € L donc v = 5. D’ou
[L:LNbLL™'] = N.

La bijection (ANHyp) x Z = U(Q,)\ (Hyp x Z) (voir (4.4.4)) induit une
rétraction Hyp x Z — (AN Hyp) x Z. Soit = € Hyp, il existe u € U(Q,) tel
que u.x = x' € A. Soit x; la projection de z sur A. Le groupe U est le fixateur
point par point d’un voisinage de +oo dans A. Prenons un point y de A “trés
loin”, fixé par u. Alors on a 6(y,z) = é(u.y,u.x) = §(y,2’). Il y a deux points
x' de A vérifiant ceci, mais 'un des deux dépend de y. Ainsi 2’ est le point de
A tel que §(y,z) = d(y,2") pour tout y € A de paramétre assez grand (voir
dessin ci-dessous).

A

On dira que x “se rabbat” sur 2’. Calculons I'isomorphisme de Satake. Soit
= diag(1,p,p") € S(Q,) dans la base B. L’opérateur 1,4k, envoie xo sur
la somme formelle des points de la K,-orbite de g.x. On montre facilement :

1Kpng.fL'Q = E x.

d(x,x0)=2
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L’endomorphisme S(f) € Endgr,) (Q[1'(Q,)/T]) se calcule en réduisant
modulo U. Notons 2’ 'unique élément de A dans la méme U-orbite que x €
Hyp. On a donc :

S(f)mo= > . (4.4.6)

d(x,x0)=2

Notons z, le sommet de A de paramétre A € 37Z. Dans la somme (4.4.6),
apparaissent uniquement les sommets x_q, xy et x;.

e Le sommet x; apparait avec multiplicité 1.
e Le sommet zy apparait avec multiplicité p +1 — 2 = p — 1. En effet, les
sommets rabattus sur xy sont les voisins de x 1 autres que xg et .

e Le sommet x_; apparait avec multiplicité 1+ (p — 1) + p(p® — 1) = p*. En
effet, les sommets rabattus sur z_; sont les suivants : Il y a d’abord z_;
lui-méme ; puis les voisins de x_1 autres que ¥y et xo (ilyenap—1);
enfin, les sommets a distance 2 de xy dont la projection sur A est zq (il y
en a p(p® — 1)).

On en déduit : S o |p(lk,gk,) = lgr. + p*ly—17, + (p — 1)17,. 1l reste &
multiplier par |J \%, et on obtient finalement

1KP9KP = p21ch +p21g*1Tc + (p — 1)1Tc'

On retrouve donc le corollaire 16.






Chapitre 5

Graphe des cristaux de GU(2,1)

Dans ce chapitre, on se place dans le cas n = 3. On conserve les notations
de la partie 2.3.1 pour W = W (k), Wg, 0. On choisit a € E* N (’)Ep C W tel
que @ = —a. On étudie la structure de I'ensemble des cristaux de signature
(2,1) alintérieur d’un isocristal. On redémontre concrétement les résultats de
la partie 2.3. Nous prouvons explicitement les faits suivants :

1. Il y a deux classes d’isomorphisme d’isocristaux unitaires contenant des
cristaux unitaires de signature (2,1) : l'isocristal ordinaire et supersin-
gulier.

2. Il existe une unique classe d’isomorphisme de cristaux unitaires ordi-
naires de signature (2,1).

3. Il y a un nombre infini de classes d’isomorphisme de cristaux unitaires
supersinguliers de signature (2,1).

La structure de I’ensemble des cristaux supersinguliers fait apparaitre un graphe
dont le “squelette” est I'immeuble de GU(3). On donne quelques applications
élémentaires de ces résultats.

5.1 Quelques rappels

5.1.1 Groupes de Barsotti-Tate tronqués d’échelon 1

Soit C'(1); la catégorie des schémas en groupes finis commutatifs sur k
annulés par p. Par la théorie de Dieudonné, elle est équivalente a celle des
espaces de Dieudonné (cf. paragraphe 2.3.1) sur k. La sous-catégorie de C(1);
des BT est équivalente a celle des espaces de Dieudonné vérifiant

Im(F)=Ker(V) et Im(V)=Ker(F).

47
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On rappelle quelques résultats de Kraft (cf. [Kra75]). Les classes d’isomor-
phisme d’objets indécomposables de cette catégorie sont paramétrés par les di-
agrammes circulaires de Kraft. On place un ensemble X de sommets réguliére-
ment espacés sur un cercle, et on trace une fléche entre deux sommets con-
sécutifs, notée F' si elle est dans le sens horaire et V' si elle est dans le sens
antihoraire. On impose qu’il n’y ait pas de rotation non triviale qui stabilise
le diagramme et on identifie deux diagrammes qui différent par une rotation.

F

Soit I' un tel diagramme et X = X (I') 'ensemble des sommets. L’espace de
Dieudonné My associé posséde une k-base (e, ).cx indexée par X ; et on définit
Fe, = e, s’il y a une fleche =N y et Fe, = 0 sinon. De méme Ve, =¢,s’ily a
une fleche 7 5 y et Ve, = 0 sinon. Ceci définit une bijection entre diagrammes
de Kraft circulaires et classes d’isomorphisme de BT} indécomposables. Si Mr
est muni d’une O, -action, on peut supposer Vo € X, e, € Mr, ou Mre ce qui
décompose I' = T', U T’z avec I', et ['z changés par F, V. Si M est un espace
de Dieudonné, le dual M"Y = Homy (M, k) est un espace de Dieudonné on F,V
sont définis par Vf € MY, Vy € M,

(Ff)ly) = o(f(Vy))
V) = o '(f(Fy)).

Le dual d’un diagramme de Kraft I" est le diagramme I'V obtenu en changeant
le sens des fleches. S’il existe une rotation p transformant I' en 'V, on définit
un isomorphisme Mpr — MY par e, +— € Ol (ef)zex est la base duale
de (e;)zex. Ceci fournit un accouplement parfait de Mp. Si en outre Mr est
muni d’une Og,-action et qu’on suppose I' = I', U I's comme précédemment,
I'accouplement est compatible avec la Op,-action si et seulement si p échange
I'. et I's.

On dira que I' est unitaire si I' = ', U I';, avec 'y, 'z changés par F,V,
et 8’il existe une rotation p permutant I'., Tz telle que p(T') = T'Y. On ne
démontre pas, mais c’est sans doute vrai, que les diagrammes de Kraft unitaires
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correspondent aux B7T) unitaires indécomposables. La signature de I' est le
couple (1, s) tel qu’il existe r (resp. s) fleches F' partant de ', (resp. I'z). Le
seul diagramme de Kraft unitaire & 6 sommets de signature (2,1) est :

Le module de Dieudonné unitaire correspondant est isomorphe a B(3) (cf.
paragraphe 2.3.1). Les autres classes d’isomorphismes de BTj unitaires de
signature (2,1) sont décomposables, ce sont B(2) x SS et B(1) x S5°. On
ne démontre pas ces résultats (voir proposition 26). Enfin, rappelons que la
classification compléte des BT} avec structure PEL est faite dans [Moo01].

5.1.2 Cohomologie galoisienne

Soit K C Wy une extension finie de Q,. On note G = Aut(Wy/K) I'ensem-
ble des K-automorphismes de Wgy. Soit H un groupe muni d’une G-action par
automorphismes (un G-groupe). On note H® le sous-groupe des G-invariants.
Un 1-cocycle de H est une application f : G — H vérifiant

Vy,0 € G, f(h0) = f(v) x (v f(0)).

On impose que f soit fini, ¢’est-a-dire qu’il se factorise & travers une extension
finie de K (sans cette hypothése, on peut utiliser la cohomologie continue).
On note H/™ = | J,. HAWWo/KD) on Ky parcourt les extensions finies de K
contenues dans Wgp. On dit que deux 1-cocycles f, g sont équivalents s’il existe
h € H telque Vy € G, f(v) = h'g(7)(7-h). On note H' (G, H) 'ensemble des
1-cocycles finis modulo équivalence. C’est un ensemble pointé. Soit une suite
exacte courte 1 — H; — Hy — Hsy — 1 de G-groupes telle que H'(G, H,) =
HY(G, Hs) = 1. Si H]"™ — HI™ est surjectif, alors H'(G, Hy) = 1.

Lemme 65. Soit (H,, Tm)m>1 un systéme projectif de G-groupes, ot T, :
H,i1 — H,,, et H =1limH,,. On suppose que pour toutm > 1, H'(G, H,,) = 1
H

et que les morphismes T, : HS, | — HS sont surjectifs. Alors H'(G,H) = 1.

m
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Démonstration. Soit f : G — H un l-cocycle et f,, : G — H,, le 1-cocycle
induit sur H,,. 1l existe h,, € H, tel que Vv € G, f.(7) = b} (7 - h).
Pour tout v € G, mi(hy')(y - m(ha)) = m(fa(v)) = fily) = b7 (y - M),
donc 71 (hy)hy! € HE. Par hypothése, il existe y € HS qui reléve cet élément.
On écrit y = hoz™" avec € Hy. Alors mi(z) = hy et fo(y) = 27 (v - z). On
remplace hy par x, et on réitére ce procédé pour hs, etc. On construit ainsi une
nouvelle suite (h,,)m>1 qui est compatible avec les fleches (7, )m>1, et fournit
donc un élément h € H. Il est immédiat de constater que Vy € G, f(v) =
h=t(y - h). O

~ Soit A € M,(k) et m > 1. On choisit un relévement A € M, (W) de
A, et on considére I, + p™A € GL,(W). En réduisant modulo p™*!, on ob-

tient un élément de GLn(]%), indépendant du choix de A. Ceci définit un
W

morphisme de groupes M, (k) = GLy (), et on a la suite exacte

w w
0— M, (k) — GLn(W) — GLn(W) — 1.
On a HY(G,k) = 0 et H'(G,GL,(k)) = 1, ce qui montre par récurrence

sur m que H'(G, Hy) = 1 avec H,, = GLy(55), pour tout m > 1. On

a GL,(W) = lim H,, et les hypothéses du lemme 65 sont satisfaites. Par
—

m

conséquent,
HY(G,GL,(W)) = 1.

Soit L C Wg un W-réseau. Une d-base de L est une base de L formée
de vecteurs stables par ¢?. Quitte & multiplier L par une puissance de p, on
suppose p""W™ C L C W™ avec un entier m > 0. Alors ¢ agit sur le quotient
P = pZV—Mr;n et L = pmﬁvn est un sous-W-module de P de type fini. Tout élément

de P est stable par une puissance de o, donc il existe d > 1 et un systéme
d

générateur de L formé de vecteurs stables par 0. Puisque W' — (%)U est
surjectif, on peut trouver une d-base de L. En particulier 0%(L) = L.

Réciproquement, soit L C W un réseau tel que o4(L) = L pour un entier
d > 1. Existe-t-il une d-base de L? Ecrivons L = A(W") avec A € GL,(Wy).
On peut supposer que les coefficients de A sont dans une extension finie de
Q, (car L posséde une d’-base). On a o?(A)(W") = A(W") donc A~'o?(A) €
GL,(W). Soit G = Aut(Wg/Qu). On obtient un 1-cocycle fini f : G —
GL, (W) défini par Vy € G, f(v) = A7 (y(A)). Puisque H (G, GL,(W)) =1,
il existe B € GL, (W) tel que Yy € G, f(y) = B~'(v(B)), donc C = AB™! €
GL,(Qpa) et L = C(W™). Par conséquent L posséde une d-base. Voici une
reformulation :
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Proposition 66. Soit d > 1, Vi un Q,a-espace vectoriel de dimension finie
et V= Vo @ Wy. Alors Uapplication L — L ®z 4 W est une bijection entre
lensemble des Zya-réseaux de Vi et l'ensemble des W -réseaur de V' stables par

od.

5.2 Cristaux ordinaires

Lemme 67. Soit N l’isocristal d’une variété abélienne de dimension 3, munie
1\3

d’une action de Op. Alors les pentes de N sont 0% x % x 12 ou (5) .

Démonstration. Les pentes possibles sont a priori 0°x 13, 02 x4 x 1%, 0x (%)2 x1,

% X %, (%)3 L’action de £, sur N induit une action sur chaque facteur isocline.
En notant V), lisocristal simple de pente A = ¢, Endyy, #(V¥) = My(D,) pour
k > 1. C’est un espace vectoriel de dimension k?h? sur Q,, donc kh est pair,

d’ou le résultat. O

Dans cette partie, N désigne un isocristal de dimension 3 de pentes 0% x
% x 12. On dira que N est ordinaire. On peut écrire : N = Ny @ N% @ N; ou
N, désigne la partie isocline de pente A. Rapellons comment F' et V' agissent
sur chaque facteur isocline :

i | 0 z 1
N; | W wg | W3
Floo | (88)e | w
Vst (95)0 ! o

TABLE 5.1 —

Lemme 68. Il existe une unique E,-action sur N a isomorphisme pres.

Démonstration. Un endomorphisme Wy-linéaire de N commutant a F' laisse
stable chacun des facteurs isoclines. Une E,-action sur N est un morphisme
de Q,-algebres

Ep — EHdW@F(N) = EHdW@F(No) X Endw@p(]\f%) X EndWQ,F(Nl).
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Pour i = 0,1, on a Endy, r(N;) = Mx(Q,) et EndW@F(N%) = B est une
algébre de quaternions sur Q,. Par le théoréme de Skolem-Noether, deux tels
morphismes sont conjugués par un automorphisme intérieur, d’ou le résultat.
[’existence découle des exemples ci-dessous. O

Exemple 69. On a E, = Q,(a) avec o® = —d € Z). On fait agir o sur N et
Ni par la matrice (9 ) et on étend cette action par Q,-linéarité & E,. Avec

cette action, le réseau W x W est stable par Op,.

Exemple 70. On fait agir e € E, sur N1 par la matrice (%)

Si (,) est une polarisation de N compatible avec F', alors NO est orthogonal

a NO@Nl et N1 est orthogonal & N1 BNy Ainsi N = (Ny & Nl)@Nl Sur Ny®
Ny, il existe une unique polarlsatlon compatible avec I’ et £, a 1som0rphlsme
prés. En effet, soit © € Ny, et y € Niz non nuls. Alors (x, Fx,y, Fy) est
une base de Ny @ N;. Quitte a multiplier y par un scalaire, on peut supposer
(x,y) = 1, et ceci définit entiérement (,) sur (Ny @ Ny), d’ou I'unicité. Pour
'existence, on montre aisément que (,) ainsi défini est une polarisation.

Sur N%, il y a deux polarisations non isomorphes. Si x € Né,e non nul, alors
(x, F'x) est une base de N%. On peut choisir (z, Fz) = a ou (z, Fx) = ap. Ce
sont les seules polarisations a isomorphisme prés.

Corollaire 71. Il existe deux classes d’isomorphisme d’isocristaur unitaires
ordinaires.

Nous allons déterminer I'ensemble des cristaux de N stables par Og,.

Lemme 72. Soit M C N un cristal. Alors M se décompose M = M, @M% &)
My avec My = M N N,.

Démonstration. Prenons action de F' donnée par le tableau 5.1. Soit (x4, y;, 2i); €
Ny @ N% @ N; une d-base de M (paragraphe 4.1.3). Soit k& > 0. En ap-
pliquant 2kd-fois I'opérateur F, on obtient (z;, p*dy;, p**2) € M, et a la

limite : (2;,0,0) € M. Le méme raisonnement avec l'opérateur V montre
(0,0, z2;) € M, et donc M se décompose comme indiqué. O

Partie étale IV, On identifie Ny & Wy x Wy comme dans le tableau 5.1.
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a) Stabilité par F,V Cherchons les W-réseaux My C Ny stables par
F et V. 1l existe k > 0 tel que My = oc*My, = FFM,. Puisque FFM, C
FMy C My, on a donc My = oMy = F»M,. Les W-réseaux de N, stable par F
sont exactement les réseaux A(W?) avec A € GLy(Q,) (proposition 66). Ces
réseaux sont également stables par V = po1.

b) Stabilité par ’action de Og, On a une décomposition Ny = Ny, ©
Noe. Le sous-espace Ny, est stable par F2 = 02, donc il existe x € Ny, tel que
F?z = z. Alors Ny, = Waoz et Noe = WoFz. Les W-réseaux Op, -stables sont
les :

L=Wpz®WpFx

avec a,b € Z. Alors L est stable par F et V si et seulement si a = b. Ainsi,
les réseaux stables par I,V et O, sont tous homothétiques. Avec I'action de
'exemple 69, ce sont les p" (W x W), n € Z.

Partie multiplicative N; Les arguments précédents s’appliquent aussi a
Ny par dualité. Les réseaux stables par I,V et O, sont tous homothétiques.
Avec I'action de 'exemple 69, ce sont les p™ (W x W), n € Z.

Partie supersinguliére N: On identifie N1 a Wg x Wg comme dans le
tableau 5.1.

a) Stabilité par F,V  Cherchons les réseaux M C N% stables par F'et V.

Considérons 'immeuble Z = Z(PGL) du groupe PG Ls. Les sommets de Z sont
les classes d’homothétie [L] de W-réseaux L C Wé Le choix d’un appartement
revient a choisir une base de Wé Par exemple, ’ensemble des sommets de I'ap-
partement A associé a la base canonique de Wé est {[p"W x W], n € Z}. On
définit la distance § par la formule (4.2.1). Deux sommets sont voisins s’ils sont
a distance 1. Le graphe des sommets est un arbre (connexe, sans cycles). On a
une action évidente de F' sur Z, qui preserve . Soit M C N% un W-réseau sta-
ble par F, V. On a 6(M,FM) <1 car pM C FM C M. Lappartement A est
stable par F, le point [p"W x W] est envoyé sur [pW x p"W| = [p'™"W x W].
Soit [My] la projection de [M] sur A, soit d = 6(M, M) et n € Z tel que
[Mo] = [p"W x W]. Alors

S(M,FM) =2d+ |2n —1].

Les seuls points [M] tels que §(M, FM) < 1 sont [W x W] et [pW x W]. Les
réseaux M C N stables par F,V sont les Pt (W x W) et p"(pW x W), n € Z.
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b) Stabilité par I’action de Op, Avec I'action de I'exemple 70, tous les
réseaux p" (W x W) et p™(pW x W), n € Z sont également stables par I'action
de OEP'

Corollaire 73. Adoptons les notations du tableau 5.1 et laction de E, des
exemples 69 et 70. Tout réseau M C N stables par F,V el O, se décompose
sous la forme M = My & M% @ My avec My = M N N, et il existe a,b,c € Z
tels que

My = pa(W X W)

M, =p"(W x W) ou M, = p*(pW x W)

My = p(W x W).

Signature Parmi les cristaux du corollaire 73, on garde ceux qui ont pour
signature (2,1) :

Corollaire 74. On adopte les notations du corollaire 75. Les réseaux M C N
stables par F\V, Op, et de signature (2,1) sont les M = p"(W x W) @ p*(W x
W) @ ps(W x W) avec (a,b,c) € Z3.

Polarisation D’aprés le corollaire 71, il y a deux classes d’isomorphisme de
polarisations sur N. Si M est unitaire de signature (2, 1), la classe d’isomor-
phisme de M ® Wy est uniquement déterminée (par exemple par la propo-
sition 33). Fixons un accouplement (,) : N x N — Wy tel que (0,0,0) soit
autodual. Alors le dual de M = (a,b,c) est (—c,—b,—a). Pour i € Z, on a
p'MY =M < a+c=2b=i.

Corollaire 75. On adopte les notations du corollaire 73. Les cristaux M C N
stables par Og,, de signature (2,1) et vérifiant p’ MY = M avec i € Z sont les
(a,b,2b—a) avec a,b € Z. Les cristauz unitaires sont les (a,0, —a) avec a € Z.

En particulier, tous les cristaux unitaires ordinaires de signature (2, 1) sont
isomorphes.

5.3 Cristaux supersinguliers

Soit M un cristal unitaire supersingulier de signature (2,1). L’espace de
Dieudonné M associé est isomorphe & B(1) x SS? ou B(3). Dans le premier cas
M est superspécial. Dans le second, M est supergénéral (voir remarque 25).
Le tableau suivant donne le a-nombre (cf. remarque 25) et le saut superspécial
(cf. paragraphe 2.3.3.3).
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M M a(M) | s(M)
superspécial | B(1) x SS? 3 0
supergénéral B(3) 1 1

5.3.1 Cristaux superspéciaux

Soit M un cristal superspécial quasi-unitaire de dimension 3, tel que p* M =
M avec i € Z. D’aprés la remarque 37, il existe (z;);=123 € M. U Mz tels que
(xj, Fxj); soit une base de M et (x;, Fx;) = ap’/, avec r; € Z. Le tableau
suivant donne le déterminant de lisocristal (cf. définition 32) d’un tel cristal
superspécial en fonction de sa signature et des entiers r; :

signature : | (3,0) | (2,1) | (1,2) | (0,3)

> rj pair 1 P 1 P
> r; impair | p 1 D 1
TABLE 5.2 —

Les classes d’isomorphismes de cristaux superspéciaux unitaires sont SS3,
B(1) x SS?, B(1)? x SS, B(1)® (cf. paragraphe 2.3.2 pour les notations). Les
cristaux SS et B(1) sont de signature (1,0) et (0,1) respectivement.

5.3.2 L’ensemble € (M’)

Si M’ est un cristal unitaire, on note € (M’) I’ensemble des cristaux M
vérifiant :
(i) pM' C M C M’
(ii) M est stable par O,
(iii) pMY =M

L’application M M= z% définit une bijection
€ (M) — €(M) (5.3.1)

oil €' (M’) est I'ensemble des sous-k-espaces vectoriels de M’ stables par F,V, Og,
totalement isotropes, de dimension 3. On détermine ci-dessous ’ensemble €' (M)
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pour M’ superspécial unitaire de signature (2, 1), (3,0) et pour M’ supergénéral
unitaire de signature (2,1). Les autres cas s’obtiennent par inversion des sig-
natures.

1. M’ est superspécial de signature (2,1) On peut écrire M’ = (Wx, &
WFx) ® (Waxe ® WFxs) ® (Wag & WFx3) ott 21,22 € M. et x3 € M.. On
note également z;, Fz; les images dans M’. Soit M € € (M) et M, M- les
sous-espaces propres pour l'action de Op,. Examinons les différents cas, selon

dim (M) :

Si dim(]\Z) =0 Alors M = M'%, c’est impossible car il n’est pas stable
par F.

Si dim(]\Z) =1 Alors dim(ﬁg) = 2. Si F est nul sur M, alors M. C
Ker(F) N M’y = kFzy @ kFa,, dott My = kFz, ® kFx,. Par isotropie, M, =
kFzs. Finalement M = F(M). Si F n’est pas nul sur M, alors M, C Im(F)N
M, = kFx3, donc M, = kFzs. Par isotropie, M, C (Fr3)* N M'e = kFx, @
kFx4, contradiction. Ainsi, I'unique possibilité est M=F (M"), qui correspond
a M = FM', superspécial de signature (1,2).

Sidim(M,) =2 Dans ce cas, M,NKer(F) # 0 (F ne peut pas étre injectif
sur Z\Aj6 car dim(ﬂg) =1). Or M',NKer(F) = kFx3, donc Fasz € ]T]e. Il existe
a,b € k, non tous les deux nuls, tels que ax; + by € ]\Z Alors F(ax;+bxs) =
o(a)Fxy + o(b)Fzy € Mg. Les vecteurs Fus, ary + bxe, o(a)Fxy + o(b)Fxy
forment un sous-espace vectoriel de dimension 3, stable par I et Op, . Il est
stable par V' si et seulement si [a,b] € P'(F,2). Il est totalement isotrope si
et seulement si ao(a) + bo(b) = 0. Le nombre de solutions de cette équation
dans P!(F,2) est p + 1. Le cristal M correspondant a M est superspécial, de
signature (3,0).

Si dim(]\Z) =3 Alors M = M., c’est impossible car il n’est pas stable
par F'.

2. M’ est superspécial de signature (3,0) On peut écrire M' = (Wz; @
WFEFx)® (Way®WFxy) ® (Wag ® WFx3) avec x1, x9, x3 € M.. Examinons

les différentes cas, selon dim(M,) :
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Si dim(]\Z) =0 Alors M = M = Ker(F), et M = FM', superspécial
de signature (0, 3).

Si dim(ﬂe) =1 Alors M, est une droite engendrée par un vecteur non
nul azx; + bxs + crs de M', = Vecty(z1, z9, 3). Par isotropie, Mg = {uFx; +
vFzy+wFxs 3 autbo+cw = 0}. Puisque M, C Ker(F) = Ker(V), la stabilité
par F' et V équivaut a ’équation ao(a) + bo(b) + co(c) = 0. La signature de
M est (2,1) (calcul facile). Les solutions sont paramétrées par la courbe de
Fermat C(k) C P?(k) définie par

C(k) = {la,b,c] € P*(k), a?™" + 0" + "1 =0} . (5.3.2)

—~ —~

Si dim(M,) = 2 Alors dim(Mg) = 1, c’est impossible car F' est injectif
sur M’..

Si dim(]/\\fe) =3 Alors M = M',, cest impossible car il n’est pas stable
par F'.

Résumons ces calculs par le dessin ci-dessous. On note en indice la signature
de chaque cristal et on représente les relations d’inclusion par des segments.

!
(21)

(370)
FM' '
(1,2) M(Jf)) FM (0,3)
! !
pM (2.1) pM (3,0)

FIGURE 5.3.1 — cas superspécial
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e Si M’ est de signature (2, 1), 'ensemble ¢’ (M) est formé de F'M’, ainsi que
de p + 1 cristaux superspéciaux de signature (3,0).

e Si M’ est de signature (3,0), 'ensemble €' (M) est formé de F'M’, ainsi que
d’un ensemble paramétré par C'(k) de cristaux de signature (2, 1).

3. M’ est supergénéral de signature (2,1) D’aprés le théoréme 26, on a

M’ ~ B(3). 1l existe une base (e;, fi)1<i<s de B(3) dans laquelle F et V sont
définis par :

Feo, = fy Vei, = f
F€3 = f2 et V€2 = f3 (533)
Ffi = —es Vfs = er

Les vecteurs omis ci-dessus sont envoyés sur 0. Soit M € C(M').

Si dim(]\Z) =0 Alors M’ = M5, c’est impossible car il n’est pas stable
par F.

Si dim(]\A/fe) =1 1l existe un vecteur non nul x = ae; + bey + ces € ]\Z
En appliquant F2 et V2 & z, on trouve respectivement : —o?(b)ez € M, et
o7 %(b)e; € M,. Donc b = 0. Puisque M+ = M, on en déduit fo € M. Il
existe (c,d) € k* — {(0,0)} tels que cf; + dfs € M en appliquant F et V, on
trouve e; € Me ou e3 € Me donc ]\A/[/e = ke; ou ]\76 = kes, qui correspondent
respectivement a VM et FM.

Si dim(]\Z) = 2 Comme ci-dessus, on a Me C Vecty(eq, e3), donc M =
Vecty (e, e3, f2) qui appartient a € (M’).

Finalement, ¢’ (M’) a trois éléments, donc €' (M') = {FM',VM', A= (M")}.
Remarquer que A~ (M’') est de signature (3,0) d’aprés la figure 5.3.1 (par
élimination des cas).



CHAPITRE 5. GRAPHE DES CRISTAUX DE GU(2,1) 59

!
pM,
FIGURE 5.3.2 — cas supergénéral

5.3.3 Quelques ensembles de cristaux

On fixe un isocristal unitaire supersingulier N de déterminant 1.
L’objectif est de décrire la structure de graphe présente sur certains ensem-
bles de cristaux de N, décrits ci-aprés. La plupart des résultats figurent dans
[Vol10], dans un cadre plus général. Si r, s € N avec r + s = 3, on pose :

X;(r,s) ={M C N, Og,-cristal de signature (r, s) tel que p’M" = M}.

3

X(r,s):UXi(r,s) X; = |_|Xi(r,3—r) X:|_|Xi.

1€Z r=0 1€Z

De méme, on définit X;(r, s), X(r, s), X;, X comme les sous-ensembles formés
par les cristaux superspéciaux des ensembles ci-dessus. De plus, on pose :

T=X/W;.

Si M € X,(r,s), alors p*M € X; o(r,s), et la multiplication par p* définit
une bijection X;(r,s) = X, or(r, s). On a donc l'identification :

T =XoUX;. (5.3.4)
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Les opérateurs F,V définissent des bijections X;(r,s) — X;11(s,r). D’aprés
la proposition 33, on a Xy(2,1) = X4(0,3) = O et donc aussi X;(3,0) =
X1(1,2) = Q. Par ailleurs, Xo(3,0) = X((3,0) et X;(0,3) = X;(0,3) (proposi-
tion 40). Pour z,y € N, on pose {z,y} = a (x, Fy). On constate que

{y, 2} = aly, Fr) = ao (Vy,z) = o(a{z, Vy)).
C’est une forme hermitienne non-dégénérée sur le Q2-espace vectoriel N7 =
{x € N, Fx=Vuz}. Ona N = N7 ®q, Wg. La décomposition N™ = (N7). &
(N7)z est orthogonale pour {,}. On pose V. = (N7), c’est un Q,2-espace
vectoriel de dimension 3, tel que V ®q , Wg = Ne.
Soit J le groupe des automorphismes de N. Un élément f € J stabilise V
et la restriction f|v est une isométrie de V pour la forme hermitienne ¢ (z,y) =

{z,y}.

Proposition 76. L’application f — frv induit un isomorphisme de J sur
S =U(V,v), le groupe des isométries de (V,1).

Démonstration. Soit g € S. On prolonge g sur N, par Wg-linéarité. Si x € N,
on pose f(zr) = g(x) et si x € Nz, f(zr) = F'g(Fx); et on étend f par
linéarité a N. Alors f € J et ceci définit une application réciproque. n

Si L (resp. L) est un W-réseau de N, (resp Nz), on définit :

LY ={x € Ng, (x,L) C W} LV ={xeN,, (z,['y CcW}
L"={x € N, {z,L} CcW} LY ={zx e Ng, {z,L'} cW}.

Lemme 77. Soit L un réseau, de N, ou de Ngz. On a les relations

' = (FL)
LV = V(I
LYV = L

L™ = (L)

(L) = 7(L").

Démonstration. On suppose L C N, (les mémes calculs s’appliquent si L C
N;). La relation LYY = L est connue. On a successivement :

L = {xeN,{z,L} cW}={x €N, {(x, FL) C W} = (FL)"
= {zeN,(Va,LyCW}={z e N, Ve e LV} =p 'F(L").

En appliquant V, on trouve V(L") = LY. On en déduit V(L) = LN =
(FL)YY = FL, dou L™ = 7(L). Enfin, 7(L)" = L = 7(L"). O



CHAPITRE 5. GRAPHE DES CRISTAUX DE GU(2,1) 61

Remarque 78. Si M C N est un W-réseau stable par I'action de Op,, alors
(M) = (MY)z et (Mz)Y = (MY).. De plus, on a les équivalences

M = p'MY = Mz = p'(M,)" <= Mz = p'V (M) <= F(M) = p"*' M".
On considére les ensembles suivants :

Yi(r,s) = {L C N., W-réseau, p'I" C L C piLA}

Y;(r,s) ={L € Y;(r,s), 7(L) = L}.

Proposition 79. L’application ¢ : M — M, définit une bijection de X;(r, s)
sur Yi(r,s), et de X;(r,s) sur Y;(r,s). Elle est compatible avec 'action de J et
de S a travers l'isomorphisme de la proposition 76.

Démonstration. Si M € X;(r,s),ona F(Mz) C M, C p 1 F(Mz) (signature) et
F(Mz) = p™t M’ d’aprés la remarque 78. Donc M, € Y;(r, s). Soit L € Y;(r, s).
Alors on constate que M = L @ p'V(L") est stable par F,V, appartient a
Xi(r,s) et M, = L. Enfin, M € X;(r,s) est stable par 7 si et seulement si M,
Uest. En effet, 7(M,) = M, implique 7(M}") = 7(M.)" = M/, donc 7(Mz) =
Mz et 7(M) = M. L’autre sens est évident. Ceci conclut la preuve. O

5.3.4 Classes d’isomorphisme de cristaux unitaires

Soit 4n(2,1) ensemble des classes d’isomorphisme de cristaux unitaires
supersinguliers de signature (2,1). Soit M’ superspécial unitaire de signature
(3,0) et N' = M’ ® Wy (isocristal de déterminant 1). Par abus de notation,
soit C'(k) C €' (M’) le sous-ensemble des cristaux de signature (2,1) (cf. figure
5.3.1) et C(k) C €(M’) son image par (5.3.1). On a une action de 7 = p~ 1 F?
sur C'(k). On pose C(F,2) = C(k)7, et C(F,2) 'image de C(F,2) par (5.3.1).
Les éléments de C(F,2) sont les cristaux superspéciaux de C(k). Soit % =
Aut(M') = Stabs(M') et Z = Aut(M’). Si M € € (M), alors M muni de p~*
fois sa polarisation est un cristal unitaire. Ceci définit une application C'(k) —
$n(2,1). Nous allons montrer qu’elle induit une bijection 7-équivariante :

U\C (k) — Un(2,1). (5.3.5)
L’application est surjective car si M est supersingulier unitaire de signature

3
(2,1), il existe toujours M" quasi-unitaire de signature (3,0) tel que M C M".
Montrons qu’elle est injective. Si My, My € C(k) supergénéraux et f : M; —
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M, un isomorphisme, alors f ® Wy stabilise M' = AT(M;) = AT(M,), donc
induit un élément de %. On doit aussi prouver que C(F,2) est une % -orbite.

Munissons M’, de la forme sesquilinéaire ¢(z,y) = «(x, Fy) (on note
encore a 'image de o dans F2). Soit Is(M',.) 'ensemble des droites isotropes.
On a des bijections :

Clk) — Ck) — Is(M") (5.3.6)
M — M — M,

(on a montré au paragraphe 4.3.2 que dimy,(M,) = 1). Définissons
M7 ={zxe M,,Fz =Vux}

et U(M'7, ) le groupe unitaire du Z,2-espace hermitien (M'7, ). Le groupe
% s’identifie a Stabg(e(M')) (pr0p051t10n 79) qui est hyperspécial car (M)
est autodual. Donc % ~ U(M'T,1)). Notons

M7 ={zeM,, Frt=Vz}.
C’est un IFj2-espace vectoriel de dimension 3 tel que M'T ®F k = M..

On en déduit une action de 7 sur M/, et la bijection C'(k) — Is(M',) est
T-équivariante. Un élément u € % stabilise M’T et induit un élément de

U(M'7, 1)), le groupe des isométries de (M'7,1)). Cem définit un isomorphisme
U — U(M'T,1), et on a un diagramme commutatif :

% - U(M/Z’ 77/})

|

@H U(W; 1/})

Le morphisme 7© : % — @_est surjectif car % est hyperspécial (critére de
lissité formelle). Notons Is(M'7) ensemble des droites isotropes de (M7 2,
identifié¢ & un sous-ensemble de Is(M’.). Alors (5.3.6) induit des bijections

C(F,2) — C(Fy2) — Is(M'T).
Par le théoréme de Witt, 1s(M'7) est une % -orbite. Puisque 7 est surjectif,
C(FF,2) est une % -orbite, ce qui clot la preuve de (5.3.5).

Le groupe % agit sur € (M'),C (k) et C(F,2), et cette action se factorise a
travers . De méme, % agit sur C(k) et Is(M'7). Les applications (5.3.6) sont
compatibles avec les actions & travers les morphismes % — % — U(M'7, ).
Puisque 7 est surjectif, on obtient des bijections :

UN\C(k) — U\C (k) — UM, )\Is(M").
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Remarque 80. Le groupe % étant fini et C'(k) infini, il y a un nombre infini
de classes d’isomorphismes de cristaux unitaires de signature (2,1).

Voici une application. Constatons que lopérateur 7 = p~!F? agit sur
w\C (k) et sur Un(2,1) et que la bijection (5.3.5) est 7-équivariante. On a
donc des bijections

UN\C(Fp) — tn(2,1)"

h L (5.3.7)
UN\C(Fps) — U(M'Z, p)\Is(M'e)"

Il est facile de voir que B(3) € Un(2, 1) Soit M € C(F,6)—C(F,2), vu comme
une droite dans M’,, et X un vecteur directeur.

Lemme 81. Soit (Vo) un F2/F,-espace hermitien de dimension 3 et V =
Vo @k , k. On note 7 = Idy, ® o%. Soit X € V isotrope tel que (X,7X) soit
libre. Alors le systéeme (X, 7X,72X) est une base de V.

Démonstration. On a ¢ (7X,X) = 0. En effet, aprés le choix d'une F,2-base
de Vp, on peut écrire VX,Y € k*, ¥(X,Y) = 'XBo(Y) avec B € GL3(F,2)
telle que ‘o(B) = B. Alors ¢(X, X) =! XBo(X) = 0, en appliquant o et en
transposant : '7(X)Bo(X) = 0 donc (7X,X) = 0. En appliquant 7, on a
aussi (72X, 7X) = 0 et ¥(7X,7X) = 0. Supposons 72X € Vect,(X,7X) =
H. Le systéme (7X,72X) est libre, donc on peut écrire X = arX +b72X et on
en déduit 7(H) = H et ¢(X,7X) = 0. Ainsi H est défini sur F, totalement
isotrope de dimension 2, ce qui est impossible. O

Par le lemme 81, (X, 7X, 72X) est une base de M’,. Soit Sy le stabilisateur
de la droite kX dans U(M'7,v). Si f € Sx, il existe A € k* tel que f(X) = A\ X.
Alors f(7X) =7(\)7X et f(72X) = 72(\)72X, donc on a une injection

Sx = kX, fr= A
Puisque (X, X) = (17X, X) = 0, on a (72X, X) # 0. Par ailleurs (72X, X) =
P(f(2X), f(X)) = 72(N) oM\ (T2 X, X), donc 72(A\)o(N) =1, i.e > (M)A = 1.
On en déduit #Sx < p® + 1.
Fait 82. Soit (Vj,v¢) un F 2 /Fp-espace hermitien de dimension n. Alors

n2n

W) =p = [ (0= (1))

1

n

)
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(voir [Wal63] page 33). On a donc

sUM',, ) =p*(p* + 1)(p* — 1)(p + 1).

Soit Orb(X) C C(Fys) la U(M'Z,1)-orbite de kX. On a §Orb(X) > p3(p? —
D(p+1) =p°+p° —p* — p’. Donc

4C(Fp2) U Orb(X) > p® +p° — p* + 1. (5.3.8)

Par ailleurs, C' est une courbe projective de genre g = @, donc d’aprés la

“conjecture de Weil pour les courbes” ([Har77|, appendice C, exercice 5.7) :

1C(Fpe) — p° — 1] < 294/p5

HO(Fp) <p®+14plp—1p° =p° +p° —p' + 1. (5.3.9)

En comparant (5.3.9) et (5.3.8), on en déduit C'(Fy) = C(F,2) U Orb(X) et
Sx = {A € k,0*(\)A = 1}. D’aprés (5.3.7), #tn(2,1)™" = 2 et

$n(2,1)" = {B(1) x SS%,B(3)} .

5.4 Graphe des cristaux supersinguliers

5.4.1 Graphe superspécial Xg,
Si M et M’ sont deux W-réseaux de N, on définit :

d(M, M") :min{nZO; Ik eZ, p"thEM C M’CpkM}.

Alors d(M, M') dépend uniquement des classes d’homothéties de M et M’
et définit une distance sur Z. Deux éléments x,y € Z sont dits voisins si
d(x,y) =1, ceci munit Z d’une structure de graphe.

Remarque 83. Si M, M’ € X tels que d(M, M') = n, alors il existe k € 7Z tel
que p"tFM Em e p* M. Réciproquement, si M’ & M alors p" M Em e M,
et donc d(M, M') < n.

Soit Z(S) I'immeuble de U(V,) et |Z(S)| 'ensemble des sommets (cf.
chapitre 3). On voit |Z(S)| comme un graphe muni de la distance § (cf. (4.2.1)).
La proposition 56 permet d’écrire |Z(S)| = Yo(3,0) U Yo(1,2). On sait que &
est une distance géodésique sur |Z(.S)| (proposition 57).
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Définition 84. On définit I’ensemble Xg;, par
XSh == Xo(g, O) UJ X1(2, 1)

Par (5.3.4), on a Xg;, C Z, donc Xy, est muni de la distance induite par d, et on
voit Xgj, comme un sous-graphe de Z. Le groupe .J opére sur Xg. On considére
I'application ¢ : Xg, — |Z(S)| = Yo(3,0) L Yo(1,2) définie par ((M) = M, si
M € X4(3,0) et (M) = (p7'FM), si M € X;(2,1). Autrement dit, ¢ est la
composée
Xo(3,0) UX; (2, 12X (3,0) U Xo(1,2) —= Yo(3,0) U Yo(L,2)

Théoréme 85. L’application ¢ est une isométrie (Xgpn,d) — (|Z(95)],9). De
plus, ¢ commute a l'action des groupes J et S a travers l'isomorphisme J >~ S
de la proposition 76.

Démonstration. L’application ¢ est une bijection Xg,— |Z(5)| et la deuxiéme
partie de I’énoncé est claire. Pour deux éléments M, M’ € Xg;,, montrons
I’équivalence :

dM,M") =1<+=6(C(M), (M) =1 (5.4.1)

(=) : Les cristaux M et M’ ne peuvent pas étre tous les deux dans Xy(3,0)
ou X;(2,1). Ainsi, supposons M € Xy(3,0) et M’ € X;(2,1). On a clairement
pM C M' C M. De plus, (FM'), = F(M.) C F(Mg) = pM,, donc p((M) C
pH(FM'), = ((M') C (M), c’est-a-dire 6(¢C(M), (M) = 1.

(<=) : Supposons 6(¢(M),¢(M")) = 1. De nouveau, on peut supposer

M € Xy(3,0) et M" € X4(2,1). On a p{(M) C ((M') C ((M) (par (4.2.3)).
Donc pM, C p~'F(M'), C M.. En appliquant V, on trouve pMz C M. C M.
D’autre part, Mz = (M,)" et M. = p(M!)" (remarque 78), donc en passant
au dual vV, pM, C M. C M,. Finalement pM C M' C M et d(M,M') = 1.

Montrons que ¢ est une isométrie. Si M, M’ € Xgp, on a d(M,M') <
I(C(M), (M) par (5.4.1) et le fait que ¢ soit une distance géodésique. In-
versement, supposons d(M, M') = n et vérifions que §(C(M),((M')) < n. 1l
existe k € Z tel que

p"tFM c M C pFM. (5.4.2)

Si M et M’ sont tous les deux dans X(3,0) (resp. X;(2,1)), en appliquant
Popérateur (.). (resp. p~1(F.).) & (5.4.2), on trouve p"**((M) C ((M') C
pFC(M), ot §(C(M),¢(M")) < n. Si M € Xy(3,0) et M € X;(2,1), alors
(M) = M, et (M) = p Y (FM').. En appliquant l'opérateur p~!(F.), a
(5.4.2), on trouve p" kM, C p~tF (ML) C p* M, et de nouveau 6(C(M), (M) <
n. Finalement, ( est une isométrie. O
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5.4.2 Applications
Voici une série de lemmes, aboutissant au théoréme 91.

Lemme 86. Soit M un espace de Dieudonné unitaire. Alors il existe un sous-
espace H C M stable par F,V et action de Og, tel que Ht=H.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur 2g = dimk(ﬁ). Supposons
Ker(F)NKer(V) # 0. Soit D C Ker(F)NKer(V') une droite stable par O, . Le

quotient M’ = % est un espace de Dieudonné unitaire de dimension 2(g — 1).

Par hypothése de récurrence, il existe H C M’ de dimension g — 1, totalement
isotrope, stable par I,V et Og,. En relevant H dans M, on obtient un sous-
espace qui convient. Enfin, si F' est injectif sur Ker(V'), alors Im(F') = Ker(V)
convient. O

Lemme 87. Soit M, M' € X tels que M'" C M. Alors il existe M" € X tel
que M’CM”%M.

Démonstration. On peut supposer M unitaire (c’est clair si M € X; avec i
pair, et si ¢ est impair, appliquer F' partout). Soit 3n = [M : M'], c’est-a-
dire p"M" = M'. Posons M, = pM + M'. Alors M) = p*M N M" =
p M Np ™M’ et on en déduit pM C M; C pMy C M. Si pM) = M,

pMY’
M

de Dieudonné unitaire. D’aprés le lemme 86, il existe un sous-espace H C M
stable par F,V, Og, tel que H* = H. En relevant H, on trouve un cristal M"”
vérifiant pM"Y = M". ]

Corollaire 88. Soit M, M’ € X tels que M' C M, il existe une suite de
3 3 3 3
cristaux (M;)1<i<s de X tels que M' C M, C ... C My C M.

Lemme 89. Soit M' C M deux cristauz de X (2,1). Alors M’ € AT (M') C
A= (M) cC M.

alors on peut prendre M"” = M. Sinon, le quotient M = est un espace

Démonstration. On peut supposer M, M’ supergénéraux. D’apreés le lemme 87,

3
il existe M"” € X tel que M’ ¢ M"” C M. D’apreés la figure 5.3.2, on a M" €
{FM,VM,A=(M)}. Dans le dernier cas, le résultat est démontré. Supposons
que M"” = F'M. De nouveau, le lemme 87 procure un cristal M"" € X vérifiant

M c M é FM. Le cristal F'M est supergénéral de signature (1,2), donc
M" e {FM",VM" A= (M")}. Si M" = A= (M"), on a le résultat. Sinon, on a
montré M' C F?M C M ou M' C pM C M. Dans le cas M"” = VM, on trouve
en plus la possibilite M’ C V2M C M. Puisque A~ (M) = pM + F*M +V*M,
dans tous les cas M’ C A= (M) C M. O
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Lemme 90. Soit M’ C M deux cristauz de N tels que d(M,M') = n. Soit
My un cristal tel que pM; C M' C My et d(My, M) =n —1. Alors My C M.

Démonstration. 1l existe k € Z tel que p*™'M c M; C p*M. Supposons
k < 0. Alors p"2M C M;. D’ou p"'M C pM, C M' C M ; donc d(M, M") <
n, ce qui est contradictoire. Ainsi, £ > 0, donc M; C M. O

Théoréme 91. Soit M' C M deuz éléments de X (2,1). Alors il existe des
cristaus superspéciaus (M;)1<i<opt1 tels que My € X(2,1), Moy € X(3,0) et

MEME . E My &M
1 2k+1 C . (543)

Démonstration. Supposons M et M’ superspéciaux. Leurs classes d’homoth-
éties [M],[M'] € T appartiennent a Xg;. D’aprés le théoréme 85, il existe une
géodésique dans Xgy, :

(M| = [My] = ... = [Mag11] — [M] (5.4.4)

avec My; € X(2,1) et My; 11 € X(3,0). On peut supposer pM; C M’ C M;. Si
n=0(M', M), alors d(M;, M) =n—1 car (5.4.4) est une géodésique. D’aprés
le lemme 90, on a M; C M. En réitérant ce raisonnement, on montre qu’on
peut prendre les M; emboités comme dans (5.4.3).

Supposons M, M’ quelconques. Alors M’ C AT(M') ¢ A~ (M) ¢ M
(lemme 89). Les cristaux AT(M’), A~ (M) appartiennent a Xgj, donc on peut
trouver une suite d’inclusions (5.4.3) entre AT(M’) et A= (M). On en déduit
le résultat. O

Proposition 92. Soit M' € X(1,2) et M € X(2,1) tels que M' C M. Alors
M cFMcM ou M CVMC M.

Démonstration. D’aprés le corollaire 88, il existe une suite de cristaux emboités

M' = M, é é M, = M avec M; € X. Notons j le plus petit indice tel que
la signature de M; appartient a {(2,1);(3,0)}. Supposons M, de signature
(2,1). Si M; est supergénéral, alors M;_; € {FM;,VM; pA*t(M;)} (figure
5.3.2). La signature de pA™(M;) est (3,0), donc M,_y € {FM;, VM;}. Si M;
est superspécial, la figure 5.3.1 montre que M;_; = F'M;. Enfin, si M; est de
signature (3,0), la figure 5.3.1 montre que M;_; = FM;. Dans tous les cas,
M cM;_y=FM;CFMouM CM;y=VM; CVM. O

La proposition 92 reste vraie pour M € X(r,s) et M € X(r',s) si les
signatures (r,s) et (r',s') ne sont pas toutes les deux dans {(1,2);(0,3)} ou
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dans {(2,1);(3,0)}. En somme, une chaine de cristaux de X dont les deux
extrémités n’ont pas méme type de signature doit nécessairement utiliser F
ou V quelque part. Ce résultat devient limpide quand on connait la structure
globale du graphe Z.

5.4.3 Graphe de 7

L’objectif est de décrire la structure du graphe 7 = X/W(S On a une
décomposition T = Xg,LIX,, out Xg, = Xo(3,0)UX;(2,1) et X§, = X4(0, 3)U
Xo(1,2).

Examinons d’abord le sous-graphe Xg;,. Les cristaux de Xg; — Xg;, sont
les cristaux supergénéraux de signature (2,1). Un cristal supergénéral M €
X1(2,1) est a distance 1 d’un unique cristal de Xy(3,0), et ¢’est I'unique voisin
de M dans Xgj, (figure 5.3.2). Réciproquement, si M’ € X,(3,0), les voisins
de M’ dans Xg;, sont tous dans X;(2,1) et sont paramétrés par une courbe
C(k). Les voisins superspéciaux de M’ sont les points de C(F,2). Voici & quoi
ressemble Xgy, :

FIGURE 5.4.1 — graphe de Xg,

Les points de X((3,0) (resp. X;(2,1)) sont représentés par le signe e (resp.

o). Ils correspondent dans |Z(S)| aux sommets hyperspéciaux (resp. spéciaux)
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par le théoréme 85. Deux courbes C(k) se coupent au plus en un point.

Proposition 93. La distance d est une distance géodésique sur Xgy,.

Démonstration. Soit M, M' € Xg, deux cristaux tels que d(M, M') =n > 1.
Si M, M'" € Xgy, il existe une chaine de longueur n de M & M’ car d est une
distance géodésique sur Xgj, (théoréme 85). Supposons M’ € Xg, — Xgp,, et M
quelconque. 1l existe k € Z tel que p*™M C M’ C p*M. D’aprés le lemme 89,

pPM C AT (M) Cc M C AT (M) C pFM.

On en déduit p"™'M C AT(M') C p*M donc d(AT(M'),M) < n — 1,
et puisque d(M',AT(M')) = 1, on obtient d(AT(M'),M) =n—1. Si M €
Xgn, on peut trouver une suite de longueur n — 1 de AT(M’) & M, qu'on
prolonge en une suite de longueur n de M" & M. Si M € Xg, — Xgp,, alors
d(AT(M"),AT(M)) = n — 2 (appliquer 1'étude précédente a A*T(M') et M). 11
existe une suite de longueur n—2 de AT (M’) a AT (M), qu’on prolonge en une
suite de longueur n de M’ a M. ]

Passons au graphe Z. La proposition suivante est claire.

Proposition 94. Les applications F,V : T — T sont des isométries de T
permutant Xgp, et Xg,.

Déterminons les relations de voisinage entre les points de Xgj, et de Xg,
dans Z. Ceci est fait dans les figures 5.3.1 et 5.3.2. Un cristal superspécial
M € Xgy, est a distance 1 de F'M = VM et c’est le seul point de X§,; voisin
de M dans Z. Un cristal supergénéral M € Xg, est voisin de F'M et VM, et
ce sont les seuls points de X7, voisins de M dans Z.
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Voici une représentation du graphe Z :

FIGURE 5.4.2 — graphe de 7

La partie supérieure du dessin est Xgy, et la partie inférieure est X7, ; elles
sont permutées par les opérateurs F' et V.

Remarque 95. La proposition 92 se lit sur la figure 5.4.2. En effet, pour passer
d’un cristal de la partie supérieure (de signature (2,1) ou (3,0)) & un cristal
de la partie inférieure (de signature (1,2) ou (0,3)), on doit nécessairement
utiliser un des opérateurs F' ou V.

Proposition 96. La distance d est une distance géodésique sur I.

Démonstration. Soit M, M" € X tels que 6(M,M') =n. Si M, M’ € Xgj, ou

Xgy,, le résultat découle des propositions 93 et 94. On peut supposer M’ € Xg,,
3n 3n

M € Xgp et p"M C M' C M (remarque 83). D’aprés la proposition 92, on

3(n—1)
a M C FM ou M’ € VM. Pour fixer les idées, supposons M’ C = FM.

Par la remarque 83, on a d(FM,M') < n — 1, donc d(FM,M’) = n — 1
(car d(M, FM) = 1). Puisque FM, M’ € Xgj, on peut trouver une chaine de
longueur n — 1 entre FM et M’, qu’on prolonge en une chaine de longueur n
de M’ a M. Ainsi, d est une distance géodésique sur Z. O



Chapitre 6

Relation de congruence ordinaire

pour GU(2,1)

6.1 Opérateur de Hecke en caractéristique nulle

On reprend les notations des chapitres 1 et 2 avec n = 3. Dans la base By,
(voir paragraphe 1.1.2), on considére 1'élément g = diag(p, 1,p™ ') € G(Q,).
On note gK g = (gK,9 ') K?. En caractéristique nulle, on a un diagramme :

Shingg- (6.1.1)
Sh}( ShK
Les fleches sont définies sur C par u([a x h]) = [a X h] et v([a X h]) = [ag X h].

Si KP est assez petit, ces morphismes sont finis, étales. On fera cette hypothése
pour simplifier. On obtient un endomorphisme de Q [Sh(C)] par la formule :

T,.x = vu'r, Vo € Shi(C).

On souhaite définir 'opérateur T, sur la réduction Shy. La difficulté pour
réduire modulo p le diagramme (6.1.1) est de trouver un bon modéle entier de
Shingrg-1- Dans [RZ96] (définition 6.9) et [Hai05] (définition 5.1), on explique
la mauvaise réduction des variétés de Shimura de type PEL pour les niveaux
parahoriques. Nous allons nous ramener a ce cas en décomposant T}.

Soit Z(.S) 'immeuble de S(Q,) (voir chapitre 3) et Z(G) = Z(S) xR celui de
G(Q,). On note Hyp (resp. Sp) 'ensemble des sommets hyperspéciaux (resp.
spéciaux) de Z(S). Soit xy € Hyp tel que K, = Stabg(q,)(70). Le compact

71
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K, N gK,g~! est le stabilisateur des points xq et g.zo. Soit x; le milieu du
segment [zo; g.7¢], K7, le stabilisateur de z, et Ky = K;,KP”.
Soit A I’homomorphisme Q [Hyp x Z] — Q[Sp x Z| qui envoie (z,k) €

Hyp X Z sur
Z (2, k).
x' € Sp
Sz, 2') =1

Soit A’ ’homomorphisme Q [Sp x Z| — Q [Hyp x Z| qui envoie (z,k) €

Sp X Z sur
Z (2, k).
x' € Hyp
Sz, 2') =1

Avec les notations de la partie 3.4, 'algébre de Hecke H(G(Q,)//K,) agit
sur Q [Hyp x Z]. Notons encore T, I'élément de Endgje(q,) (Q [Hyp x Z]) as-
socié a 1k gk, L'opérateur T envoie zg sur la somme formelle des sommets
hyperspéciaux a distance 2 de z dans Z(S). Puisqu'un sommet hyperspécial
posséde p® + 1 voisins, on a :

T,=ANoA—(p*+1)Id (6.1.2)

en tant qu’endomorphismes de Q [Hyp x Z)].

Soit y = [a x h] € Shk(C). La fibre u™'(y) C Shxngry-1(C) est Uensemble
des [ak x h] avec k € Torgleg T
et Popérateur géométrique T, agit sur Q [Shg(C)] par :

Par hypothése sur KP?, ces points sont distincts

T,y= Y lakgxh],  Vy=laxh]eShg(C).

La formule (6.1.2) conduit & introduire les correspondances (notées encore A
et A’ ) associées respectivement aux diagrammes

ShKﬂKl ShKﬁKl (613)

Shy Shi, Shi, Shg
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ou w et wy sont les fléches naturelles. Un calcul direct montre que 'opérateur
A" o A agit sur Q[Shk(C)] par la formule

AoAy= Z > fakl x b, Vy=lax h] € Shk(C).

K
p
ke Kpmklp S e

KpnK K _fp
NotonsKmK = {ki}; WK;’H_{%}“K&? _{Z}AlorsKﬁgKglz

{kiu;}. On a donc
Tyy = Z Z[akiujg X h]
i

AoAy= ZZ[akilT X h].

Il existe k € K, tel que gk € K, (car x; et g~ t.xy sont voisins de ¢ et K,

agit transitivement sur les voisins de xo). Les éléments {u;gk}, C Ky, envoient

xo sur les voisins de z; différents de xy. Ils sont donc des représentants de
K1y _ {1}. On en déduit :

KpﬁKlp
Ao Ay = ZZ[CL]{IZUJQ X h] + Z[akl X h]

= T,y+ (® + 1)y

Kp _ 3 : :
car KpﬁK1p| = p° + 1. Ainsi,

T,=A oA~ (p*+1)Id

en tant qu’endomorphismes de Q [Shg(C)]. On va réduire modulo p les opéra-
teurs A et A'.

6.2 Réduction modulo p

6.2.1 Probléme de module parahorique

Soit Lo, Ly les Op,-réseaux de V ® Q, associés a xg et x; par (4.1.5). Le
compact K, N Ky, est le stabilisateur de la chaine

1 1 1
. CpLYCLiCLyCLC.. (6.2.1)

et K, est le stabilisateur de la sous-chaine :

1 2
.CpLiCLiCLC.. (6.2.2)

1)73
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Ce sont des compacts parahoriques. On référe a [RZ96] (définition 6.9) pour
la construction qui suit. Soit £ une chaine autoduale de réseaux de V ® Q,,
par exemple (6.2.1) ou (6.2.2). Soit K., = Aut(L) C G(Q,) et Ky = K. ,K?".
On considére le probléme de module classifiant les objets suivants sur un Op, -
schéma S :

1. Un L-ensemble A = {Ax}, A € L, de schémas abéliens sur S de dimen-

sion 3.
2. Une action ¢ : Op ® Z) — End(A) ® Z,).

3. Une polarisation principale Q-homogéne A du L-ensemble A, compatible
avec L.

4. Une KP-classe d’isomorphismes 7 : V(A) = H,(A, A%) compatibles.

On impose la condition de déterminant : Le polynome caractéristique de
e € Op ® L, agissant sur Lie(Ay) est (T — e)*(T —€) € Og[T]. On iden-
tifie deux quadruplets (Ay, Aj,¢1,77) et (Ag, Mg, 1, 72) il existe des isogénies
{A1a = Aan}ye, de degré premier & p, compatibles avec les structures. Ceci
définit un modeéle entier de Shy, sur Og,.

Explicitons les problémes de modules pour K et K N K. Soit .S un schéma
sur Og,. Un point de Shknk,(S) est la donnée d'un diagramme (modulo
isogénies de degré premier a p) :

Apry Ap, Ap, Ary Aprp, —-
A Afy A, AY, Ay

Les fléches horizontales sont des isogénies et les deux lignes sont duales
I'une de 'autre. Les fléches verticales sont des isomorphismes a un Q*-facteur
prés, telles que pour chaque A de la chaine (6.2.1), la quasi-isogénie :

Ay — Axv — AX

est un Q*-multiple d’une polarisation de A,. De plus, il est donné un iso-
morphisme 0, : Ay — Apa tel que l'isogénie A,y — Ap dans le diagramme
ci-dessus soit p o 6;1. Chaque schéma abélien A, est muni d’une action de

k
Op ® Z,) et d'une KP-structure de niveau compatibles. Si A" C A, le degré
de l'isogénie Ay — Ay est p?*. De méme, un point de Shg, (S) est la donnée
d’un diagramme :
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“HAPLY ALl AL¥ ApflLlﬂ-‘-
\ Vv \% %
..H.ApilLl LY ALl pL}/H...

avec des hypotheses analogues. On a des morphismes naturels w : Shgnx, —
Shi et wy : Shgnk, — Shg,. Ces fleches sont propres par critére valuatif,
Pargument principal est qu’on peut relever une polarisation au modéle de

Néron (voir |Del85] énoncé 1.1.(c)).

6.2.2 Lieu ordinaire, lieu supersingulier

On note Shk, Shi, et Shink, les réductions modulo p.

Définition 97. Un cristal quasi-unitaire M vérifiant pM " é M é MY est dit
presque unitaire. Si z € Shg, (k), alors D(z) = D(Ay,) est presque unitaire
de signature (2,1). Si M est presque unitaire, N = M ® Wy est un isocristal
unitaire. On dira que M est ordinaire (resp. supersingulier) si N l'est (voir
paragraphe 4.2).

On définit le lieu ordinaire Shxnk, ord (resp. le lieu supersingulier Shng, SS)
comme l'image réciproque du lieu ordinaire (resp. supersingulier) de Shy par
w. Un point & € Shg, est dit ordinaire (resp. supersingulier) si pour &’ cloture
algébrique de k(x), le cristal D(zy) est ordinaire (resp. supersingulier). On

note Sh—Klord (resp. Shi, ) le lieu ordinaire (resp. supersingulier).

Soit M un cristal presque unitaire ordinaire de signature (2,1). D’aprés le
corollaire 74, il existe a, b, ¢ € Z tels que M = (a, b, ¢) (notations du corollaire).
On a MY = (—¢,—b,—a) donc M = (a,0,1 —a). Il y a donc une unique classe
d’isomorphisme de cristaux presque unitaires ordinaires de signature (2, 1).

Soit x1 € Sh—Klord(k;) et My = D(x;). La fibre w; () est en bijection avec
les cristaux unitaires M de signature (2, 1) tels que M; C M. Si M; = (1,0,0),
les solutions sont (0,0,0), (1,0, —1). Ainsi, fw; " (z) = 2.

Soit = € mord(k) et M = D(x). La fibre w™(x) est en bijection avec les
cristaux unitaires M; de signature (2,1) tels que M; C M. Si M; = (0,0,0),
les solutions sont (1,0,0),(0,0,1). Ainsi, fw=(z) = 2.

Proposition 98. Les morphismes w,w, sont surjectifs.
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Démonstration. 11 suffit de montrer qu’ils sont surjectifs sur les k’-points, pour
k' € {C,k}. Sur C, le résultat est trivial. Sur k, il est acquis pour le lieu ordi-
naire. Pour le lieu supersingulier, voir propositions 134 et 137 de ’appendice
B. m

Corollaire 99. Le lieu supersingulier ShKISS est fermé. Le lieu ordinaire

—5——ord
Shg,  est ouvert.

SS

Démonstration. La proposition 98 montre que w : Shgng, — ShKlas est
surjectif. Puisque w est propre, on a le résultat. O

.. d d d .
Proposition 100. Les ouverts Sth , ShKlor , ShKQKIOT sont lisses. Les
. —ord
fléches w, wy sont finies, plates sur Sh;mKlor

. . ——ord ———ord
Démonstration. L’espace tangent en un point de Shy (k) ou Shg, (k) re-
fléte les déformations de ce points sur %ﬂ) Ceci ne dépend que du module de
Dieudonné, par la théorie de Grothendieck-Messing, et celui-ci est invariant

sur les lieux ordinaires. On en déduit le résultat car Shg, est réduit (voir
. a7 ——ord .
[G6r00] théoreme 4.6.1) donc posséde un ouvert lisse dense. Sur Shyng, il

y a deux classes d’isomorphisme de “données de Dieudonné”, mais I'argument
N . . ——ord
reste valable. Les fleches w, w; sont propres, quasi-finies sur Shxng, , donc

finies. Elles sont finies surjectives entre variétés lisses, donc plates. O

6.2.3 Espace tangent

On pose R = k|e] avec €2 = 0. Soit x € Sth'd(k;). Un élément de es-
. —~—ord .
pace tangent en x est un morphisme Spec(R) — Shy ~ d’image z, donc une

déformation de z sur R. Soit A la variété abélienne sous-jacente a x, M son
module de Dieudonné et M = pL]é[. La filtration de Hodge de M est

0—=VM-— M- FM —0. (6.2.3)

On notera Dg(A) le cristal de De Rham de A évalué en R. Il est muni d’une ac-
tion de Op, et d'un pairing R-bilinéaire. Par le théoréme 141 (appendice D), on
a Dr(A) ¥ M ® R (avec la structure induite). Par la théorie de Grothendieck-
Messing, déformer de A sur R revient a relever la filtration (6.2.3) sur R,
c’est-a-dire correspond a la donnée d’une suite exacte

0— P — Dr(A) = P' =0
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ou P, P’ sont des R-modules libres de rang 3, qui redonne (6.2.3) a travers

R=k. On peut rigidifier ce probléme en imposant P C M ® R. Déformer A
avec sa Opg-structure et sa polarisation revient a trouver P isotrope et stable
par Og,. On pose M = MO@M% @ M (voir partie 5.2). On choisit des vecteurs

e1, €2, f1, f2, 91, g2 tels que
1. (e1,e3) (resp. (f1, f2), resp. (g1, g2)) soit une base de My (resp. M3, resp.
My).
2. e1, 1,91 € M. et eg, f2,92 € Me.
3. {e1,02) = (e2,01) = L.

On note de la méme maniére ces vecteurs dans M. Le R-module M ® R est
isomorphe & M & M ou € agit de maniére évidente.

Proposition 101. Soit P C M @ eM wvérifiant les conditions suivantes :

1. P est un sous-R-module libre de rang 3, stable par O, et isotrope.

2. P reléve la filtration de Hodge.
M@eM
P

3. Le quotient est libre de rang 3.

alors il existe (a,b) € k? tels que P soit le R-module engendré par les vecteurs
e1+e(afi +bgy), ea+eags, fo+ebgs. Réciproquement, tout (a,b) € k* fournit
un module P vérifiant les conditions ci-dessus.

Démonstration. On a VM = Vecty(eq, es, f2). Par conséquent, il existe 1 €
M, et To, Yo € M tel que les vecteurs e; + exq, es + €xa, fo + cys soient
dans P. En appliquant ¢, on trouve cey, ey, efy € P. On peut donc supposer
1 = afi1+bg1, xo = cga, Yo = dgs avec a, b, ¢, d € k. Par isotropie, on doit avoir
c=aet d=0>0. Soit P; le R-module engendré par e; + ex1, es + €19, fo + €ys.
On vérifie facilement que P, vérifie les conditions de 1’énoncé, en particulier,
Mj'.%fM est libre de rang 3. Or P, C P C M @ eM, donc P = P,. O

6.2.4 Degrés des morphismes w, w;

On définit un morphisme
A SthKl XShKl ShKﬂK1 — p—fsog@) (624)

défini comme suit. Soit S un Op,-schéma et f, f* deux éléments de Shgng, (5).
Avec les notations du paragraphe 6.2.1, on a des isogénies f : Az, — Ay et
[l A — Apy. Alors A(f) est Iisogénie (pf'™")o f: Ay, — A'f,.
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On a défini des sous-schémas fermeés F,V, (p) C p-#sog® x (Op,) (cf.
paragraphe 3.1). Le lieu p-.# sog(®or? x x(Op,) est contenu dans FUV U(p), et

cette réunion est disjointe sur le lieu ordinaire : Si z € mord(k;) et M =D(z),
alors ¢! (z) Np-2 s09P x 1(Op,) est en bijection avec les cristaux M’ C M
de signature (2,1) tels que p>M'"Y = M’. On vérifie aisément que les solutions
sont M’ € {F2M, VM, pM}.

Si f € F est un k-point, z = ¢(f) et M = D(z), alors A7'(f) est en
bijection avec les cristaux presque unitaires M; de signature (2,1) tels que
F?M Cc M, C M. Si M = (0,0,0), F?M = (0,1,2) et I'unique solution est
M; = (0,0,1), donc la fibre A7!(f) est réduite a un point. C’est vrai aussi
pour f € V. Si f € (p), les solutions sont M; = (1,0,0) et (0,0,1), donc
1ATH(f) = 2.

Soit Ap (resp. Ay) la projection de A™'(F) (resp. A™'(V)) sur le premier
facteur ShKnKlord. Ce sont des ouverts fermés (car wy : Shink, ord — Sh—Klord
est finie, plate). Si z € %Ord(k;) et M = D(z) = (0,0,0), on a w(z) =
{f,g} ou f (resp. g) correspond a M; = (0,0,1) (resp. M; = (1,0,0)). Pour f,
on a F?M C M, C M, ce qui montre que f € Ap. De méme, g € Ay . Ainsi,

——ord
Shrore = Ap U Ay,

Proposition 102. Les morphismes w : Ap — ShKOTd et wy : Ay — ShKlord
sont des isomorphismes.

. . ——ord . e
Démonstration. Les variétés Ap et ShKOT sont lisses et w est bijectif sur les
k-points, d’aprés les constatations faites plus haut. Soit R = %, Z un point

de ShKord(R), et &/ la variété abélienne polarisée sur R sous-jacente & Z. Soit
x € ShKord(k:) la réduction de T et A = &/ xg k. Soit y € Ap(k) I'image
réciproque de x par w, qui correspond a un diagramme

/Ly '}

L

AY fV A\/ g\/ Allv

Puisque y € Ap(k), il est facile de voir que f (resp. g¥) est le quotient par
la partie multiplicative de Alp| (resp. AY[p]). On définit donc @4 (resp <&/'Y)
comme le quotient de o (resp. /") par la partie multiplicative de <7 [p] (resp.
2/V[p]). Cette construction a aussi un sens sur R. Enfin, soit <7 le dual de
/"] . Ceci définit un diagramme :
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' e~
%}/ f\/ %\/ g\/ %/?l/
Pour étendre ce diagramme en un point de S thKlord(R), il suffit de montrer

qu’il existe une isogénie h : o/ — o7/ telle que f o go h = p. Nécéssairement,
h sera l'unique relévement de h : A; — A) telle que fogoh = p. Sans
polarisation, on a D(A}) ~ D(A;) ~ D(A) = M. On reprend les notations
du paragraphe 6.2.3. Les fleches f, g, h induisent des endomorphismes de M ®
R tels que f (resp. g, resp. h) est trivial sur M} ® R (resp. My ® R, resp.
Mé ® R) et l'identité sur les autres facteurs. Les variétés abéliennes o7, o7,
2! correspondent & des sous-R-modules P, P;, P| de M ® R, comme dans la
proposition 101. Il s’agit de prouver h(P;) C P].

_ _ _ [
M&R—=MoR——=MoR—MoR
U U U U
& P P

Il existe (a,b) € k? tels que P soit engendré par les vecteurs e;+c(af,+bg;),

eatcags, fo+ebgs. On constate que MeeM st Tibre de rang 3, donc P, = f(P).

() o
De méme, g~ !(P) est engendré par (e, ez, fo + €bgs). De nouveau, ngﬁef(eg)[ est
libre donc P = ¢g~(P). Enfin, on constate que h(P;) C P/, d’ou le résultat.

~ s — . .
On a montré que w™Y(Z) C Shxnk,  (R) est non vide, donc le morphisme

—7—ord, . .

Ti(Ap) — To(Shg" ") induit par w sur les espaces tangents en f et z est
. . .. . —7—ord . .
surjectif, donc bijectif. Par conséquent w : Ap — Shi " est un isomorphisme.

T , . ——ord
Des arguments similaires s’appliquent pour w; : Ay — Shg, . O
. 4 4 ———ord
Corollaire 103. Les morphismes restreints w : Ay — Shi " et wy : Ap —
—ord .
ShKloT sont de degré p® et p respectivement.

Démonstration. Soit X = Shknk, —SthKlss, Y = ShK—%SS, Z = Shg,—
WKISS. On considére les morphismes w : X — Y et w; : X — Z sur Op,.
Le schéma Shgng, est plat sur Op, (|G6r00] théoréme 4.5.3). Les morphismes
w, wy sont finis sur X et plats (critére de platitude par fibres (|Gro66]| 11.3.10)).

— ord -
Par conséquent, les degrés sur SthKlor et sur Shxnk, X C coincident, et on
en déduit le résultat. ]
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6.3 Opérateur de Hecke en caractéristique p

Soit A et A’ les réductions modulo p des correspondances (6.1.3). Elles
sont finies, plates sur le lieu ordinaire. On définit naturellement I'opérateur 7',
en caractéristique p sur le lieu ordinaire par la formule :

T,=ANoA—(p*+1)d.

Pour tout z € mmd(k), on a Ty.x = wawiwpw s — (p° + 1)z. Soit = €
%ord(k‘). On note y € Ap(k) et ¢ € Ay (k) les images réciproques de x
par w. On pose x; = wy(y) et } = wy(y’). Ces points possédent chacun
deux images réciproques dans Shrng, par w;. Notons wy ' (1) = {y, 2} et
wyH(xh) = {y,2'}. En prenant Pimage de ces points par w, on trouve les
points {z,w(z),w(z’)}. L'opérateur T, envoie = sur une somme formelle de
ces points. Voici une représentation graphique :

ord

Shknk,

FIGURE 6.3.1 —

Notons £ = Endg <Q [Sthd(k)] ) L’opérateur T, induit un élément de

. . ——ord
2. On note F Popérateur Frobenius, agissant sur Shy (k). Alors F € 4.
On a aussi (p) € A, 'opérateur diamant qui multiplie la structure de niveau

par p.
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Théoréme 104. Soit R = X2+ (p) (p — 1 —T,)X + p* (p?) € B[X]. Dans
Uanneau B, on a la relation suivante :

R(F) = 0.

Démonstration. Soit x € %Owd(lﬁ) et Ar, la variété abélienne sous-jacente.
Par définition, Tg.x = wi,w*ww*r — (p2 + 1)z. On adopte les notations de
la figure 6.3.1, et on utilise le lemme 103 pour le calcul des multiplicités. On a
successivement :

w*x =y + p3y/
wpw'r = xp+pr)
* * 37,/ !
wiwpw'er = (z+py)+p° (Y +p2)
wawiww's = w(z)+plw(?) + (p* + p)a.

Le point y € Ap(k) correspond & une isogénie Ay, ER Ay telle qu'il existe
A(sz) 2, Apy avec (pg~')o f: AL, — A(Llf) le morphisme de Frobenius. Ainsi,
le point z correspond a l'isogénie g. De plus, le diagramme suivant doit étre
compatible avec les structures de niveau :

Apy L Ay & AP,
On en déduit w(z) = (p~') Fz et de la méme maniére, w(z') = (p) F 'z
Alinsi, -
Tyx=p ") Fr+p p)F o+ (p— 1)z
En remplacant x par Fz et en composant par (p), on trouve R(F)x =0. O

6.4 Relation de congruence ordinaire et immeu-
ble de G

Dans ce paragraphe, on construit un anneau naturel qui posséde un Frobe-
nius et une action de l'algébre H(G(Q,)//K,). Soit n > 3 un entier impair
et (V,¢) un E,/Q,-espace hermitien de dimension n, de déterminant 1 dans

*

%EP;). Soit G = GU(V, ). Posons
N =V ®q, Wo.

C’est un Wy-espace vectoriel de dimension 2n muni d'une action Woy-linéaire
de E,. L’action le décompose sous la forme N = N, @ Nz avec les notations
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usuelles. On a un opérateur o : N — N défini par (v ® w) = v ® cw qui
permute N, et Ne. L’espace N est muni de la forme hermitienne ¢y, : NxN —
E, ®q, Wg. On fixe a € E, tel que @ = —a. Pour z,y € N, on définit

(z,y) = Trg,q,(@(z,y)).

C’est un accouplement Wg-bilinéaire N x N — Wg compatible avec I'action
de E,. Les sous-espaces NN, et Nz sont isotropes pour (,). Fixons une décom-
position de Witt :

V=V,aVeV. (6.4.1)

ou H =V, & V_ est un plan hyperbolique et Vj est orthogonal a H. Il existe
v € E, ®q, Wo tel que vv = p. En identifiant £, ®q, Wo a Wy x Wy par
le plongement E < Q, on peut écrire v = (a,b) avec ab = p. On choisit
v = (1,p). On définit un élément b € G(Wg) en le faisant agir sur N =
(V4 ®qg, Wo) & (Vo ®g, Wa) @ (V- ®g, Wg) par multiplication par 16 v @ p.
On définit un opérateur o-linéaire /' : N — N en posant F = b x 0. Alors N
devient un isocristal unitaire de pentes 0% x (l)n_2 x 12 de déterminant 1. On

2
pose :

X = {M C N, W-réseau stable par Op,, Ji € Z, p'MY = M}

Y ={L CV, Og,réseau, Ji € Z, p'L" = L} .

L’ensemble Y s’identifie & Hyp x Z (voir chapitre 3). On a une application

évidente
Y — X

L — Lag W

qui identifie Y et X7 = {M € X, oM = M}. L’opérateur F = F? agit sur X°.
Adoptons les notations :

(6.4.2)

— Soit Xpy le sous-ensemble des cristaux de X (i.e stables par F, V).

= Soit Xz = Xpy N X7.

— Soit Xpyv,, le sous-ensemble des cristaux de X de signature (n — 1, 1).

— Soit Yy, le sous-ensemble des L € Y se décomposant L. = L, & Ly ® L_
selon (6.4.1).
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Un cristal M € Xpy,, se décompose M = M, @& My @ M_. Alors My et M_
sont stables par . Puisque M est superspécial de signature (n — 2,0), on a
Moye = F(My.) = o(My.). Or My, est stable par o2, donc M est stable par o.
Ainsi Xpy,, C X7y

Soit L € Yge.. Le W-réseau M = L ®z, W est stable par F' et V. Puisque
M est stable par o, on a F'(My.) = 0(My.) = Mo donc la signature de M est
(n —2,0) et celle de M est (n —1,1). On en déduit que Xry, = X7 et que
(6.4.2) établit une bijection entre Yy.. et Xpy,,. L'opérateur F agit sur Xpy,.

Soit H le sous-groupe de G, qui stabilise la décomposition (6.4.1). Ainsi
H est un sous-groupe de Levi isomorphe a GU(Vp,¥) x G,,. L'ensemble X°
s'identifie par (6.4.2) a Hyp x Z. Le sous-ensemble Xy, est une H(Q,)-orbite
de Hyp x Z. Soit P le sous-groupe parabolique G déterminé par le drapeau :

VicVie WV

Alors H est un sous-groupe de Levi de P. Soit U le radical unipotent de P.
Dans une base adaptée a la décomposition (6.4.1), la matrice de v € U(Q,)
est de la forme :

1 * *
u = I, * |. (6.4.3)
1

On a des morphismes de QQ-algébres

Endgg,) (Q[Y]) -2 Endpg,) (Q[Y]) == Endu(g,) (Q [U(Q,)\Y])

ou |p est l'injection canonique et S défini comme (4.4.5) au chapitre 4. Soit
L € Yy, autodual, et xg € Hyp le sommet correspondant. Alors Yy, =
H(Qy).zo. Soit K = Stabgq,)(z0). Par la décomposition d’Iwasawa, on a
G(Q,) = P(Q,)K donc Y = P(Q,).xo.

Lemme 105. Soit w € U(Q,) et h € H(Q,) tels que uh € K. Alors h € K.

Démonstration. Ecrivons L = L, @& Ly ® L_ et soit B une Op,-base de L
adaptée a cette décomposition. Alors G(Q,) s’identifie & GU(Jg) ou Jg est la
matrice de ¢ dans B. Le groupe K s’identifie avec les matrices de GU(Jp) a
coefficients dans Op, et rapport de similitude dans ng. En observant les trois
blocs diagonaux de u (voir (6.4.3)) et h, on en déduit h € K. O

Considérons la projection 7 : Y — U(Q,)\Y. On a les égalités ¥ =

P(Q,).zg = U(Q,)H(Qp).x0 = U(Qp)Yaee, d'ott m & Yo — U(Q,)\Y est
surjective. Supposons que h,h' € H(Q,), u € U(Q,) vérifient uh.xy = h'.x.
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Alors W'~'uh € K, donc u'W'~'h € K avec ' = h/"'uh/ € U(Q,). D’apreés le
lemme 105, on en déduit A'~'h € K, donc h.xy = I .xy. Finalement, 7 définit
une bijection Yz — U(Q,)\Y. On a un diagramme commutatif

Endg((@p) (Q [YD i‘i EndH(Qp) (Q [YdeC])

S

H(G(Qp)//K) ——H(H(Qy)//Kn)

ou Ky = KN H(Q,) et S§ est le morphisme de Satake tordu (cf. [Wed00],
1.5). L’opérateur F agit sur Xpy,,, donc sur Yy a travers (6.4.2). On vérifie

que F € Endpg,) (Q [Yaee).
Supposons n = 3. Alors H = T est un tore maximal, P un sous-groupe de

Borel et S o |p est le morphisme calculé dans le corollaire 16. Soit g € G(Q,)
agissant sur V =V, @V, ®V_ par p~ '@ 1dp. L'élément 1y, € H(G(Q,)//K))
agit sur Y. par :

Ligrc 2o = g-o + (p — D)o + p'g " 0.
Le Frobenius agit par F.xqg = pg.xo. On en déduit :

Théoréme 106. Soit R = X? + 1y x ((p — 1) — 1gyx)X + p*l2x. Dans
lanneau Endpq,) (Q Yiee]) = H(T(Qyp)//Te), on a

R(F) =0.



Chapitre 7

Relation de congruence

Dans ce chapitre, on démontre la relation de congruence dans l'algébre
Q [p-F 509" x k(Op,)] pour les variétés de Shimura associées au groupe GU (n—
1,1) avec n impair.

7.1 L’espace de module N’

On énonce ici le théoréme 6.30 de [RZ96| d’uniformisation des variétés
de Shimura. Soit K? C G(A?) compact ouvert. On fixe un quadruplet A’ =

(A", N, ;1) sur k. Avec les conventions de ibid, 77/ est une KP-classe d’isomor-
phismes 7/ : V/(A}) — H'(A’, A%). On suppose A" supersinguliére. Soit X’ son
groupe p-divisible sur k. on note M' = D(X') et N' = M’ @ W,.

On définit un schéma formel A/’ tel que pour tout k-schéma S, ’ensemble
N'(S) paramétre les classes d’isomorphisme de couples (X, px) ou X est un
groupe p-divisible (polarisé, avec action de O, de signature (n — 1,1)) sur
S et px : X — X5 une quasi-isogénie compatible avec les polarisations
a un facteur p® prés (le multiplicateur). Alors N’(k) est en bijection avec
I'ensemble des cristaux M C N’ stables par Op,, de signature (n — 1,1),
vérifiant p° MY = M avec ¢ € Z.

Pour (X, px) € N'(S), on construit naturellement un schéma abélien avec
structure A avec une quasi-isogénie f : A — A’ qui releve py ([RZ96], 6.14).
On note A = pxA’. Si g € G(AY), et A = (A, N, 1,m) € Shg(k), on définit
(9) A= (A, X\, 1,g07). Le morphisme d’uniformisation est défini par

© : N'xG(AL) — Shy xF
(X, px) xg — (g)pxA.

85
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Soit I le Q-groupe algébrique des quasi-isogénies O, (,)-linéaires dans End’(A4")
compatibles avec . On a un homomorphisme naturel o, : 1(Q,) — J(Q,),
ou J est le Q,-groupe algébrique des automorphismes de N’ respectant la po-
larisation & un facteur prés. Un élement 1’ € 1/ définit un homomorphisme
a? : 1(Q) — J(A%) (pour plus de détails, voir [RZ96], 6.15). On a alors (ibid,
théoréme 6.30) :

Théoréme 107. Le morphisme d’uniformisation définit un isomorphisme de
k-schémas :

HQN\MN .y x G(A}) /KP —» Shi*

On a la décomposition suivante :
LQ\WNeq % G(A%) /K = [T N\N e
j=1

avec {g1, .., gm} = [(Q)\G(A}) /KP et T; = 1(Q) N ngpgj_l.

On rappelle certains résultats de [VW11]|'. Le schéma N/ , a une
stratification
red L‘J redi

€27

ou red.i st le sous-schéma des isogénies de multiplicateur i. Observer que
red.s ©st vide si i est impair (4bid, 1.5.1). Pour ¢ pair, les NV} ,; sont tous
isomorphes (ibid, proposition 1.1). Soit Nj = {z € N, 7z = x} otl
7 =p 'F2 Cest un Qpe-espace hermitien pour la forme {z,y} = a (z, Fy).
On définit
Li(n) = {L C N{, Zy-réseau ,L = p' 'L} (7.1.1)

ou L" est le réseau dual pour {,}. A L € £;(n) on associe un sous-schéma
fermé N7 C N, ;- D’aprés (ibid, théoréme 4.2), la décomposition en
composante irréductibles s’écrit :

redz'_’ LJ jVV

LeL;(n)

Les N sont tous isomorphes, lisses, de dimension "T_l On dit qu’un point

(X, px) € N, est de type r si D(X) est de type r (cf. proposition 41). Le
lieu lisse de N,fed est I’ensemble des points de type n.

1. Attention : Cet article concerne le groupe GU (1, n—1). Il faut donc modifier légérement
certains résultats. Par exemple, on remplace ¢ par i — 1 dans la définition de £;(n).
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Il existe une bijection entre les cristaux quasi-unitaires superspéciaux M C
N’ de signature (n, 0) tels que p" 'MY = M et L;(n), donnée par M +— M. Si
L € L;(n), on note LT le cristal superspécial de signature (n,0) ainsi associé.
Finalement, les composantes irréductibles de J\f;ed’i sont paramétrées par les
cristaux quasi-unitaires superspéciaux de signature (n,0) vérifiant p"~ 1 M"Y =
M. Siy € N 4:(k) avec D(y) = M, alors y € N (k) si et seulement si M C L*
(ibid, lemme 3.3). Si y € N (k) est de type n, alors LT = AT (M).

7.2 FEtude des fibres

Soit ¢ un entier pair non nul fixé et © € Shy (k) correspondant a A’ =
(A", N,/,1). On désigne par t;'(x) la fibre de x par le morphisme ¢ dans
p-F 5099 x k. Soit N, Vespace de module associé au point z, comme défini
précédemment. On suppose que KP vérifie la condition de la remarque 24.
Munissons ¢_!(z) de sa structure réduite. Il existe alors un morphisme de k-
schémas :

€: tc_l(x) — Med,c

envoyant I'isogénie f : A — A’ sur l'isogénie induite f: (X, \,¢) — X', N, /)
sur les groupes p-divisibles. Les k-points de ¢,'(z) sont en bijection avec
I'ensemble des cristaux M C M’ vérifiant p°MY = M, et le morphisme €
induit I'injection naturelle de cet ensemble dans N (k). Si f: A — A’ est un
élement de t;1(z)(S), alors pi A" = A. En plongeant A7, dans N/, x G(Ay)
par @ : z + (z,1), on a un diagramme commutatif :

HQNNog x G(A])/KP =2~ TR ™ x

QT T
1 € t-1(x)

red c

On en déduit que € est propre car s 'est. De plus, € est injectif sur les S-
points pour tout k-schéma S, puisque 'on peut reconstruire A a partir de
fo (X, A 0) = (X', N, ). Par [Gro66] (proposition 8.11.5), € est une immersion
fermée.

Proposition 108. Le morphisme s restreint a t;'(x) est fini.

Démonstration. Le morphisme « est quasi-fini sur tout sous-schéma fermé
quasi-compact, donc sur ¢! (x). O]
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Corollaire 109. Le morphisme

p-I 509\ x k(Og,) @) Shi = x Shg
est fini.

Démonstration. Le morphisme est propre et quasi-fini d’aprés la proposition
précédente. O

Si z € Shi (k) et ¢ > 2, le sous-schéma fermé e (t;1(z)) € N, est-
il une réunion de composantes irréductibles de N/ ,7 Soit M = D(x) et
2A.(M) Pensemble des cristaux M, superspéciaux de signature (n,0) tels que
p My = My et My C M. Chaque Mj définit une composante irréductible
N, de Ny, (cf. section 7.2). Il est clair que Ny, C e (' (x)). Sic > 2 est
pair, on a A.(M) # (. En effet, il existe M; superspécial de signature (n,0) tel
que p*MY = M et pMy C M C M (i.e M € Ny (k)). Alors p°M; € A.(M).

On en déduit dim(t; ! (z)) = 25+

Définition 110. Soit X un schéma de type fini sur k. On note ¥(X) I’ensemble
des composantes irréductibles de X de dimension maximale.

On a défini une application injective 2A.(M) — ¥ (¢ !(x)). Montrons qu’elle
est surjective.

Lemme 111. Soit My un cristal unitaire superspécial de signature (n,0). I
existe My, My, M3 de signature (n — 1,1) tels que M; C My, pM,) = M; et
M1+M2+M3:M0.

Démonstration. On choisit une base de M, de la forme (zy, Fxy, ..., z,, Fx,)
avec x; € Mo, Vi (voir théoréme 35). Dans la base (z1,...,7,) de (My).,
considérons le systéeme de r = ”T’l vecteurs donné par les lignes de la matrice
suivante :

1 0 --- 0 aiq v Q4
A=| 1
0
1 Ar1 o Qrrqd

Notons (u;)j=1.. ., les lignes de A, vues comme des vecteurs de (Mp)..
Posons H = Vect((u;)j=1..,), H = H*N (My)e et M = H @& H'. Alors
M est un sous-espace isotrope de dimension n stable par Op,, on note M le
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réseau pMy C M C M, correspondant. Il est stable par F,V si et seulement
si A'o(A) = 0. On a dim(H') = n—r =r+ 1, donc si FH C H’, alors

..........

maniére. Donc :

M, =Wu, & ...  Wu, + pMoye
Mg :WF'Ul @ EB WFUT @ Wy "‘pMOg.

La signature de M est le couple (n — s, s) avec

s = dimy (%) — dimy, (Wy + p]i\ﬁz; F(Me)>

Or pMyz = pF(My.) C F(M,) et donc s < 1. Ory ¢ F(M,) car sinon on peut

écrire y = Y . a;Fu; + vy avec a; € W et y € pF'(My.) C pMy. Dans M,, on

obtient y € Vect((Fu;);) ce qui est faux. La signature de M est donc (n—1,1).
Deux cristaux M;, Ms ne suffisent jamais pour engendrer My, car on a

dim (M), + (M), ) <n—1.

Soit € € Fj2 tel que ee + 1 = 0, et considérons les espaces associés aux ma-
trices ( I, eI, 0, ), ( I, —el, 0., ), ( I, 0,1 e, ) Ces trois espaces

conviennent. O

Soit N7, C e (t.(x)) avec L € L;(n). Il ’agit de montrer que LT € 2.(M),
c’est-a-dire LT C M. Par hypothése, on a VM’ € N (k), M’ C M. Le lemme
ci-dessus montre que Z M' = LT, d’ou le résultat. Remarquons que

M'eNL (k)
2A.(M) ne dépend que de A~(M) (donc du type de M) et de c. On note a, =
1.(M) pour M de type n. En particulier ay = 1 puisque A5(M) = {A~(M)}
pour M de type n.

7.3 Choix du compact K?

Théoréme 112. Soit ¢ > 0 pair fivé. Il existe KP? C G(A}) tel que le mor-
phisme

p-fsogg) x £(O0g,) @> Shy x Shg

soit une immersion fermée.
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Démonstration. On renvoit au lemme 23 de la partie 2.2 pour la description du

foncteur § et a la partie 3.1 pour le foncteur J. On choisit un Op [H—réseau

L C V veérifiant les conditions (2.2.1). Soit z; = (As, i, i, 1) € F(k) avec
i € {0,1}. On suppose qu’il existe une isogénie h : (Ag, Ao, t0) — (A1, A1, 1).
Soit R = Hom(Ay, A1) le groupe des homomorphismes (sans structure). Si
f,g € R, on pose

(f,9)=Te (X5 o fYoXiog).
Puisque g est de degré d?, la quasi-isogénie d?)\;' est une isogénie, donc
(f,g) € Z. La forme (,) est bilinéaire symétrique, définie positive (le résultat
est connu si (Ag, \g) = (A1, A1), on se raméne a ce cas par h : (Ag,\g) —
(A1, \1)). Posons q(f) = (f, f) pour f € R. Si f € J(k), alors

q(f) = d*p° (7.3.1)

ou ¢ est le multiplicateur de f.
Soit N un entier tel que N? > 4d?p¢. On définit

K" = {g e K7, (g — 1)(IW) ¢ NE<P>} .

On note Fx» et Tgw les problémes de modules pour le niveau K'P. Soient
zo, 71 deux points de Fxn(F) et f,g € Tgw(k) deux p-isogénies zy — 2
de multiplicateur ¢. On note (R, q) 'espace quadratique associé a g, x;. La
définition de K implique que f = g sur Ag[N], donc il existe h € R telle que
f—g= Nh. On en déduit N?q(h) < 4q(f) = 4d*p° car q est définie positive.
Ceci implique h = 0 et f = ¢g. Ainsi, le morphisme

p—fsog&? X K(OEP) ﬂ ShK/ X Sh}(f

est fini, injectif sur les k-points. Montrons qu’il est injectif sur les R = k [e]-
points. Soit f,g € p-Z 509" (R) tels que s(f) = s(g) et t(f) = t(g). Alors
(s,t)(fx) = (s,t)(gx), d0o0t fr = gx, et on en déduit f = g par rigidité (théoréme
121). Finalement, (s,t) est une immersion fermée. O

7.4 Composantes irréductibles de p-.#s0¢'9 x k

Proposition 113. Les composantes irréductibles de p-%sog\® x k sont de
dimension n — 1. Soit C' une composante irréductible de p--#s0g'9 x k. Il y a
deuz possiblités :
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1. Soit C' contient un point ordinaire.

2. Soit tous les points de C' sont supersinguliers.

Démonstration. Soit C une composante irréductible de p-.#s0¢(® x k. D’aprés
[BW06] (Proposition 6.15), dim(C) > n — 1. Supposons que C' intersecte le
lieu ordinaire. Celui-ci est ouvert, donc C est contenue dans son adhérence
et dim(C') = n — 1. Supposons que C' ne contienne aucun point ordinaire et
posséde un point z € C non supersingulier. Il existe un ouvert U C Shy
contenant #(z) tel que U N Shx = 0. Alors z € tY(U) N C donc t 1(U) N C
est un ouvert de C non vide, donc dense. La fléche ¢ est finie sur ¢t~*(U) (ibid
corollaire 7.3), d’ou :

dim(t " (U) N C) = dim(t(t 1 (U)N C)) < dim(t(C)) <n — 1

car t(C) n’intersecte pas le lieu ordinaire de Shg. Ceci contredit dim(C) >
n — 1. On en déduit que si C' n’intersecte pas le lieu ordinaire, tous ses points
sont supersinguliers. Enfin, supposons C' totalement supersinguliére. On a

dim(Shy ) = 2=l = dim(¢;'(z)) pour tout x € Shy”(k), donc dim(C) =

n — 1. O

Lemme 114. Soit C' C p-#s0g\® x k une composante irréductible supersin-
guliere. Alors Cs := s(C) et Cy := t(C) sont des composantes irréductibles de
Shi™".

n—1

Démonstration. Ce sont des fermés irréductibles de dimension > “== car les
. . _ 7SS , .. . . .
fibres sont de dimension < ”Tl Or Shg = est équidimensionnel de dimension

2=1 ([VW11] théoreme 5.2), d’on le résultas. O

Proposition 115. On suppose que (s,t) : p-& 509\ x k(Og,) — Shr” x
ShKSS est une immersion fermée. Soit C1,Cy deuxr composantes irréductibles
supersinguliéres de p-%sog'® x k telles que Cis = Cos et C1y = Cyy. Alors
01 = CQ.

Démonstration. Le morphisme (s,t) induit une immersion fermée C; — C 4 X
Ci+. Le produit C 5 x C ;4 est irréductible, de dimension n — 1. En effet, quitte
a passer a un revétement étale, on peut supposer KP? assez petit pour que
Chs et Cy, soient lisses, donc le produit est irréductible. Ainsi (s,?) induit
un isomorphisme C; = Cys x C1. En faisant de méme pour Cs, on a le
résultat. O

On note F le Frobenius de Shy et de p-.#s0g(® x k(Og,). Si C est un cycle,
on note |C| son support.
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Proposition 116. Soit C une composante irréductible de Shy X k. On a
l’égalité :

F(C)=(p)C.

Démonstration. Soit K’ C KP tel que pour le niveau K'?, tout point z €
%Ss(k:) de type n (i.e tel que D(x) est de type n), appartienne & une unique
composante irréductible (voir théoréme (30)). Le revétement étale : Shrr —
Shy commute aux opérateurs F et (p), donc finalement on peut supposer que
Shy vérifie cette condition. Soit # € C(k) tel que M = D(z) soit de type
n. Alors ¢, (x) posséde une unique composante irréductible C' de dimension
”T_l, car ay = 1 (voir paragraphe 7.2), associée & LT = A~ (M). Un k-point
f € t;'(x) induit une inclusion M’ C M de modules de Dieudonné. Alors
f € C(k) si et seulement si M’ C A~ (M). Les isogenies p : (p™!)z — x et
Vi (p~?) Fx — z appartiennent a C' car pM C A~ (M) et VZM C A= (M) (car
A~ (M) est stable par 77! = p~'V?). Donc (p~2) Fz et (p~') x appartiennent
a s(C), composante irréductible de Shr™ x k. Or (p=2) Fz € (p~2) F(C) et
(pVz e (pYC dou (p=2) F(C) = s(C) = (p~*) C car un point de type n
appartient a une unique composante irréductible de Shr x k. O

Le pull-back par p-.#s0¢'® x k — p-Zsog® x k(Op,) définit un homo-
morphisme de Q-algébres :

Q [p—ﬂsog(c) X K(OEP)} —Q [p—fsog(c) X k] ) (7.4.1)

7.5 Revétements étales

Soit K? et K'P deux sous-groupes compacts ouverts de G(A‘?), tels que
K ¢ K?. On note K = K,K? et K’ = K,K™. Alors on a des revétements
étales :

WZShK/ — Sh[(
Il: p-Isogx —> p-Fsogk.

Lemme 117. Le push-forward par 11 définit un morphisme d’anneauz
I, : Q p-ﬂsogﬁ? X k] —Q [p-fsogﬁ? X k] .

De plus, 11,(F) = deg(m)F et 11.({p)) = deg(m) (p).
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Démonstration. Considérons le diagramme commutatif

p—fsogﬁ? X p—ﬂsogg —— p—ﬂsogﬁ?
iHXH in
7 (c) 7 () _¢ 7 (o)
p-I509; X p-F 509 p-F s0gy
Si C1, Cy sont deux cycles,
H*(Cl . 02) - H*C*(Ol Xt,s 02)
= C*<H X H)*(Cl Xts CQ)

= C*(H*(Cl) Xt,s H*(OQ))
= H*(Cl) H*(OQ)

On en déduit que II, est un morphisme d’anneaux. On a un autre diagramme
commutatif :

p—fsogg/) x k i>p—fsogg) x k

d d
Shyr x k———=Shx x k
donc I1,.(F') = deg(m)F et de méme I1,((p)) = deg(n) (p). O

7.6 Théoréme principal

Lemme 118. Soit C C p-# 5099 x k une composante irréductible supersin-
guliere. On suppose que (s,t) est une immersion fermée sur p-%sog'“t? x k.
Dans Q [p--#sog X k|, on a la relation :

C-(F—p" " {p))=0.

Démonstration. Montrons d’abord que les cycles C' - F' et C - (p) ont méme
support. Les fermés |C' - F| et |C' - (p) | sont des composantes irréductibles de
p-7509'“t?) x k. En effet, ce sont les images directes par ¢ des fermés C X1 et
C' %45 (p), qui sont isomorphes & C. On voit facilement que s(C-F) = s(C-(p)).
D’apres la proposition 116, on a :

HC - F) = F(C) = {p) Ce = H(C- (p))-

D’aprés la proposition 115, on a |C - F| = |C - (p) |, qu’on note X.
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La projection sur C' définit des isomorphismes ap : C' X; s ' — C et
ap : C Xy (p) = C. Notons cp = coag' et ¢, = coa,’. On a le diagramme
commutatif :

(s,t)

C X5 F = X Cs x F(Cy)
C .0, % C,
Nl idx (p)

CXis(p) —5—X Cs x (p) (Cy)

(s:t)

On rappelle que F(Cy) = (p) C;. Par définition, C' - F' = deg(cp)X et
C - (p) = deg(c,)X. Le diagramme montre que
deg(cp)  deg(id x F)
deg(c,)  deg(id x (p))’

Or (p) : Cy — (p) Cy et de degré 1 et F : C, — F(Cy) est de degré anT_l =pnt
puisque C} est de dimension ”T_l Finalement, deg(cp) = pnfldeg(cp% doi
CF:pn_IC'<p> D

Théoréme 119. Soit C C p-Fs09'9 x k une composante irréductible super-
singuliere. Dans Q [p-#sog X k|, on a la relation :

C-(F—p" ' (p)) =0.

Démonstration. Soit K’ C KP tel que (s,t) est une immersion fermée sur
p—fsog%frm x k (proposition 112), et C’ une composante irréductible super-
singuliére de p-.#509(® x k telle que II(C') = C. On a C" - (F — p" ' (p)) = 0
(lemme 118), et en prenant I'image par I, on trouve C' - (F — p"~ ! (p)) = 0
(lemme 117). O

Théoréme 120. Soit H, le polynome de Hecke (définition 5). On consideére les
coefficients de H, dans l’algebre Q [p-fsog X K(OEP)} a travers le morphisme
o o h défini par (3.3.1). On a la relation :

H,(F) = 0.

Démonstration. On a H,(t) = R(t) - (t — p"~ (p)) ou R(t) est un polynome
a coefficients dans Q [p-#sog x £(Op,)] (théoréme 13). On sait que R(F) =
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0 dans Q [p—,ﬂsog‘”"d X /{(OEP)]. Par conséquent, l'expression R(F'), calculée
dans Q [p-#sog x £(Op,)|, appartient au noyau du morphisme ord. Comme
la spécialisation respecte les dimensions (cf. [Ful98], 20.3), R(F) est méme une
combinaison linéaire de composantes irréductibles supersinguliéres de p-.# sog x
x(Og,). Le théoréme 119 montre alors que H,(F) = 0. O






Chapitre 8

Relévements

Dans ce chapitre, on montre dans le cas n = 3 que H), n’est pas “ordinaire”.
On adopte les notations du chapitre 6. Vus les coefficients de H,, (théoréme
18), il suffit de montrer que I'image de 1k, par le morphisme o o h (voir
diagramme (3.3.1)) est un cycle dont le support contient des composantes
supersinguliéres de p-.#s09? x E,.

Si C C p-#s0g9? x E, est une composante irréductible, il est facile de voir
que 7(C) € {pK,, K,pgK,} (voir section 3.3). De plus, si 7(C) = pK,, alors
C est une composante de Mult(p) x E, C p--#sog'¥ x E,.

La spécialisation de Mult(p) x E, est Mult(p) x x(Op,), donc est contenue
dans I'adhérence du lieu ordinaire. Ainsi, o o h(1g,pgk,) posséde les mémes
composantes supersinguliéres que la réduction de 'adhérence schématique S
de p--#s0g® x E, dans p-.#s0g™?).

Il est clair que tout point T € p—fsog@)(k) qui se reléve en un point x
sur W est dans S(k). Dans ce chapitre, on montre qu’il existe des points de
p--7 509 (k) n’appartenant pas & I'adhérence du lieu ordinaire qui se relévent
sur W. Ceci montrera le résultat.

Il est mentionné sans démonstration dans [BW06] (fin de la page 2) que
S posséde des composantes irréductibles supersinguliéres. Sans doute peut-
on le montrer plus simplement qu’en étudiant les relévement sur W. Nous
choisissons cette méthode pour illustrer la théorie des déformations.

8.1 Quelques résultats

Nous donnons ici sans preuve des résultats généraux, commentés plus am-
plement dans [Con04]. Soit S un schéma sur lequel p est localement nilpotent

97
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(par exemple Spec(%) ) et Sop < S une immersion fermée telle que le fais-
ceau idéal correspondant Z vérifie ZV = 0 pour un certain entier N. Soit A, A’

deux schémas abéliens sur S. On note A, et Aj les réductions sur S.

Théoréme 121 (Serre-Tate). Le carré suivant posséde des fléches injectives
et il est cartésien :

HOII15(147 A/) I HOH]SO (A[poo]v A/ [poo])

| |

HomSD (A07 A/O) - HOHISO (AD [poo]> A{) [pooD

De plus, si Sy — S est une immersion fermée comme plus haut, Ay une
variété abélienne sur Sy, I' un groupe p-divisible sur S muni d’un isomorphisme
fo: To == Ao[p™] ; alors il existe un schéma abélien A sur S et un isomorphisme
f: T ~ A[p™] liftant fy. Le couple (A, f) est unique & unique isomorphisme
pres.

Théoréme 122 (Grothendieck). Soit R un anneau noethérien séparé com-
plet pour la topologie I-adique, ou I est un idéal. Soit X,Y deur R-schémas
propres et X,,,Y, leur réduction a R, = In—jil. Alors Dapplication naturelle :
Hompg(X,Y) — l(iinHomRn (Xn, Yn) est bijective. De plus, soit {X,} un sys-
teme compatible de schémas propres sur les R, et Ly un faisceau inversible
ample sur X qui peut étre relevé de maniere compatible a un faisceau inversible
L, sur R,. Alors il existe un schéma X sur R et un faisceau inversible am-
ple £ sur R qui reléve de maniére compatible les (X,,, L,). De plus, le couple

(X, L) est unique & unique isomorphisme pres.

Corollaire 123. Soit (R,m) un anneau local noethérien complet de corps
résiduel k = % de caractéristique p > 0. Soit A, A" deux schémas abéliens sur R
et Ay, A, les réductions modulo m™. Alors a lintérieur de Homy(Ao[p™], Ap[p™]),
on a [’égalité :

Homp (A, A') = Homy (Ao, Ay) N[ |Homp, (A, [p*], A, [p™]) .

Remarque 124. La fleche de réduction Hompg(A, A") — Homy (Ao, Af) est in-
jective.
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8.2 Cohomologie cristalline et déformations

La cohomologie cristalline permet de linéariser le probléme de déformation
d’une variété abélienne. On utilise la théorie exposée dans [Mes72].

Soit X un schéma sur Og,, et X sa fibre spéciale. Soit (R, m) une Ok, -
algébre locale de corps résiduel k. On dit qu'un point 2 € X (k) se reléve (ou
se déforme) sur R s'il existe Spec(R) — X dont la réduction modulo m est .
On s’intéressera au relévement sur 'anneau W = W (k).

Soit Ap une variété abélienne sur k£ munie d’une polarisation A\ : Ag — Ay
et d'une action ¢y : Op®Zp) — End(Ag)®Z ). Soit M le module de Dieudonné
quasi-unitaire de Ag. Notons M, = ;;]V_AZ le module de Dieudonné de A[p]. On a
un diagramme commutatif exact, appelé filtration de Hodge :

0——=(H" (Ao, 04,))" — (Hpp(A))¥ — (H* (Ao, 2y )" —0

V M, M, T 0

0

Soit R un anneau de valuation discréte complet (on notera la valuation v), de
corps résiduel k. On fait I'hypothése v(p) < p — 1. Soit (A, A,¢) un schéma
abélien sur R qui reléve (Ag, Ao, o). Alors on a

Hclris(AO) = HZIDR(A/R)
(Hclris(AU))v = M ® R.

De plus, la forme bilinéaire sur M coincide avec celle induite par A sur (H},z(A/R))".
Notons V = (H'(A, O 4))Y. Alors la suite exacte qui suit est un relévement de
la filtration de Hodge :

0——=V — (Hpg(A))" — (H*(A 2y 5)" —0

Théoréme 125. Soit R un anneau de wvaluation discréte complet de corps
résiduel k, tel que v(p) < p — 1. Soit (Ao, Ao, to) une variété abélienne sur k
de type local-local (e.g supersinguliére) de dimension g, polarisée, avec Og-
structure. Soit (M, (,)) le module de Dieudonné quasi-unitaire associé, etV C
M ® R un R-sous-module vérifiant :

(LIFT1)  Le sous-module V est libre de rang g sur R.

(LIFT2)  Ona 5 =V(M® ).

(LIFT8)  Le sous-module V est totalement isotrope pour (,).
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(LIFT4)  Le sous-module V est stable par l'action de Op.

Alors il existe un unique relevement (A, \,1) sur R associé ¢ V C M ® R
comme ci-dessus.

Démonstration. On renvoie a [Oor87| pour le méme résultat sans I’action de
Opg. L’hypothése 4 ci-dessus permet de définir 'action de O sur la variété
abélienne A. La compatibilité des différentes structures est automatique, par
fidélité du foncteur de réduction (Remarque 124). O

Il existe une équivalence de catégories entre la catégorie des variétés abéli-
ennes sur R relevant (Ag, A, o) et celle des relévements de la filtration de

Hodge sur R. Ainsi, si (A, A1, ¢1) EN (Ag, Ao, Lo) est une isogénie, relever f sur
R revient a trouver deux sous-modules V; C D(A;) @ R et Vy C D(Ay) ® R
tels que D(A;) ® R 5 D(Ay) @ R veérifie f(V1) C V.

Lemme 126. Quand R =W, les conditions 1 & 4 ci-dessus sont équivalentes
a:

(LIFT1’)  Le sous-module V est un facteur direct de M de rang g.
(LiFT2’) OnaV+pM =VM.

(LIFT3’)  Le sous-module V est totalement isotrope pour (,).
(LIFT4’)  Le sous-module V est stable par l'action de Op.

Démonstration. En effet, la condition (LIFT2) devient :

Vv VM

py  pM’
Donc V +pM = VM et VN pM = pV. Pour que V soit facteur direct de
M, il faut et il suffit que le quotient % soit sans torsion. Soit x € M tel que
p"x € V avec n > 1. Alors p"x € V N pM, donc p"z € pV, d'on p"lz € V,
et on en déduit par récurrence z € V. Ainsi, les conditions du théoréme 125
implique celles du lemme 126. réciproquement, si V' est facteur direct, alors

les considérations précédentes montrent que V N pM = p)V, ce qui achéve la
preuve. O

Définition 127. Un module liftant sur R est sous-R-module YV € M ® R
vérifiant (LIFT!) G (LIFT4).
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8.3 Déformation des points de Shy (k) et p-.# sog'
sur W

On applique les résultats généraux précédents. On appellera “droite” un
W-module de rang 1.

Proposition 128. Soit M un cristal unitaire de signature (2,1). L’application
Vi D =Y, établit une bijection entre les modules YV C M liftant sur W et
les droites D C (VM) non contenues dans pM.

Démonstration. Soit V un sous-module liftant sur 1. L’action de e € O, sur
V a pour déterminant ee® car pLV = %. Donc V =V, & Vs avec rgy, (Ve) = 1
et gy, (Ve) = 2. Puisque V est facteur direct de M totalement isotrope, il est
égal a son orthogonal dans M. Ainsi V; = {z € Mg, (z,V.) = 0} = V} N M.
Soit D C (V M), une droite non contenue dans pM,.. Soit V le W-module
totalement isotrope de rang 3 tel que Ve=D et V: = DN M. Alors D est un
facteur direct de M,
méme, Vs est facteur direct de M car le quotlent ) im S est sans torsion : 8011:
r € Mg tel que p"x € D*. Alors (p"x, D) = 0, donc (z, D) = 0 d’ott x € D*.
Ainsi, la condition (LIFT1’) est satisfaite. Le sous-module V est clairement
stable par 'action de Op,, et il est isotrope. Enfin, dans ﬁM, considérons les
sous-espaces VJ’pM et VM . Ils sont totalement isotropes de dimension 3 et ont
la méme e- partle donc sont égaux. D’ou V +pM =V M. O

Soit (Ay, i, 1) ER (Ao, Ao, to) est une p-isogénie de multiplicateur 2, qui

induit D(A;) % D(Ag). On note My = D(Ay) et M; = f(D(A;)). Alors M,
est unitaire et p?M,” = M. Ainsi D(A;) est isomorphe a M; muni de la
polarisation p=2 (, ) ..

Théoréme 129. Soit My, C My des modules de Dieudonné quasi-unitaires
supergénéraux de signature (2,1). On suppose My unitaire et p> M, = M,. De
plus, on suppose My & {F*My, V*My}. Alors il existe des W -sous-modules
liftants V1 C My et Vo C My tels que Vi C V.

Démonstration. On utilise les diagrammes d’indices de 'appendice A. Nous
supposons pour commencer que M est différent de pM,. On note M = F2My+
V2My + pMo = At (My) = A~ (My).

_ " : Vo % MiNVo
Montrons que V; = M;NYV,. On a l'inclusion eve < A donc =5, est

de torsion, d’ou M; NV, est de rang 3. On a l'inclusion Mlﬁ?vl — ]‘g—ll et ]1\;[_11 est

2 (k)
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sans torsion, d’ou V; = M;NYV,. D’aprés la proposition 128, il suffit de trouver
une droite D C (V My). telle que :

D ¢ pM,
DN M, C VM (8.3.1)
DnN M1 g le

Soit D C (V Mp). non contenue dans pMy. Montrons dans que D n’est pas
contenue dans M;. Sinon, D serait contenue dans V MyNM;. Or le déterminant
de e € O, agissant sur % est €2 d’aprés le Diagramme 3 de I'appendice
A. Par conséquent, D C pM C pM,, ce qui est faux. Ainsi, D € M;.

Montrons que pD C M;. 1l suffit de montrer p(V My). C M;. D’aprés le
Diagramme 2, le déterminant de ’% est €, ce qui montre le résultat. On
en déduit D N M; = pD. On sait déja que pD & pM;, donc il reste a voir si
pD C VM.

D’aprés I'étude menée ci-dessus, I’énoncé du théoréme est équivalent a 'ex-
istence d’une droite D vérifiant :

D c (VMyNp 'VM),

Une telle droite existe si et seulement si (VMy N p 'V M), € pMy, ce qui
équivaut a (pMo N M) € pF My. D’apreés le diagramme 6, le déterminant du
quotient
(pMo N My) + pF My
pEF My +pM

est e. Ainsi, (pMo N M), € pFMy+pM, ce qui conclut la preuve du théoréme
quand M; # pM,.

Si My = pM,, alors n’importe quelle droite D C (V M), non contenue
dans pM, convient. Son intersection avec M; est pD, qui est contenue dans
V M, mais pas dans pM;. Ceci achéve la preuve du théoréme. O

Ainsi, la “plupart” des points de p-.#s0g® (k) dont la source et le but sont
supergénéraux se relévent sur W. Achevons 'étude en traitant le cas M; €
{F?My,V2M,}, qui correspond & un point de Padhérence du lieu ordinaire.

Proposition 130. Soit My un cristal unitaire supergénéral de signature (2,1)
et My, = F2M, ou V2M,. Il n’existe pas de modules liftants Vi, Vy sur W pour
My et My respectivement tels que V; C V.
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Démonstration. Nous supposerons M, = F?M,. L’autre cas est similaire.
D’aprés la preuve du théoréme 129, il suffit de montrer qu’il n’existe pas de
droite D C (V M), vérifiant les conditions (8.3.1) ci-dessus. Soit D C (V My).
une droite non contenue dans pM,. Déterminons l'intersection D N M;.

Premiérement, on a D ¢ M; = F?M,. Supposons par I'absurde D C F? M.
Alors D C (V My). N F? My, et par le Diagramme 4, on en déduit que D C pM
(ot M = pAt(My)). A fortiori, D C pM,, contradiction. Par conséquent,
D & M.

Deuxiémement, pD C M;. Tl suffit de montrer p(V M), C F?M,. Ceci
équivaut a pV2((V My).) C p?My, ou encore a (V3My), C pMy. Comme M,
est supergénéral, on a M ~ M La matrice de V? dans la base (e, fi)ief1,2,3
est donnée au début de I'appendice A. On constate que (V3M0)6 = 0, d’ou
(V3My)e C pMy. Ainsi pD C My et DN M; = pD.

On sait que pD & pMi, donc les conditions (8.3.1) se resument a pD C
VM, = pFMy donc D C FM,. Si ceci étai vrai, D serait contenue dans
FMyN(V My).. Par le diagramme 5, ceci implique D C pMj, contradiction. [

Remarque 131. 11 est possible que ces points se déforment sur un anneau avec
suffisamment de ramification.






Appendices

A. Diagrammes des indices

Soit M; C M, deux cristaux quasi-unitaires supersinguliers su-
pergénéraux de signature (2,1). On suppose M, unitaire, p> M, = M,
et M, ¢ {V2My, F*My,pMy}. On note M = A~ (M,), cristal superspécial
de signature (3,0) tel que pMY = M.

En particulier, My ~ M, ~

ol a

F2

F? =

(3). On considére la base (ey, 9, €3, f1, f2, f3),
avec les notations du paragraphe 2.3.2.a. On a F* = V4 = 0 et dans cette base,

0 00

0 00

-1 0 0
010
0 01
000
0 0 0
0 0 0
0 -1 0

0 00

-1 0 0

0 00

000

000

000
0 0 0
0 -1 0
0 0 0

o O O

o O O

o O =

i )

_ o O

o O O

o O O

O O =

o O O

o O O

o O O

o O O

o O O

o O O

o = O

o O O

S = O

o O O
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On représente une inclusion A C B par un segment descendant de B vers

A. Le déterminant de I'action de e € O, sur B est noté a coté du segment.

A
La signature de My, M; est (2,1), donc le déterminant du quotient V]V][V‘;O est

Mo
FMy*

e?e. Cest aussi le déterminant de

Diagramme 1

ee

M+ V My = M, + VM,

-

V' M, M

Démonstration. Le cristal M + VM, = F?M, + V M, est d’indice 2 dans M,
(observer les matrices de F”? et V' ci-dessus), et le quotient a pour déterminant
ee. De méme, le déterminant de 42 est eg” (observer les matrices de F2 et V2).
OnaVMycCc Mi+VMyC M+ VM, Or M; SZ V My d’aprés la figure 5.3.2
et l’hypothése M1 ¢ {VQM(), F2M0,pM0}. Donc M1 + VMO =M+ VMO ]

Remarque 132. En reprenant la preuve, le diagramme 1 reste valable en rem-
placant V M, par F'M,. Les déterminants restent identiques.

Diagramme 2

M, pMy

Démonstration. D’aprés la remarque 132, [M; + F M, : F'My) = 1 avec déter-
minant e, donc [VM; + pMy : pMy] = 1 avec déterminant €. Les cristaux
M; et pMy jouent des roles symétriques, donc [pV My + M, : M| = 1 avec

MY\ - M

o) a7 est de dimension 1, engendré

déterminant €. Le sous-espace <
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par un x € (%)e (voir 5.3.2.2). Par isotropie, on a (1%)@ = (:UL)? De
méme (%)e = Vect(y) pour y € %, et <’;—J‘$>§ = (yL)E. On a M; # pM,
donc kx # ky et également (:zsl)E #+ (yL)g. D’ou ({EL)g + (yL)E = <p£M)7 et

1 1
kx +ky C <[%)e, donc My + pMy C M. Enfin, le déterminant de PiMo est e?e

car celui de 22 est ee? (diagramme 1). O

Diagramme 3
M,

e

M, NV M,

ol

Ml ﬂpMo

pM

M, ~ Mi+V Mo
MiNV My — V My

nant e, par le diagramme 1. Le déterminant du quotient % est ee2. On a un

Démonstration. Le quotient est de rang 1 avec détermi-

isomorphisme M%;MO ~ M:]’V?yo, et on conclut avec le diagramme 2. O
Diagramme 4
F2M,
e
F2MyNV M,
€
F2M0 N pMo
e
pM

3

Démonstration. L’inclusion pM C F?M, déterminant ee? par le diagramme
. . . 2

1, appliqué & F2M, a la place de M,. On a deux isomorphismes ——20__ ~

F2MonpMy —
F2MotpMo of _ F2My __ ~, F2Mo+VMy ) ohservant la matrice de F2, on voit
pMo F2MoNVMy — V My . ’
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2 1
que pMy C F?My + pM, avec déterminant ee. De méme pMy C F3 M, + pM,

1
avec déterminant €. En appliquant p~'V, on a VM, C F*M, + V M,, avec
déterminant e. O

Diagramme 5

EF My V My
EFMynV M,

e

pMy

Mo et Mo

2_ .
T 7ar, est e'e. Puisque M, est su-

Démonstration. Le déterminant de

1
pergénéral, son a-nombre vaut 1, donc FMy, + VM, C M,. Son détermi-
nant est e, en observant les matrices de F' et V. On a les isomorphismes :

My~ EMotVIMy o VMo __ ~ EMotVMo o quj permet de compléter le

FMoﬂVMO - V My F]WqﬂVMo - .FMO .
diagramme. Enfin, le déterminant de 'inclusion pMy C F'My NV M, est e car
celui de 'inclusion pMy C M, est e’e>. O

Diagramme 6

pM M,

pFMO+ (pMoﬂMl) ee

L

pF My + pM pMy N M

T T

pF My pM

[

[}

1
Démonstration. Commencons en bas a droite. D’aprés le diagramme 3, pM C
M N pMy avec déterminant e, et My, N pM, est d’indice 2 dans M; et pM,
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avec déterminant ee. Par la remarque 132, FM, et M sont d’indice 1 dans
FMy+ M avec déterminants respectifs e et €, ce qui donne la partie inférieure
et la partie droite du diagramme.

Les crlstaux pF Mo+ pM et pMy N M, sont différents. Sinon on aurait I'in-

clusion pF' M, C M, et la figure 5.3.1 impliquerait que pF'My € {F M,V M},
donc My € {F?*M,, pMy} ce qui est exclu.
Par conséquent, pF' My + pM et pMy N M; sont différents et dans ’espace
M, ils correspondent a deux droites distinctes contenues dans la e-partie. La
somme de ces deux droites est donc un sous-espace de dimension 2, également
contenu dans la e-partie. On en déduit le résultat. O

B. Cristaux presque unitaires supersinguliers

Si M’ est un cristal unitaire supersingulier, on note %, (M) 'ensemble des
cristaux M vérifiant :

(i) pM’ & pMY E M E M
(ii) M est stable par O,

L’application M M= pM définit une bijection
(M) — G.(M') (8.3.2)

oit €1 (M’) est I'ensemble des sous-k-espaces vectoriels de M’ = —, stables
par I, V,Og, isotropes, de dimension 2. On détermine ci-dessous 1’ensemb1e
¢, (M') pour M’ superspécial unitaire de signature (2,1), (3,0) et pour M’
supergénéral unitaire de signature (2,1). Les autres cas s’obtiennent par in-
version des signatures. Attention : Avec nos notations, quand on reléve M , on
trouve pM" et non M. Remarquer que ces deux cristaux ont méme signature.

1. M’ est superspécial de signature (2,1) A isomorphisme prés, on peut
supposer M' = (WaxdWFzx)® (WydWFy)® (WzeWFEz) oux,y € M et
z € M. (comme au paragraphe 5.3.1). On note pareillement leurs images dans
M. Soit M € %, (M) et ]\Z,Mg les sous-espaces propres pour l'action de Og,.
Examinons les différents cas, selon la dimension de J\Z :

l.a. Si dim(]\A/[/e) =0 Alors M C Ker(F) N M’z = Vect(Fz, Fy), donc
M = Vect(Fz, Fy), qui convient. Le cristal M correspondant est superspécial
de signature (0, 3).
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1.b. Si dim(ﬁe) =1 Il existe a, b, c € k non tous nuls tels que ax + by +
¢Fz € M,. Alors o(a)Fz + o(b)Fy € M. Si (a,b) # (0,0), ces deux vecteurs
engendrent M et on doit avoir ac(a) 4+ bo(b) = 0. Donc a,b sont non nuls et
on peut supposer a = 1. Pour chaque b € k tel que 1+ bo(b) = 0 et ¢ € k,
le sous-espace M(c) = Vect(z + by + cFz, Fx + o(b) Fy) appartient & €, (M").
enfin, il reste le cas a = b = 0. Alors M = Vect(F'z, D) ou D est une droite de
Vect(Fx, F'y). La signature de tous les cristaux obtenus est (2,1).

l.c. Si dim(]\Z) =2 Alors M C Ker(F) N M’, = Vect(Fz), ce qui est
impossible.
Remarque 133. Ainsi, 6,(M’) contient un cristal de signature (0,3), p? + 1
copies de Al'(k) et une copie de P!(k), avec signature (2,1). Le lecteur in-
téressé par la géométrie sous-jacente pourra se convaincre que ces ensembles
se recollent comme dans la figure ci-dessous.

(2.1)

(0,3)

FIGURE 8.3.1 — I'ensemble % (M) pour M’ unitaire de signature (2,1)

2. M’ est superspécial de signature (3,0) On peut supposer M’ = (Waz @
WFEx)e(WyeWFy)®(WzeW Fz) avec x,y, z € M, (comme au paragraphe
5.3.1). Examinons les différents cas, selon la dimension de M, :

2.a. Si dim(ﬂe) =0 Alors M C Vect(Fx, Fy, Fz) est un plan quel-
conque. Le cristal correspondant est de signature (1,2).

2.b. Si dim(Mve) = 1 |1l existe a,b,c € k non tous nuls tels que az +
by + cz € M,. Alors o(a)Fa + ob)Fy+o(c)Fz € M; et on a ac(a) + bo(b) +
co(c) = 0. De plus, 0~ (a)Fz + o (b)Fy + o~ (c)Fz € M, donc [a,b,c| €
C(F,2) ot C est la courbe définie par (5.3.2). Les cristaux correspondants sont
superspéciaux, de signature (3,0).
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2.c. Si dim(Me) =2 Alors M C Ker(F)NM', = 0, ce qui est impossible.

Résumons ces calculs par le dessin ci-dessous. On note en indice la signature
de chaque cristal, et Gr(2,3) désigne I'ensemble des plans dans un k-espace
vectoriel de dimension 3.

pM'

(3,0)

FIGURE 8.3.2 — I'ensemble % (M) pour M’ unitaire de signature (3,0)

3. M’ est supergénéral de signature (2,1) D’aprés 26, on sait que M’ ~

B(3). Soit (e;, fi)icf1,2,3 la base de B(3) dans laquelle F' et V sont définis par
(5.3.3). Soit M € € (M').

3.a. Si dim(]T/[;) =0 Alors M’ C Ker(F)N Ker(V) N M’z = Vect(fs), ce
qui est impossible.

3.b. Si dim(]\Z) =1 Il existe un vecteur non nul x = ae;+beg+ces € Me.
Alors Fx = o(b)f1 + o(c)fa € Mz et Vo = o (a)fa + 07 (b) f3 € Mz. Donc

b=0et f, € Mg. On trouve comme paramétre [a,c|] € P!(k). Les cristaux
correspondants ont signature (2, 1).

3.c. Si dim(]\Z) =2 Alors M' C Ker(F) N M’, = Vect(e;), ce qui est
impossible.

Proposition 134. Soit M’ un cristal unitaire supersingulier de signature

2 2
(2,1). Il existe M presque unitaire de signature (2,1) tel que M C M' C M.

Démonstration. Cela découle de ’étude ci-dessus. O
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Lemme 135. Soit K un espace de Dieudonné unitaire superspécial (cf. défi-
nition 38) de dimension 4.

1. Si la signature de K est (1,1), il existe un unique plan P C K isotrope
stable par F,V,Og, . De plus, le déterminant de P est ee.

2. Sila signature de K est différente de (1,1), il existe au moins deuz plans
P C K isotropes stables par F,V,Og,.

Démonstration. Si K est de signature (1,1), on choisit une base K = (kz @
kFx)® (ky®kFy) (comme dans la remarque 39), avec z € M, et y € M. Soit
P C K un plan isotrope stable par F,V,Og,. 5i ax + bFy € P, avec a,b € k,
alors o(a)Fzr € P, donc a = 0 par isotropie. De méme, cy + dFx € P avec
¢,d € k implique ¢ = 0. Donc P = Vect(Fz, F'y) est 'unique solution et son
déterminant est ee. Si K est de signature (2,0), alors K = (kx @ kFz)® (ky®
kFy) avec z,y € M,. Pour tout u = ax+by, a,b € k tels que ao(a)+bo(b) = 0,
le sous-espace P = Vect(u, Fu) convient (il y a p® + 1 solutions). De méme si
la signature de K est (0,2). O

Lemme 136. Soit K un espace de Dieudonné unitaire de dimension 4, alors
il existe au moins deux plans isotropes stables par F,V,Op, sauf si K est
superspécial de signature (1,1).

Démonstration. Si F = 0, alors V' = 0 (cf. paragraphe 2.3.3) et P, # P
conviennent. Si rg(F) = rg(V) = 1, alors tout plan P C Ker(F) N Ker(V)
stable par Og, convient, donc on peut supposer que Ker(F) N Ker(V) est un
plan. Si z € K, U K7 vérifie Fo # 0 et (z, Fx) = 0, alors Vect(z, Fz) convient
(il est stable par V car Va € 2+ = Faz & K, donc Fz et Vz sont colinéaires)
et il différe de Ker(F) N Ker(V). De méme, si x € K, U Kz vérifie Vi # 0 et
(x,Vx) =0, alors Vect(z, Vz) convient. L'un des deux sous-espace K, ou Kz
n’est pas contenu dans Ker(F). Pour fixer les idées, supposons K, ¢ Ker(F),
donc Kz = Ker(F')z. Par 'absurde, supposons que pour tout x € K, — Ker(F),
on a (z,Fz) # 0 et que pour tout z € K, — Ker(V), on a (z,Vz) # 0. En
particulier, Ker(F'), = Ker(V),, donc Ker(V)s = Ker(F')z = K5, et finalement
Ker(F) = Ker(V), contradiction. Enfin, si rg(F) = rg(V') = 2, les sous-espaces
Im(F) et Im(V') conviennent. Si Im(F) = Im(V'), alors K est superspécial et
on en déduit le résultat par le lemme précédent. O]

Proposition 137. Soit M un cristal presque unitaire supersingulier de signa-
2 2
ture (2,1). I existe M' unitaire de signature (2,1) tel que M C M' C M.

Démonstration. D’aprés le lemme 86 appliqué a Mﬁv, il existe M’ unitaire tel

2 2
que M C M' C MY. Donc M € €,(M'). D’aprés I'étude faite plus haut (en



APPENDICES 113

inversant les signatures!), la signature de M’ est (0,3) ou (2,1). Si c’est (2, 1),

on a le résultat. Supposons que c’est (0, 3) Le plan M = PM ost contenu

pM’
FM'

dans 77 (cf. 2.a ci- dessus) et le quotlent v a pour déterminant e. Donc

2 FM’ _ (M Adui
pM' C pMY C FM' C M C M’ et Y = (va> On en déduit que

si M" est un cristal unitaire de signature (0,3) tel que M € % (M"), alors
iﬁ: = fj\%, d’ou M"” = M’'. Autrement dit, si M” est un cristal unitaire
différent de M’ tel que M € €, (M"), alors sa signature est (2, 1). Il reste donc

a montrer qu’il existe au moins deux plans isotropes stables par F, V, O, dans

v . , . . . N
K= MW C’est un espace de Dieudonné unitaire de dimension 4, donc d’aprés

le lemme 136, il suffit de montrer que K n’est pas superspécial de signature
1 2 2 ,

(1,1). Or FM’ CMcCMC MV et le déterminant du quotient = est €2 (car

celui de W est e3). Ainsi P = est un plan isotrope stable par F V,Opg, de

déterminant €2. On déduit que K n’est pas superspécial de signature (1,1). O

C. Cristaux superspéciaux

Théoréme 138. Soit M un module de Dieudonné superspécial quasi-unitaire.
Alors M est isomorphe a une somme directe orthogonale de modules des types
sutvants :

L. Wa @ WFx avec (v, Fx) = ap”, v € Z et e € Og, agil sur x par
multiplication par e ou par €.

2. WeedsWyesW FzedW Fy avec (x, Fx) = (y, Fy) =0 et (zv,y) =p", r € Z
et e € Og, agit sur x par mulliplication par e, et sury par multiplication
par e.

Démonstration. Ona M = M™ @ W avec M™ = {x € M, 7z = x} le squelette
de M (ou 7 = p~'F?). Par la proposition 66, il existe une base de M formée
de vecteurs 7-invariants. De plus, la polarisation envoie le squelette de M sur
celui de son dual. On peut donc remplacer W par Z,» = W (F,2) et supposer
que M est un Z,2-module. Soit r € Z I’entier maximal tel que (M, M) C p"Z,,
et posons M’ = {z € M, (z, M) C p""'Zz}.

Le quotient M = M/M’ est un espace de Dieudonné unitaire (sur [F,2). Les

sous-espaces M et M sont totalement isotropes. On a F 2 = = 0 sur M notons
K = Ker(F). On a FM C K, et K est Porthogonal de FM. On distingue
deux cas : . - .

Premier cas: K # M. On peut trouver & € M, ou & € Mz tel que F'z # 0.
Supposons pour fixer les idées que & € M,. Il existe § € M, tel que (Fz,7) # 0.
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Pour A\ € [z, considérons :
(& +Ag, F( + Ag)) = (7, F7) + Mg, Fg) + M@, Fg) + Ay, F7) .

Si (Z, FZ) = 0 et (g, F'§) = 0, alors on choisit A € F,2 tel que A (%, Fj) ¢ F,,
ce qui implique (Z + Ay, F(Z + A\y)) # 0. Dans tous les cas, il existe T € M,
tel que (Z, FT) # 0. En relevant & dans M., on obtient x € M, tel que
(x,Fx) ¢ p"“Z 2. Alors (z, Fx) = o/p” avec o € Z; tel que o/ = —a/. On
peut écrire o/ = ca avec ¢ € ZX Il existe p € Zp2 tel que pp = ¢, et donc
(ux, F(px)) = ap”. Posons My = Z2ax + Z,2 Fx. Alors My est stable par F' et
Op, et on a M = M; & M;-.

Deuziéme cas : K = M, i.e. (M,FM) C p"tZ,. Soit & € M, et §j € M.
tels que (Z,7) # 0. On peut trouver x € M, et y € M relevant T et g.
Soit. M; le W-module engendré par (x, Fy,y, Fz). Alors M; est stable par
F et Og,. Le systeme (x, Fy,y, Fx) est une base de M;. En effet, supposons
que ax + bF'y + cy + dFx = 0 avec a,b,c,d € Zy. Puisque z, F'y € M, et
y, Fx € Mz, on en déduit ax + bFy = 0 et cy + dFz = 0. Puisque ¢ M, a
n’est pas inversible. Si a # 0, on peut supposer b € Lys. Alors Fy = —ab™ 'z et

py = —EI;_IFx. Puisque p divise a, on a y € M’, contradiction. D’otta = b = 0,
et de méme c =d = 0.

Le sous-espace M; ® Q2 est non-dégénéré : On peut supposer (z,y) = p’,
(x, Fx) =p a et (y, Fy) = p"b avec a,b € pZ,>. La matrice de la forme p~" (,)
dans (z, Fy,y, Fx) est :

0 0 1 a
0O 0 —b —p
1 b 0 0 < GL4(Qp2).
—a p 0 0

Enfin, on a M = M, & Mi- : Si 2 € M, considérer z; = é;Zi.ﬁL‘—i— émgy+

;f;’y Fx+ ;szfx Fy. Alors zp € M et 2 —zy € Mi-. Le lemme 139 ci-dessous
ournit une base de M, vérifiant les conditions de I’énoncé. Le théoréme résulte
alors d’une récurrence facile. O

Lemme 139. Soit M un module de Dieudonné superspécial quasi-unitaire sur
Zy2. On suppose qu’il existe x € M, ety € Mz tels que (z, Fy,y, Fy) soit une
base de M telle que (x,y) = 1,(z, Fx) = a, (y,Fy) = b, ot a,b € pZ,2. Alors
il existe x' € M, ety € Mz tels que la famille (2, Fy',y', F'x') soit une base
de M et (z',yy =1, («/, Fa')y = (y/, F'y') = 0.



APPENDICES 115

Démonstration. Cherchons x’ sous la forme 2’ =z + uFy. On a
(', Fz'y = a+ p(u — u — bum).

Quitte a multiplier v par o € Z; tel que @ = —a, on se retrouve dans la
situation du lemme 140 ci-dessous, qui fournit u € Z, tel que (2/, Fa') = 0. De
méme, on peut trouver ¢y’ € Mz tel que (¢, Fy/') = 0, avec ¢y’ = y+vFz. Puisque
(x, Fx), (y, Fy) et (Fy, Fx) sont tous divisibles par p, on a (z/,y') = 1+ pc
avec ¢ € Zy2 donc (2/,y') est inversible. Quitte & multiplier 2’ par (z/,y’) 7!,
on peut supposer (z’,y’) = 1. Enfin, la famille (2/, F'y/, v/, Fx’) est une base de
M car sa matrice dans la base (x, Fy,y, F'y) est inversible :

1 pv 0 O
u 1 0 0
0 0 1 pu
0 0 v 1

[]

Lemme 140. Soit b € pW. Alors la fonction f : W — W définie par u —
u+o(u)+buo(u) est surjective. Si b € pZ,, alors f envoie Zy2 sur Z,, et cette
restriction est surjective.

Démonstration. Soit x € W. 1l existe u; € W tel que x = f(uq) [p]. En effet,
ceci équivaut a résoudre en r I'équation x = r + r? dans W/pW ~ IE‘_p, ce qui
est possible. Notons z — f(u) = pA; avec Ay € W. Par récurrence, supposons
qu’on ait trouvé u, € W tel que x = f(u,) [p"].- Notons p"A, = z — f(uy,)
et posons Upy1 = U, + p"r avec r € W. Alors x = f(uny1) [p"T] équivaut a
A, =r+o(r) [p] et cette équation posséde une solution en r. On forme ainsi
une suite (u,) € W convergente vers un élément u tel que x = f(u).

Soit b € pZ,. Si b = 0, I'application f : Z,>» — 7Z, est surjective. Supposons
b# 0. Soit x € Z, et w € W tel que f(u) = x. On a donc (bu+1)(bo(u)+1) =
bz + 1. En posant y = bu + 1, on a yo(y) = br + 1 € Z;. Par suite (f((yy)) =

L,
donc y € Zy2. Enfin, u € WN Q2 = Zy2. O]

D. Les k [¢]-modules

Soit R une k-algébre commutative. Tout R-module sera implicitement de
dimension finie sur k.

¢

e Pour une catégorie C, on note = I""ensemble" des classes d’isomorphismes

d’objets de C.
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e On note R-Mod la catégorie des R-modules.
e On note Zy(R) la sous-catégorie pleine de R-Mod des R-modules libres.

e On note Z;(R) la catégorie des R-modules libres munis d’'un morphisme
d’anneaux F, — Endg(M). Les morphismes entre deux objets (M,-) et
(Ms, ) sont les morphismes de R-modules g : M; — M, tels que Vo € F,
Ve e My, gla-x) =a-g(z).

e On note Z(R) la catégorie des R-modules libres M munis d’un accouple-
ment R-bilinéaire alterné parfait (,) : M x M — R. Ceci signifie que appli-
cation induite M — Homp(M, R) est un isomorphisme de R-modules. Les
morphismes entre deux objets (M, (,),) et (Mo, (,),) sont les morphismes
de R-modules g : My — M, tels Va,y € My, (g(x),9(y))s = (z, 7).

e On note Z5(R) la catégorie des R-modules libres M munis d’un morphisme
d’anneaux F, — Endz(M) et d’un accouplement R-bilinéaire alterné parfait
(,) : M x M — R. On impose la condition de compatibilité suivante :
Va € F,, Ve,y € M, on a (a-z,y) = (x,@-y). Les morphismes entre
deux objets (M,-,(,),) et (Ma,-, (,),) sont les morphismes de R-modules
g : My — M, vérifiant Va € F,, Vo € My, g(a-x) = a - g(z) et Yo,y € M,
(9(2),9())s = (z,y);.

Soit ¢ : R — S un morphisme de k-algébres. On a un foncteur ¢ :
R-Mod — S-Mod défini par M — M ®g S. Pour i € {0,1,2,3}, on obtient
également un foncteur

Dorénavant, R = é“}[()g]) = k|e] avec ¢ = X mod X?. On a un morphisme de k-

algébres évident £k — R et un morphisme R — k envoyant ¢ sur 0. Ceci induit
des foncteurs F': Z;(k) — Zi(R) et G : Z;(R) — Z;(k). Pour tout k-module
N, on a un isomorphisme canonique N ~ (N ®; R) ®g k. Ceci montre que
G o I =id. Ces foncteurs induisent des applications :

(k) N Z(R) o Zi(R) N %(k).

~ ~ ~

F: (8.3.3)
Théoréme 141. Les applications (8.3.3) sont bijectives, réciproques 'une de
lautre.

On sait déja que G o F = id, donc F est injective et G surjective.

Faisons quelques remarques générales. Soit M un R-module. On peut as-
socier a M deux entiers : sa dimension comme k-espace vectoriel, et le rang
de 'opérateur k-linéaire € : M — M. On notera

(d,r) = (dimg (M), rg(e)).
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Puisque €2 = 0, on a Im(¢) C Ker(¢), ce qui implique 2r < d. La catégorie
R-Mod est équivalente a la catégorie des k-espaces vectoriels munis d’un endo-
morphisme nilpotent f tel que f2 = 0. Le théoréme de réduction de Jordan dit
alors que les entiers (d,r) classifient les classes d’isomorphisme de R-Mod. Un
R-module est libre si et seulement si d = 2r. En effet, il est alors isomorphe a
R" par le théoréme de Jordan. Un facteur direct d’un R-module libre est libre.
En effet, si M = M’ @ M" est libre, alors (d,r) = (d',r") + (d",r") avec des
notations évidentes, ce qui montre que les inégalités 2" < d’ et 2r” < d” sont
des égalités.

Passons maintenant a la démonstration du théoréme. Pour Zy(R), le ré-
sultat est clair car F'(k") = R", donc F est surjective.

Pour 7,(R) : Soit M un objet de Z;(R). L’action de F, induit une décompo-
sition M = My® M, telle que o € F,, agit sur My (resp. M) par multiplication
par « (resp. @). Les facteurs My, M; sont des sous- R-modules libres. Par con-
séquent, la classe d’isomorphisme de M est entiérement déterminée par les
dimensions de My et M;. On a

M M, M,

M k= = .
Or eM 5M0 @ €M1

Alinsi, les dimensions de My, M; peuvent se lire sur M Qg k, ce qui montre que
G est injective.

Pour 2,(R) : Soit M = R". Un accouplement R-bilinéaire parfait (,) sur
M est donné par une matrice antisymétrique B inversible de GL,(R). Si B €
GL,(k), alors (M, (,)) = F(k™, (,)), ce qui montre le résultat. Sinon, notons
B = By +¢By avec By, By € M, (k). Soit P = I, + A avec A € M, (k). Alors
P e GL,(R) et

PBtP = Bl + 6(32 + BltA -+ ABl)

Puisque By € GL,(k), il existe A € M, (k) telle que By + B1*A + AB; = 0.
On en déduit le résultat.

Pour Z3(R) : Soit d € F} tel que Fy = Fy(a) avec o = —d. Soit (M, -, (,))
un objet de Z5(R). On peut supposer M = R". Soit B € GL,(R) la matrice
antisymétrique associée a (,) et A € GL,(R) la matrice de . La condition de
compatibilité est “YABA = dB. Si A, B € GL,(k), alors on a le résultat. Sinon,
soit P € GL,(R). Cet automorphisme de M agit sur les couples (A, B) de la
maniére suivante :

(4,B) s (P~'AP,'PBP).
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D’aprés le cas de Z;(R), on peut supposer que B € GL,(k). Posons A =
Ay 4 €Ay avec Ay, Ay € M, (k). On pose aussi P = I, + eC avec C € M, (k).
Montrons qu’il existe C' € M, (k) tel que P"'AP € M, (k) et ‘PBP € M, (k).
On a

PilAP = Al + E(AQ + AIC — CAl)
'PBP = B+¢(BC+'CB).

On cherche donc C' tel que BC +!CB =0et Ay = CA; — A,;C. La condition
de compatibilité ‘ABA = dB et la relation A? = —d imposent

tA\BA, = dB

'AyBA, +'ABA; =0
A2 = —d

A1Ay + Ay A = 0.

Soit C" = A5 A;. Alors

BC'+'C'B = BA,A; +'A'A,B
(BC' +'C'B)A, —dBAy +'A'A,BA,
tA{(BC' +'C'B) A, —d ("A1BAy + "4, BA,)
= 0.

Puisque A; € GL,(k), on en déduit BC' +*C'B = 0. De plus,

C/Al — AlC’ - —dA2 - AlAQAl
- —dAQ + AQA%
—2dA,.

Donc en posant C' = —2—1dC”, on a le résultat.
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N Jean-Stefan KOSKIVIRTA |AM A

~ Relation de congruence pour les
variétés de Shimura associées
aux groupes unitaires GU(n-1,1)

Résumé

Blasius et Rogawski ont formulé une conjecture qui prévoit que I'action du Frobenius sur la
cohomologie d’une variété de Shimura est annulée par un certain polyndbme, a coefficients dans
l'algébre de Hecke. C’est I'analogue de la célébre relation d’Eichler-Shimura pour la courbe
modulaire. Dans cette thése, on démontre cette conjecture pour les variétés de Shimura associées
aux groupes unitaires en signature (n-1,1) quand n est impair.

Par ailleurs, on étudie certains aspects dans le cas particulier n=3. On montre explicitement la
relation de congruence sur le lieu ordinaire. De plus, on étudie le graphe des cristaux
supersinguliers et les relévements d'isogénies en caractéristique nulle.

Résumé en anglais

Blasius and Rogawski have stated a conjecture saying that the action of the Frobenius element on
the cohomology of a Shimura variety is annihilated by some polynomial with coefficients in the Hecke
algebra. This is the analogue of the Eichler-Shimura congruence relation for the modular curve. In
this thesis, we prove this conjecture for Shimura varieties associated to unitary groups in signature
(n-1,1) when n is odd.

We also investigate some particular aspects in the case n=3. We explicitely show the congruence
relation on the ordinary locus. Further, we study the graph of supersingular Dieudonné crystals and
liftings of isogenies to characteristic zero.




